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特色 。 编 写本 韦 的 指导 思想 是 强调 图 论 的 精 获 分析 讨论 一 些 基 础 
性 的 课题 ， 以 致 可 以 引出 新 的 设计 和 计算 方法 ， 央 此 ， 本 书 昌 然 是 
1976 年 出 版 的 ， 但 仍 反映 了 当前 的 科研 威 果 、 

ASS RES SRO, WIRE, aM ie, PIE 分 
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示 的 直观 性 ， 使 它 在 物理 学 、 工 “ 程 学 、 社 会 科学 和 经济 问题 等 方面 
的 模拟 系统 中 都 显得 非常 有 有 用。 事实 上 ， 芷 司 一 个 包括 二 于 闫 系 的 
系统 都 可 以 用 图 来 表示 。 

很 多 癸 用 过 本 书 较 早 版 本 的 教师 及 学 生 都 对 本 书 提出 过 许多 宝 
商 的 意见 和 建议 ， 这 对 我 的 帮助 是 很 大 的 ， 庶 对 他 们 表示 减 挚 和 能 感 
谢 ， 特 别 要 感谢 南京 工学 院 吴 叔 美 教 授 的 推荐 及 人 民 邮 电 出 版 社 的 
大 力 支持 ， 使 本 书 得 以 进 人 使 用 汉 革 的 邮 工 学 界 。 最 后 ， 如 没有 范 
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芍 。 他 们 工作 得 很 完善 ， 我 非常 浓 楚 地 了 解 这 一 工作 的 艰巨 性 ， 为 
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«Ri le 3 BP FE Kk BOT EROR REDI RETE. 一。 
Wy E, Brie S KE mñ; AT 16, OCHO RR dt 
一 步 深入 销 研 的 专门 课题 。 立 论 严 遵 ， 叙 述 清楚 ， 上 既 通 俗 易 读 又 不 
朱 数 学 此 严 密 性 。 本 着 是 作者 多 年 丛 事 图 论 研究 和 教学 的 结 贡 ,也 
是 近代 网 络 图 论 及 其 应 用 方面 的 经 典 权威 著作 之 一 。 全 书 还 配 有 大 
量 阅 题 和 精 选 的 习题 ， 可 必 为 我 国 各 高 等 学 拷 为 研究 生 或 高 年 级 本 
秋生 开设 网 络 图 论 、 线 性 系统 和 电路 课 的 教材 及 参考 书 、 

本 书 第 一 章 、 第 二 章 和 第 七 章 由 张 玲玲 译 ， 前 言 、 第 三 章 、 第 
二 章 、 第 五 章 和 第 六 章 由 范 定 松 怪 。 全 书 由 沙 玉 钩 孝 授 审 找 。 在 翻 
译 过 程 中 得 到 吴 报 美 副教授 的 鼓励 和 大 力 支 持 ， 在 此 表示 感谢 。 

由 于 泽 者 水 平 有 限 ， 难 免 有 向 点 和 钳 误 ， 切 望 广大 读 考 给 予 批 
PRE. 


译 者 
1987 年 5 月 于 南京 工学 院 
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学 、 工 程 技 术 、 社 会 科学 以 及 经 济 问题 中 所 产生 的 模拟 系统 中 是 
其 有 用 笃 。 事 实 上 任何 包含 二 元 关系 的 系统 都 可 以 用 图 来 表示 。 

杰 书 力图 使 介绍 的 内 容 篇 单 些 ， 因 此 ， 入 和 免 了 所 有 不 必要 的 定 
义 , 字 可 文字 叙述 略为 长 一 点 。 例 如 , 边 不 相 接 回路 的 并 可 以 定义 为 
m. 但 没有 这 样 做 ， 国 为 列 为 定义 的 名 词 已 经 太 多 了 。 由 于 图 论 中 
SE A ARSENE RURAL. BEE ETE Mhp ey 
五 个 主要 领域 内 的 应 用 来 选用 的 。 例 记 ， 有 刷 节 点 代 赫 顶点 或 点 ， 用 
MERER, FEB Sak, SE, Mie 
区 很 多 宽 用 的 术语 几乎 与 日 常 英 诉 有 相同 的 意 轧 ， 非 党 

RARR HR TEREE ALAM, A. MAAN 
WEB], RETR BIG. FRERE REALEN PE 
的 方式 安排 主要 课题 ， 表 明 垢 史 背 景 ， 并 就 本 人 所 知道 负 W À W 
葡 ， 给 予 应 有 的 评价 。 还 尝试 以 简洁 的 方式 介绍 内 容 、 用 论 壕 和 例 
题 来 说 明 所 涉及 的 概念 和 原理 。 本 书 也 包含 一 些 在 文献 中 未 有 的 作 
考 个 人 的 贡献 。 

第 二 便 潭 第 五 章 ， 每 一 章 的 肉 容 虽然 不 完全 是 独立 的 ， 但 实际 
上 都 各 自 与 第 一 章 相连 接 而 自 成 系统 。 这 样 使 只 对 书 中 个 别 课题 直 
兴趣 的 人 科 也 能 有 用 。 

第 -- 章 建立 了 描述 图 的 基本 词汇 ， 提 供 了 一 些 在 后 续 分 析 牛 需 
要 用 到 的 绪论。 为 了 减少 这 些 预 备 知识 的 单调 达 素 ， 只 介 阁 一 些 最 
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基本 的 术语 ， 其 它 一 些 评 语 在 后 面 章 节 需 要 时 再 给 出 定义 。 因 此 ， 
净 求 读者 在 进入 学 习 其 它 章 节 之 前 仔细 学 站 这 一 童 的 内 容 。 

第 一 、 三 和 四 章 约 占 全 书 篇 师 的 三 分 之 二 ， 讨 论 了 对 电网 络 理 
论 的 各 种 应 用 ， 这 正好 是 作者 感 兴趣 的 主要 领域 。 事 实 上 ,图 论 在 
物理 学 中 最 重要 的 应 用 ， 是 用 于 电网 络 问 题 的 拓扑 公式 的 表示 和 求 
和 解 。 虽 然 所 讨论 芦 方 法 可 以 很 容易 锥 广 到 其 它 学 科 ， 仙 主要 谍 是 无 
妖 是 电 陨 络 理论 。 在 这 些 章节 的 每 一 部 分 ， 都 假定 该 莉 已 冰 悉 所 论 
证 主题 的 基本 概念 ， 而 把 讨论 集中 于 与 餐 论 有 较 强 联系 的 那些 理论 
方面 。 

本 书 的 一 个 特点 是 ， 几 平 所 有 的 结论 都 散 见 二 已 发 表 的 文献 ， 
书 中 引用 的 所 有 参考 资料 都 列 在 参考 文献 目录 中 ， 因 此 ， 本 书 特 别 
适合 于 希望 继续 进行 专题 研究 和 将 图 论 应 用 到 共 它 领域 中 去 的 读 
者 。 

虽然 基本 上 打算 把 本 书 作 为 科研 人 员 的 参考 书 ， 但 本 书 同样 也 
可 第 为 研究 生 的 山 络 白手 和 线性 系 绪 及 电路 课程 的 获 材 。 后 面 莫 几 
章 透 合 于 作为 本 科 高 年 级 研究 讨论 的 课题 。 阅 读 这 本 书 唯一 的 必 备 
条 件 是 扎实 的 数学 知识 。 

在 每 之 末 ， 提 供 了 大 量 习题 。 

本 书 中 大 量 内 容 是 在 过 去 六 年 中 由 国家 科学 基金 会 ， 国 家 字 航 
局 和 俄亥俄 州立 大 学 研究 会 提供 给 作者 且 究 经 次 研 究 得 出 的 。 在 这 
期 尊 我 有 机 会 访问 普 恋 大学， 受到 了 友好 的 招待 。 对 此 ， 我 特 由 感 
W L.O.Chua 教授 和 B.J Leon AHMAR, BARAK 
州立 大 学 的 院 长 有 R.L Savage， 系 主任 B. Davison fü J.C.Gilfert 博 
士 的 鼓励 和 才 助 ， 是 不 可 能 写 出 这 本 书 的 。 对 讲 利 请 斯 州立 天 学 前 
W.Mayeda 教授 和 普林斯顿 大 学 的 M.E Van Valkenburg 教授 的 
大 力 支 持 玫 示 感 谢 。 许 多 朋友 和 同事 孝 查 出 了 非常 有 益 的 总 见 ， 在 
此 一 并 表示 感谢 ， 他 们 是 K.E Eldridge 教授 ，G.V.S.Raju 教授 ， 
H.C.Chen 教授 ，F.Y.Chen 教授 以 及 我 的 学生 5S.K Mark 博士 和 
H.C.Li 预 士 。H.C.i 项 士 帮助 绘制 插图 的 草图 .特别 要 提出 的 县 
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K.E.Eldrige 教授 和 S.K.Mark 清 士 ， 他 们 认真 地 校对 原稿 ,提供 了 
AAWE., KFN P.M.Lin 教授 仔细 阅 污 了 念书 ,给 予 了 要 
当天 的 帮助 。 我 也 同时 希望 对 C.Korswage 博士 和 North-Hollaand 
出 版 公司 ， 在 出 版 本 书 的 各 项 细节 中 ， 细 致 耐心 和 真诚 合作 表示 感 
谢 。 最 后 ， 我 想 感谢 我 的 麦子 Shiao -Ling, 由 于 她 仔细 校对 书稿 ， 


对 我 这 一 工作 的 无 限 耐 心 和 理解 ， 关 以 本 书 替 献 给 她 。 
W.K.C. 
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再 版 前 言 


自 第 一 版 发 行 后 的 过 去 四 年 中 ， 我 们 已 过 眼 吾 到 图 论 下 其 应 用 
方 奇 已 有 二 下 多 本 新 书 出 版 [参见 参考 文献 日 承 )， 预 示 求 来 其 一 时 
WEA HC, KM I, ER TER- 
SPR ANAS. BUTE GTR PAR Ehi EA + 
较 深 入 的 考虑 ， 是 有 价值 的 。 

在 修 证 第 -版 贡 过 程 中 ， 我 想 要 处 充 的 内 容 很 多 ， 根 据 读者 前 
兴趣 去 推 测 ， 我 决定 集中 在 近年 内 受到 广东 注意 以 及 很 大 程度 上 依 
釉 于 留 沦 的 线 竹 系 统 和 网 络 分 析 方 面 ， 计 羽 络 的 状态 方程 分 析 ， 作 
为 第 七 章 的 主要 内 容 来 介绍 这 个 论题 。 为 了 保持 本 书 的 合理 篇 二 
没有 讨 沦 状 态 方程 节 解 法 ， 因 为 它们 可 在 关于 常 微分 态 程 的 很 多 优 
秀 书籍 中 找到 。 

OUS I HRS tu PA ARTE T k ETE, MER, VER 
改 参 考 文献 目录 使 之 适合 新 的 要 求 ， 包 括 详 列 了 参考 书目 。 

FIT SR TASES, SE ae nT A 
i, OPP BS RRA SAR, bel SEE 
f. 允许 教师 机 动 受 活 地 选取 右 关 内 容 ， 以 适应 其 特殊 乱 要 和 客观 
A. 

自 第 -版 公开 发 行 以 来 ， 许 多大 经常 花 费 根 当 大 的 时 间 和 精 
力 ， 相 当 友 好 地 绽 了 我 有 益 的 评价 和 意见 ， 为 此 、 新 版 的 书 名 更 加 
准确 地 反映 了 了 其 内 容 。 龙 其 是 我 感谢 我 的 学 生 和 促进 本 版 政 进 的 使 
MA. 特别 感 谢 我 的 证 士 生 S.Chardra, 地 对 全 书 进行 了 仔细 的 校 
对 。 同 了 时 ， 我 感谢 North-Holland 出 版 公司 的 E.Fredriksson 随 -上 上、 
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凶 以 相当 低廉 的 价格 出 版 了 适合 学 生 的 版 本 。 最 后 , 我 对 我 的 家 
略 ， 在 编写 本 书 期 间 表 示 的 耐心 和 理解 表示 感谢 。 
W.K.Chen 
1975 年 
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第 一 章 基本 理论 


本 章 介绍 描绘 图 的 盐 本 词汇 ， 首 提供 后 面 分 析 时 所 需要 的 一 些 
基本 结论 ， 但 路 去 了 图 论 中 那些 与 本 书 的 应 用 无 关 的 内 容 。 由 于 当 
前 图 沦 中 所 用 的 术语 和 符号 表示 还 很 不 标准 化 ， 要 求 读者 在 学 习 共 
它 章 节 以 前 必须 仔细 研究 本 章 的 内 容 。 
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本 书 叙 事 中 所 用 的 术语 “图 ?与 人 们 所 熟悉 的 解析 几何 或 函数 理 
论 中 的 那些 图 完全 不 同 。 我 们 即将 讨论 的 图 仅 是 由 点 (节点 ) 或 连接 
其 中 某 些 节 点 的 线 ( 边 ) 所 组 成 的 简单 的 几何 图 形 ， 它 们 有 了 时 被 称 为 
“ 线 图 ”。 这 种 图 解 形式 的 表示 法 对 物理 学 (BUSACKER 和 SAATY 
51965] 以 及 HARARY[1967]。、 工 程 学 (SESHU fp REED[ 196111 
及 ROBICHAUD 等 人 [1962])、 社 会 学 (HARARY 和 NORMAN 
L1953] 以 及 FLAMENT[1963]) 和 和 经济 问题 (AVONDO-BODINO 
[1962] 以 及 FORD 和 FULRERSONr1962]) 中 系统 的 模拟 特别 有 
用 。 实 际 上 包含 有 三 元 关系 的 任何 一 个 系统 都 能 用 图 来 表示 。 

图 论 方面 的 第 一 篇 文章 是 著名 的 瑞士 数学 家 Leonhard Euler 
(1707 一 1783) 发 表 的 。 他 从 一 个 当时 尚 末 解 决 的 众所周知 的 问题 开 
始 ， 此 问题 名 叫 哥 尼斯 保 桥 问题 。 东 普鲁士 的 哥 尼 斯 堡 〈 现 名 惠 加 
里 宁 格 勒 ) 肉 落 在 布 列 卡 尔 河 岸 和 两 座 岛 赎 上 。 它 的 各 个 部 份 由 七 
座 桥 连通 ， 如 图 1.1 所 示 。 问 题 契 能 否 走 遍 七 座 桥 ， 但 每 一 亚 桥 都 
要 经 过 一 次 生 只 能 经 过 一 次 。 看 起 来 有 很 多 无 需 * 解 " 它 就 可 以 去 党 
试 的 办 法 。1736 年 EULER 解决 了 这 一 问题 ， 证 明 这 是 不 可 能 的 ， 
莫 定 了 图 论 的 基础 。 我 们 在 这 里 仅仅 提 一 下 解 这 一 问题 的 思路 ， 不 

eae 
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桥 ， 结 果 得 到 如 图 2.2 所 永 的 图 。BEuler 指出 , CIE AABE— AIP, 
要 一 笔画 完整 个 图 并 回 到 开始 点 而 不 许 重复， 画 不 出 任 一 条 这 样 的 
EM 


Li 哥 尼 斯 您 桥 问 题 图 1.2 哥 尼 靳 基 桥 问题 的 图 


图 论 中 最 著名 的 至 今 尚 未 解决 的 问题 号 能 是 著名 的 四 色 笑 
想 @。 许 多 世纪 以 前 ， 地 图 的 制作 者 们 赁 经 验 发 现 ， 要 给 -- 个 被 分 
成 一 些 区 域 的 国家 地 图 着 色 ， 为 了 使 两 个 相 邻 的 区 域 必须 有 不 相同 
的 颜色 ， 只 澳 要 四 种 不 同 的 颜色 就 驶 了 。 起 初 这 个 问题 似 平 没有 被 
数学 农 们 认识 地 重视 ， 直 测 它 难 住 了 一 些 世界 上 最 有 才华 的 数学 家 
们 才 引 起 重视 。，1890 年 HEAWOOD 证 明了 当 用 *5? 代 替 “4 "p i 
想 就 变 为 真实 的 。 即 使 设想 能 找到 一 个 反例 ， 也 必然 是 异常 巨 而 
复杂 的 ， 到 为 最 近 由 ORE 和 STEMPLET1970] 对 少 于 40 个 区 域 的 
所 有 地 图 都 证 明了 这 个 猜想 。 

这 个 问题 很 容易 变换 成 图 论 中 的 问题 ， 因 为 葵 张 地 图 构成 这 样 
一 个 图 ， 其 外 的 区 域 包括 外 部 范围 都 用 一 些 点 表示 ， 当 且 仅 当 两 个 
区 越 具有 公共 边界 时 就 用 一 条 线 连 接 其 对 应 的 两 个 点 。 
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根据 我 们 的 观点 ， 图 论 在 物理 学 中 最 重要 的 应 用 是 1847 年 
KIRCHHOFF 应 用 图 论 立 式 与 求解 电网 络 问 题 ,对 于 KIRCHHOFF 
的 贡献 在 本 书 中 将 详细 地 论述 ， 第 二 章 和 第 四 剖 概 括 了 他 对 电网 络 
ROS CERES. 

县 锥 在 应 用 中 出 现 的 许多 图 例 均 是 几何 图 形 ， 就 图 沦 来 说 ， 它 
本 质 上 是 一 种 组 合 。 下 一 节 我 们 将 介绍 抽象 图 的 扳 念 。 除 了 从 图 的 
基本 组 会 特性 去 控 有 关 的 几何 特征 外 ， 扩 象 图 的 概念 将 扩大 应 用 的 
前 景 。 


8 2. 抽象 图 的 基本 概念 


和 一 急 数 学 理论 一 样 ， 我 们 必须 从 一 系列 定义 开始 。 由 于 我 们 
必须 使 用 一 些 术 语 ， 同 时 为 了 这 些 术 许 的 精确 性 ， 必 须 对 它们 正规 
定义 。 洗 好 ， 我 们 将 要 定义 的 许多 问 在 日 党 证言 中 几乎 都 有 相同 的 
直观 意义 ， 因 此 很 少 需 要 有 意识 地 用 心 记 住 它们 。 为 了 减少 这 些 必 
须 的 序言 的 千 记 一 礁 ， 我 们 将 用 图 解 闪 阐明 我 们 的 观点 。 

2.1 一 般 定义 

定义 1.1， 抽 象 图 。 

一 个 抽象 图 G(V，E)， 或 简称 为 图 G， 团 称 之 为 书 点 的 元 素 
的 集合 VABANG, DRG, DIUJERFINIU AE E SUR, i j% 
Y 中 的 元 素 。(i， 朋 或 中 D 称 为 G 的 边 ， 节 点 i 或 1 称 为 (i, D 
的 端点 。 

对 于 节点 另 一 些 通用 的 名 称 是 项 点， 点 ， 结 ，0- 单 形 ，0- 胞 及 
苑 等 ， 而 边 的 另 - 些 通用 名 称 是 线 ， 支 路 ， 弧 ， 1- 单 形 及 元 ， 边 
入 ,前 表 示 它 联接 节点 i 和 j， 并 称 为 边 上 ,上 与 节点 i 和 3 相关 联 ， 
或 反 过 来 说 ， 节 点 i 和 j 与 边 (i，j) 相 关联 。 在 实用 中 ， 图 通常 是 
用 几 人 包 图 来 等 价 表 示 的 ， 共 中 节点 用 小 加 图 发 点 表示 、 其 中 任何 殉 
点 i 和 j 当 且 仅 当 边 (i, DAE PH, 由 连续 曲线 或 直线 连接 。 图 


“ge 


的 这 个 定义 对 于 许多 用 图 表示 外 观 特 性 的 问题 是 足够 的 。 然 而 ， 为 
了 达到 我 们 的 目的 ， 需 要 扩大 一 些 图 的 概念 。 
我 们 引伸 图 的 概念 ， 允 许 一 对 节点 连接 几 条 不 同 的 边 ， 攻 符号 
G, Dis G, Ja vee G, RR. d Kc, "EIOS G 的 平 
fib. URRA GE MOERS, GC.) RARER TAM M) 之 
说 平行 边 中 的 任 一 条 ， 否 则 便 是 确定 的 。 我 们 还 容许 边 的 两 个 端点 
RAT ASGARD, DV AIK, MEER G 的 一 个 节点 上 
存在 两 个 或 更 多 的 自 环 ， 它们 也 可 称 为 图 G 的 平行 边 。 AULA 
形 中 平行 边 可 以 用 连接 同 - -对 节点 之 间 的 连 线形 示 ， MAG, D 
则 可 以 用 一 从 节点 出发， 不 经 过 其 它 的 节点 而 又 返回 到 i 的 癌 弧 
表示 。 
举例 说 明 ， 我 们 考虑 图 G(V，E)， 共 中 
V={1,2.354.5,6,7} 

E={(1,1), (1,2), (05,2, (4,4)1, (5,0: 0,3), 
(2,3)1, (2,3)5 (6,7)1, (6,7)2, (6574) 
相应 的 几何 图 如 图 1.3 所 示 。 图 中 在 节点 1 Ld t B, Ee 
4 上 有 二 个 自 环 ， 节 点 2 和 3 之 间 有 两 条 平行 边 连 接 ， 而 节点 6 和 
7 之 间 有 三条 平行 边 连接 。 我 们 强调 ， 图 中 边 (i，j) 中 的 节点 i 和 
j 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 。 实 际 上 ， 我 们 认为 {i， jj) 二 (j， D, 也 就 是 

说 (1,2)=(2,1) 和 (6,7): 二 (7,6)s。 


e, 


[-BTEREIECIE:: 


AVALEMS AR, MER GLY，E) 为 有 限 图 。 本 书 中 ， 
戈 们 只 考虑 有 限 图 。 无 限 图 具有 一 些 很 有 感 的 特性 。 有 兴趣 的 读者 
[358] K-ÓNIG[1950]f1 OREL 1962]I3E TE 

定义 1.2. FE, 

G(VY，E) 的 子 图 是 一 个 图 GC... Es), 其 中 Vs ES 分 别 
Æ V 和 王 的 子 集合 。 如 果 Vs 或 E, 是 一 真子 集 ， 则 该 子 图 称 为 G 
的 真子 图 。 如 果 Vs=YV， 则 该 子 图 称 为 G 的 生成 子 图 。 如 果 Vs 或 
Es 是 空 集 ， 则 读 子 图 称 为 空 图 ， 空 图 可 视 为 每 一 个 图 的 子 图 并 用 
符号 和 表示。 

定义 1.3. WIHA, 

不 和 任何 边 相 关联 的 节点 称 为 孤立 节 态 。 

例如 ， 在 图 1.3 中 ， 节 点 5 是 个 孤立 节点 。 图 1.4 中 表示 的 是 
子 图 的 一 些 例子 。 图 1.4(a) 因 为 包含 原 图 所 有 的 节点 ， 所 以 是 一 
生成 子 图 。 图 1.4(b) 和 (c) 是 真子 图 的 例子 。- 一 个 图 的 本 身 也 是 它 
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图 1,3 的 一 些 子 图 


自己 的 子 图 。 

如 果 两 个 子 图 没有 公共 边 ， 则 称 此 二 子 图 为 边 -不 外接 。 如 果 
两 个 子 图 没有 公共 节点 ， 则 称 之 为 节点 -不 相 接 。 显然 ， 当 两 个 子 
图 是 节点 -不 相 接 时 也 一 定 是 边 - 不 相 接 .但 吓 一 般 反 过 来 并 不 成 立 。 
例如 ， 图 1.8 中 子 图 红 .2) 和 3.4) 是 音 点 -不 相 接 ， 因 市 它们 也 是 
边 -不 相 接 。 另 一 方面 ， 图 1.4(b) 和 (ce} 记 示 子 图 是 边 - 不 相 接 ， 但 
它们 不 是 节点 -不 相 接 。 

PRG, DAS G 的 一 条 边 ， 见 称 节点 i 和 AA. AR G, 
是 G 的 一 个 子 图 ， 则 G ORS, 是 由 不 属于 G; MIA Es 和 
除了 那些 只 在 Gs 中 而 不 在 E, 中 的 节点 以 外 局 的 所 有 节点 所 组 成 
的 G t El. 显然 ,Gs 和 6: 是 边 -不 相 接 但 未 必 是 节点 -不 相 接 ， 
它们 的 节点 集 可 以 不 是 互 兴 的 。 因 而 G 的 空 图 的 补 疼 是 图 G 本 身 ， 


(b) 


图 1.5 图 1.3 的 - aE HH 


WAG RRMA, lg Gs 和 Gs E G HEME, 例如， 
EL 1.5fa) 和 (b) 是 图 上 .3 的 互补 子 图 。 

在 实际 应 用 中 ， 有 了 时 用 字母 6; 表示 图 的 边 是 方 恒 的 。 用 这 种 
方法 ， 一 个 不 包含 有 孤立 节点 的 了 铀 可 以 用 它们 过 的 标 导 的 “乘积 > 
或 并 列 米 表示 。 例 如 ， 图 1.3 中 图 的 边 也 可 用 SE Be Ba, e= 
Gs D. e 50, 42 (4, D, cs Men=(6, 7):=(7, Bs. 图 
1.40) fü Ce) BYE AAT AY ESE BR 如 ese e; A e, 
Qe een 来 表示 。 当 然 ， 我 们 也 可 以 应 用 这 着 方法 表 未 含有 孤立 
节点 的 子 图 。 但 是 ， 当 总 含有 空 风 时 ， 其 意义 将 不 明确 。 


2.2 [pg 


前 面 一 小 节 ， 我 们 已 经 指出 在 绘制 疼 的 几何 线 图 时 可 以 非常 自 
出 地 选择 节点 的 位 置 及 其 连 线 的 形状 。 因 此 对 相同 的 图 可 以 得 到 看 
上 去 完全 不 同 的 线 图 、 在 这 一 情况 下 ， 我 们 链 要 有 一 种 确切 的 方法 
来 说 明 两 个 图 虽然 西法 或 标记 不 -- 样 ， 伍 它们 实际 上 是 同一 个 图 。 
下 一 个 定义 给 出 为 此 目的 的 术 博 。 

定义 1.4, A, 

如 果 两 个 图 G, 和 G:， 节 点 集合 各 元 素 之 间 ， 边 集合 各 元 素 之 
间 都 在 在 着 一 一 对 应 关系 ， 同 时 对 应 的 边 与 对 应 的 有 点 相关 联 ， 则 
H G, 和 G, 称 为 是 同 构 的 ， 用 G, =G; 表示 。 

换言之 ， 当 且 仅 当 一 个 图 与 男 一 图 中 相互 对 应 的 节点 是 由 相同 
RAMEE. RESTS, BRE 1.4 OR. pj 
构 竟 两 个 图 必须 满足 钠 个 条 件 : 第 一 ， 必 须 具有 相同 的 节点 数 和 边 
数 。 第 二 ， 必 须 保持 关联 关系 。 这 后 一 条 件 通 常 难于 用 文字 来 表 
明 。 

RARA. Aang 1.6 所 示 的 图 G (V ,, E, 和 Ga (V.,E,) 
两 个 图 看 上 去 完全 不 同 ,但 它们 是 同 构 的 。 这 两 个 图 的 同 物性 可 由 
V, 的 区 点 1 与 V. DURS Io, 2, 8. 4, 5, 6) 绯 为 它们 节点 集 
中 的 对 应 元 素来 建立 ， 易 于 检验 ， 关 两 个 河中 对 应 前 边 与 对 应 的 书 


Te 


图 1.6 WEAR 


AA 


图 1.7 MERR RRE 
点 相关 联 。 换 言 之 ， 美 联 关系 是 保持 的 。 

另 一 个 例子 . 图 1.7 给 出 的 两 个 图 ， 它 们 的 节点 集合 之 同盟 然 
保持 着 一 一 对 应 的 邻接 关系 ， 但 它们 不 是 同 构 ， 理 由 是 它们 包含 的 
Qe TAM, WRIA A SY (m1, 2. 3) 为 节点 集中 的 
MER, RGA AS 的 有 两 条 边 ， 然而 连接 对 庶 节 点 M 
3 的 只 有 一 条 边 。 

如 杂 图 的 节点 或 边 是 有 确定 标记 的 ， 慰 该 图 称 为 标识 图 。 本 考 
中 :图 和 扶 坝 图 二 词 作为 启 义 词 。 色 自前 为 正 ， 我 们 看 到 的 全 部 都 
是 标识 图 ， 池 点 用 整数 1, 2, GEO. v, of. Xeon. 
-oil UREA RP. 


2.3 连通 性 
由 连续 路 线形 成 的 边 序列 在 图 论 中 起 着 重要 作用 。 在 几何 图 中 ， 


CUP PRESE DEOR PE DONE HEAR S. A FAE 
式 定义 。 

XX 1.8. 边 序列 - 

图 G 中 长 度 为 k-1 的 边 序列 显 如 下 列 形 式 前 边 的 有 限 序 列 

Ci, b), G b), es ie) a. 

仿 中 k 渤 2， 如 果 二 二， 该 边 序列 称 为 出 边 序列 ， 否 则 称 为 开 边 序 
列 。 在 一 个 开 边 序列 中 ， 节点 二 叫 攻 边 序列 的 起 始 节点 ， 责 节点 
i, AER on. RR iB ERIT AC 

我 们 特别 指 遇 ， 在 (1,1) 中 并 不 是 所 有 的 节 点 都 必 须 是 不 重复 
的 ， 问 一 节点 在 也 序列 中 可 以 出 现 邢 次。 例如， 图 1.6(a)9h BU X 
序列 


(1,6)，(6.3)、(3,5)，(5,3)，(3, 1 4,0, (1,6)， 
(6,2)(2,5) 
是 - Jee O HIFA, so 1 E D 6010893835 8. Tino 
终 目 节点. 3816, BERA 
(4,2), (2,6), (6,8), (3,5), (5,2), (2,6)(6,3), 
(3,5), (5,2). (2,4) 

Sg — E HOS 10 HAFA. 

我 们 也 称 (1,1) 为 连接 起 始 节点 和 终止 贡 点 之 B] UEBER S i 
Ad 之 加 的 边 序 列 ， 当 上 >2 r, Goa. LOAD. i, (1<x<k) 
是 边 序列 中 的 棚 邻 过 。 有 了 时 为 了 方便 ， 将 一 个 扯 立 节 卡 也 定义 为 好 
DIM 

定义 1.8. 325]. 

如 果 一 个 边 序列 中 的 所 有 过 都 不 重复 出 更， 则 读 边 床 列 称 之 为 
边 列 。 

可 见 ， 一 个 达到 能 经 过 一 个 节点 不 止 一 次 ， 但 龙 边 不 能 重复 经 
过 ， 而 在 边 序 列 中 是 能 够 重复 经 过 的 。 在 图 1.6(a) 中 ， 边 列 的 一 
个 例子 是 

(1,6), (5,2), (2,5), (5,1), (1.4), (4.2), 


这 个 边 列 是 一 长 度 为 6 AFAFA WR, PT hee 
图 中 。 此 外 ， 加 果 我 们 还 要 求 边 列 中 除了 起 始 节 点 和 终止 节点 以 外 
的 所 有 节点 都 不 重复 出 更 ， 则 得 到 通常 的 路 径 各 回路 的 艇 念 。 

定义 1.7, ME. 

如 Lg 中 所 表示 的 开 这 列 ， 其 中 所 有 的 节点 ii 
不 重复 ， 册 该 开 边 列 吗 做 长 度 为 k-t HWRE., — APR 立 节点 可 认 
为 是 长 度 为 零 的 路 径 。 

定义 1.8， 回 路 。 

INO DAP ABA, BAM h, h.c ho PH 
A, misi hF, MRAM Rey k-1 WED, 
th, ARBRE 1 85 
回路 。 在 文献 中 ， 回 路 这 个 闻 通 常 
称 为 国 或 环 。 这 里 我 们 采用 回路 这 
ID 个 词 是 因为 它 在 应 用 中 更 常用 到 。 
Bg 1.8 中 的 开 边 列 

(1,2),(2,3),(3,4),(4,5) 
是 一 长 度 为 4 的 路 径 、 而 半边 列 

d (1,35, (3,2), (2.3), 

图 1.8 完备 的 五角 形 (5,4), (4,1) 
是 一 长 度 为 $ 的 回路 。 

定义 1.9, 24E. 

如 果 一 个 图 中 的 每 一 对 节点 之 间 都 让 路 径 相 连通 ， 则 该 图 称 为 
连通 图 。 

换言之 ， 一 个 连通 图 直观 地 着 只 有 一 决 。 图 1,5(3) 或 (b) 是 非 
连通 图 的 一 例 ， 而 图 1.6 表示 的 是 两 个 连通 图 。 

定义 1.10, 片 。 

BEER -TERTE AARE 
个 片 。 

因此 ， 如 果 一 个 图 是 非 连通 图 ， 它 必定 包 售 若 于 个 片 。 其 中 一 
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POLAK AMAL HAUS ARR. Rn 1.5(a) 中 私信 
有 三 个 片 ， 其 中 之 一 是 一 个 孤立 节点 。 

假设 我 们 给 图 G 中 某 上 节点 对 之 间 多 二 元 关系 有 定义 如 下 ， 当 
且 仅 当 图 G 中 市 点 1 和 j 之 间 有 路 径 连通 时 ， 春 在 关系 ij， 这 里 
RUT HERE HEME, TRRAEXR, SIG 
HE AE bj A TLS A EC A rh tu 
FFARR IDRC 5TH. Bb, — BUE BUCO 
片 组 成 时 ， 它 就 是 连通 图 ， 

我 们 将 讨 认 回 路 和 非 回路 边 。 图 的 回路 边 是 指 能 驶 构成 攻 分 加 
路 的 边 ， 否 果蔬 做 非 回路 油 。 显 然 ,着 从 连通 图 中 移 雪 一 条 回路 过 ， 
MIT zs RE RETHR CARE 1.3). 

定理 1.1， PAPEL RERI TEA 
BAFA. 

著 从 图 G 中 移 去 一 条 非 回路 边 ， 结 灶 使 图 日 增 加 一 个 片 ， 这 也 
是 很 清楚 的 。 合 如 在 图 1.50) of de RATE ATE RAE BE es 
结果 图 具有 4 个 此 ， 这 上 比 原 图 增加 一 个 片 。 另 一 方面 ， 在 图 1.7 8 
1.8 中 ， 所 有 的 地 均 是 回路 边 、 移 去 其 中 任何 一 条 过 后 ， 结 果 形成 
一 生成 连通 子 图 。 

定理 1.2， 设 G 是 一 无 平行 巡 和 和 自 环 的 图 。 如 果 G 具 有 了 个 节 
E C+, NGB Aa tune 

ÑTO_o)(n—_e+ D (1.2) 

证 明 ， 设 GiG= 2, eo) BG Ae UE n, + 

节点 。 由 于 每 个 片 Gi MRAM Sn (n— 1)， 所 以 图 G 的 最 


KURA 


Laa- 1.33 


MEG AB c—-1 个 孤立 节点 , 旭 式 {1.3) 篇 化 成 式 (] .2) ,定理 证 毕 
ee 


Wt. MRAM THA G mG, G mG R 有 一 个 
Lie. HS, BEG PARTH G 的 节点 数 增 
TOE LIS G 的 节点 数 减少 1 时 ， 结 RAP SG R fr 
ART RO GY. AMIE GRAM RAFT GMB 
边 数 。 继 续 这 一 过 程 ， 我 们 能 够 证 明 对 于 上 述 所 A, RODK 
际 上 是 一 上 限 值 ， 

推论 1.1， 设 G 是 不 包含 有 平行 边 和 身 环 的 具有 n 个 节点 的 图 。 


Atomic r0 Cn 一 当时 ， 则 必定 是 乏 通 图 


2.4 RAEE 

feme REA BIG rh ERROREM, EFRR, RITTER 
IRAR BEDE T — T EB dr ox op Be nih sr fs lel RIS S 

定义 1.11, 8. 

JU n4 e cB, JOBS e dg XD cnc, 

定义 1.12, SE. 

A b 808. OPM PKA, KEE m 定义 为 四 一 
b—n+c(=b-—r), 

SRW, BA. HK, RU RT. 
Zi F- SPRUE RA. BAZ I AE BIST £s 
HR A ALE AG “SANS MEM, ET 1.8 中 图 的 秩 
为 4(=5 一 1), 零 麻 为 6(=10 一 5 十 1), 在 图 1.5(b) 中 ,I 一 6 一 3 二 3， 
m6 一 6 十 3 二 3。 福 意 ， 所 有 这 些 数 宁 均 是 非 负 。 如 我 们 能 从 下 
Fils LB CI 1.5) 态 实 是 这 样 。 

定理 4.3， 对 于 一 个 给 定 的 图 ， 它 的 秩 和 零度 一 者 都 EEM, 
当 昌 仅 当 图 不 包含 回路 时 其 零度 为 0 ， 当 旦 仅 当 财 包 含 一 个 单一 回 
路 上 时 其 零度 为 1。 

网 此 ， 一 -个 零度 为 1 的 连通 图 也 可 用 图 的 边 教 等 于 图 的 节点 数 
这 个 特性 来 表示 。 对 于 一 个 非 连通 图 ， 其 秩 和 零度 分 别 是 它 所 包含 


ib 


f h ERAS pe hu an, 
2.5 JE 


REH sg E HE S -ARERR Siro eC E n 
实现 这 个 问题 将 在 第 六 章 蝎 深 入 地 过 论 。 
定义 1.13. E. 
一 个 图 的 某 节点 i 的 度 等 于 与 节点 i SR Re.) 
m. 
HS, — RECTE ARE ER AETR 
Vi 25 tee SBR A A IK n FREE MY SA IBD EAE 2 。 
Wb, RI 


X dG)=2b (1.4) 


定理 1.4. — TRU 35 S RE 5 ARATE AREE f 边 数 的 两 
HR. 

如 果 VOR V, LRG HE iE US DG AP CRB, IR 
等 式 的 左边 

La G) — 2; dG} = Lack) (1.5) 
1-3 JEYA t£v. 
pA. xpi F? o 

推论 1.2，-- 个 图 中 度数 为 奇数 的 节点 的 数目 总 是 惕 数 。 

图 1.9 bul. 2, 3n 4 Tu EE 3, 6, 13m 4, HH 
TARE. HdO)-sdaQn-l. BOR, BI 
AP Be Oy ISRAEL b Rt V 

定义 1.14, END. 

如 果 图 中 各 个 节点 主 的 度数 询 为 d) =k, BHEE 叫 做 底数 为 
k 的 正则 图 

度数 为 零 的 正则 图 是 由 妹 立 节点 的 集合 组 成 的 图 ， 度 数 为 1 的 
还 则 图 是 每 片 只 包含 一 条 过 的 图 ， 而 度数 为 2 的 正则 图 是 每 个 片 为 
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一 个 回路 的 图 。 这 些 条 件 对 它们 的 完备 特 凡 是 必 要 并 充分 的 。 

例如 ， 图 1.6 中 ， 因 为 等 企 节点 的 度数 为 3 ， 所 以 是 魔 数 为 $ 
HENG MA 1.8 是 度数 为 4 的 正则 图 。 正则 赂 的 另 一 些 例子 最 
用 5 个 规则 的 多 面体 ， 四 面体 ， 立 方 体 ， 八 面体， 十 二 面体 和 二 
Vi PERS ERI fe SEE SCOPRI. 


83. 图 的 运算 


图 的 运算 对 将 图 鸭 结 构 用 比较 小 的 或 比较 简单 的 图 来 表示 是 有 
用 的 。 同 时 对 描述 在 分 析 中 知 见 的 图 也 是 方便 的。 我 们 已 经 介绍 过 
一 个 给 定 的 图 的 补 子 图 的 概念 ， 

从 图 台中 移 去 节点 i 的 运算 ， 表 示 这 种 运算 结果 形成 由 天 G 中 
Bk i 以 外 药 所 有 节点 以 及 与 i 不 外 关 圈 的 边 所 组 成 的 子 图 。 换言之 ， 
它 是 包含 与 不 相关 联 的 所 有 节点 和 这 的 子 图 。 类 似 地 ， 从 图 G 中 
移 去 边 (i， 让 产生 一 个 包含 G 中 所 有 节点 和 除 边 Ci， 有 以 外 的 所 有 
边 的 子 图 。 移 涛 一 个 节点 或 边 的 集合 用 逐个 移 去 序列 中 浇 集合 的 单 
个 元 素来 定义 。 


UE 


Filii AEH IE, Z6. QE ANDRE, 230 
RFSU, N, MOA, ENA Ree ARANT 
例如 ， 如 Si 和 $: CAPR, M SUS: 表示 由 S, 中 或 S. 中 或 Si 
AUS. 中 所 有 的 元 素 组 成 的 集合 。 如 GV, E RIGLCV E2) 是 网 G 
《V，B) 的 两 个 子 图 ， 则 Gi UG: 表示 由 节点 集合 VUV: 和 边 集 合 
E,UE; 组 成 的 图 G 的 子 图 。 集 合 StUS; MEEA S AS. 的 并 集 。 
图 G UG: 叫做 子 图 G, 和 G, 的 和 图 。 类 似 地 ， RA S RIS, 的 交 
R SANS: 是 由 既 在 S; 中 又 在 S, 中 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 。 子 图 G1 
和 G, 的 交 图 GNG: 是 具有 节点 集合 VNV: RB 集合 E, (YE; fJ 
图 G 的 子 图 。 显 然 ， 图 的 和 及 交 的 概念 很 容易 推广 到 任 意 一 种 子 
B. 

BOW, SEM 1.9 中 的 图 G ，G 的 两 个 子 图 6, MG. mF 
图 1.10。 和 图 G;UG; 是 图 G 本 身 ， 即 G=GiUG: ， 交 图 GNG: 
B) e) Me 组 成 的 子 图 。 作 为 另 一 个 例子 ， 我 们 注意 到 一 个 图 
是 某 个 子 图 和 它 的 补 图 的 和 图 。 


图 1.10 图 1.9 的 两 个 子 图 说 明 图 的 运算 


集合 S,— S, 是 由 在 S, 中 但 不 在 S; 中 的 所 有 元 素 组 成 .而 SO 
;是 由 Si 中 或 Ss 中 但 不 是 两 者 所 公有 的 所 有 元 素 组 成 的 een, S. 
—S,, SOS: PHORM S 和 S. HERA. HT SOS. 是 集 
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LEER MULTI RE A MELIUS E SETA 
SS= (S, 82) — (S, S.) (1.6) 
Blan, EAS. (a, b, c, dj Sc {fa，ec， 时 的 环 和 为 
Si 下 S Ib, d,e} 


而 它们 的 差 为 
S, —S,— (b,d) 
S,—S,= {e} 
CREE, YEXEEHAE Bde TEPORE AE UICE 8 

RG, WRG. 和 Gs JE BUE EE GUI So AG TER, BI 
G1 一 Gz 是 表 东 在 Gi 中 但 不 在 G: 中 了 所 有 边 组 成 的 子 图 。 MOO: 
是 由 在 G, 中 或 在 Gs 中 但 不 是 两 者 公有 的 所 有 边 组 或 的 子 图 。 在 特 珠 
HRAT: AGO¢=dDG.--G,, Piéu, MA 1.10 我 们 得 至 

Gy Q, = 6161610126 — Cheese,” Ceres 
Grm G, = 0,0 056; ee erer 
GG, --G,OG, = eieses eue; 

BUTI, SPR FR STA DUE HDE T Sai 
SR GRUT RE 2 y. REAST, AIG BRD e, 就 相当 
于 进行 0 一 e, 的 运算 ， 这 将 陷 人 有 - -个 亚 立 节点 的 含混 之 中 。 

借助 于 环 和 运算 的 帮助 。 强 在 我 们 能 够 建立 有 关 图 的 区 路 集 的 
一 些 基本 特性 ， 

定理 1.5， 两 个 回路 的 环 和 旦 -全 回路 或 是 一 个 边 不 性 芒 回路 
的 并 。 

定理 1.6， 一 个 隐 的 澡 路 集 和 过 不 梧 接 问 路 的 并 是 环 和 运算 下 
KR DUREE, I 

TERR E PLUS EB AE 48 oe 25 Oy EALER BPE SR] CHR 1.8 和 
1.11), 

RU DIESIGIU 465, MBLC. Dan 着 得 行 这 样 一 种 运 
算 ， 首 先 从 6G 中 清除 边 (i,j)， 然 后 再 将 节点 i 与 节点 j 合 二 为 一 。 
Ros TELLE ERAT SE HERE ERR. TUA, G 中 消除 某 
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ADEM RIAA STE, PAER 1.9 hiiia ç, 
所 得 的 结果 如 图 1.11ia) 所 示 ， 而 短 接 边 e; BEARES qn 1.110) 
Bras. 


to) 


tay 


图 1.11 MELPO ie c, 和 5 获得 前 图 

CER EA HEH BL a — Fp EU RR”. dC 
定义 如 下 。 

定义 1.15， 局 部 子 图 。 

RV PG Wi Vi TE, 局 部 子 图 用 V, 定 义 并 用 符 
号 GLV,] 表 示 , 6 的 局 部 子 图 是 节点 集 为 Y,， 边 集 为 G 中 所 有 连接 V。 
的 丙 个 节点 的 过 组 成 的 子 图 。 

HAL, GV. JAG Es AREY, 中 的 节点 后 得 到 的 子 
A. RE, SERA TOPE, METTEG 
CVR. HY V 了 时 ， 局 部 子 图 就 是 G 本 身 ， 即 GLV]=G。 
对 于 单个 节点 Y: 一 {i，GTY,] 或 是 空 图 或 是 击 在 节点 i Era A 
Sabet TA 
fü. BIA 1.9 p Bs RS AIG. ouk O V ={1,2,3) 90 
={2,3, EXPR TEA a aE REL. 1200) CoD p, BE 
标示 符号 的 话 ， 则 我 们 每 到 

GLVi]= eesesez 


=, 
E 


Ns 


E 


MT 


GEV] -eaeseuvey 
另 一 方面 ， 图 1.20 FIG RE T 点 集 AV 0,2 4) ELIO 
局 部 子 图 ， 因 为 它 不 是 用 这 些 节点 定义 的 最 大 于 图 。 


° O 


由 


to) s ia) 


fd 1:12 [81.9 1556 35 10-f 24 


$4. 重要 的 几 类 图 


根据 它们 的 结构 特征 能 够 把 图 分 成 许多 不 同和 种类。 这 些 结构 
乱 征 作为 分 类 的 依据 。 例 如 ， 在 周 的 连通 狂 的 基础 上 我 们 已 经 对 图 
进行 分 类 。 在 本 节 电 ， 我 们 介绍 一 些 其 它 的 有 用 扔 分 类 站 。 


4.1 平面 图 

到 目前 为 止 ， 我 们 完全 是 根据 邯 象 图 来 过 论 的 ， 招 象 图 的 几何 
图 形 仅 妈 是 为 了 用 来 全 解释 ， 相 反 屯 ， 平 左 图 则 是 报 据 它们 的 几何 

定义 1.18， 平面 图 。 

当 一 个 图 的 几 条 图形 能 名 丽 在 一 个 平面 上 ， 且 使 共 中 任意 两 条 


让 除了 在 节点 处 以 外 虱 不 旭 交 ， 则 读 图 叫做 平面 图 。 
Gs, SHRA-TEOL MABE BRE TR GLE H 


alge 


交 ， 则 它 也 能 画 在 一 个 平面 上 互 不 相 父 。 实 际 上 ， 利 用 球 极 平面 射 
影 ， 我 们 能 够 将 这 两 张 图 之 间 建 立 一 一 对 应 关系 如 下 ， 设 球 置 于 平 
GLE COREA RC BOXU T EE ERED RAS Mik Z 是 球 和 通过 平 
用 一 直线 连接 Z 和 球面 
上 的 任意 一 点 了 并 将 线 pe 点 。 这 样 平面 上 的 点 
和 球面 上 的 点 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 。 以 上 过 程 称 为 球面 和 平面 
之 问 的 上 映射。 因此， 平面图 的 几何 线 图 总 是 能 够 映射 到 球面 上 ， 反 
之 ， 球 面 上 的 儿 休 线 图 也 总 是 能 够 映射 到 平 而 上 ， 但 Z 点 不 能 选 在 
图 上 。 
定义 1.17、 区 域 ( 窗 ) 。 
一 个 平面 图 的 几何 线 图 当 它 画 到 一 个 平面 上 不 相交 时 ， 该 平面 
被 划分 成 的 一 些 区 域 ， 叫 佑 平面 图 的 区 域 ( 窗 )。 无 限 区 域 又 叫做 外 
部 区 域 。 
丹 此 ， 区 域 用 其 边界 表示 特性 。 在 电网 络 理论 中 ， 由 医 域 的 边 
办 形成 的 问 路 ， 由 于 具有 鱼网 的 网 孔 外 观 ， 所 以 也 叫做 网 孔 。 我 们 
注意 到 ， 对 应 于 电网 络 的 图 通常 是 不 含有 任何 自 环 的 。 因 此 ， 定 义 
区 域 的 网 孔 不 含有 含糊 不 清 之 处 。 
图 1.13 是 一 平面 图 ， 它 具有 5 个 区 域 ， 外 部 区 域 是 用 数字 5 
表示 的 。 这 些 区 域 分 别 用 网 FL e162es，ezes€s，6seser，6reses 和 ee. 
eseseses 所 限定 。 图 1.6 和 1.8 是 非 平面 图 的 例子 。 ` 


图 1.13 平面 图 
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ERE 1.9. SEC] CARY CE A BC Js T LJ HR E Pi EE BO 8 
部 区 域 。 

证 明 ， 设 一 平 直 图 的 元 何 图 形 画 到 - 
转 读 球 使 以 上 所 计 论 的 之 由 在 给 定 区 成 
帘 到 平 关上 ， 我 们 就 得 到 期 望 的 结 录 。 

平面 图 兵 有 很 大 的 实 用 价值 。 例 如 在 序 刷 电 路 中 ， 一 个 电网 络 
当 且 仪 当 宪 对 应 于 一 个 平 而 图 时 ， 就 能 印刷 到 一 个 简单 鸭 平 画 上 上 
平面 图 与 电网 络 理 论 中 的 对 侦 性 航 念 也 症 密 苇 相 关 的 。 平 面 图 : 
域 数 与 其 边 数 和 节点 数 之 间 的 关系 用 下 列 公式 相 联 系 。 

定理 1.8: XT HE APTA. b ADAG PERCH 
部 区 域 ) 的 连通 平面 图 ， 有 以 下 关系 虑 。 

n—b+g=2 (1.7) 

WH, 设 G 是 连通 平面 图 。 我 们 将 对 G 的 边 数 用 ! H 
这 个 定理 。 当 b=1 时， 定理 显然 是 成 立 的 。 当 p 关 2 时 ,假设 定 
MATEM 5-1 条 边 是 成 立 的 。 我 们 将 证 明 对 于 € É b ša E 
WA RIC. MACH RAAB, MOAN n-1 8:5. 同时 (1.7》 
AWE LE RGE P EAS TERS, H e 是 G 的 外 部 区 城 
的 边界 。 设 G' 是 从 G 中 移 去 。 HEARR, GUE, G 具有 n 个 节点 ， 
b-i AWA G1 TER, BIER, M fn—(b—1)+(a—1) 
2, ERIE, 

上 而 的 公式 首先 是 Euler 对 多 面体 给 出 的 。 WHEL. 平面图 的 
河 题 在 他 对 多 面体 进行 是 究 中 已 被 发 现 。 欧 拉 公 式 的 一 个 简 
是 对 不 食 有 平行 边 和 自 环 的 平面 图 的 边 数 确 立 一 个 -上限 。 

推论 1.3， 如 果 台 是 一 具有 日 个 革 点 和 条 边 (mn>3)， 且 无 平 
THA SHER. W 


ERG ELAN, Eš 
SARB. ZREJE fel BER 


b<3n—6 (1.8) 

ED. ERE n 个 节点 的 平面 多 G, 中 ， 当 它 的 每 83238 
合 在 一 个 由 6G, 的 区 域 边界 形成 的 问 路 中 且 每 一 回路 的 长 度 为 3 时 ， 
列 G. 会 出 现 最 大 边 数 。 当 b 和 q 分 别 是 G. 的 边 数 和 区 域 数 时 ， 册 于 


= 2. 


G, 的 每 条 边 恰巧 是 包 令 在 两 个 这 样 的 回路 中 ， 因 此 ，2b'=3q"。 应 
用 此 武 违 同 (1.7) 式 ， 我 们 得 到 b'- 3na 一 6。 贞 此 确定 竹 -_G, 的 上 四 
过 数 。 国 此 推论 得 证 。 
应 用 这 个 结论 ， 现 在 我 们 能 够 进一步 还 实 前 而 的 论断 。 图 1.8 
B, Hi b=1l2>9=3n—6, BURETE A. 

如 图 1.6 和 1.8 REE WIRD RC TUER, atn 
平面 疼 的 特性 是 必要 而 充分 的 ， 它 是 首先 由 KURATOWSKI[1930] 
指出 的 。 


4.2 可 分 图 和 不 可 分 图 

有 有些 图 当 移 去 某 一 节点 后 就 成 为 不 连通 的 ， 而 另 一 些 图 则 不 能 
分 离 。 本 节 将 讨论 表示 此 氢 念 的 特性 。 

定义 1.18: 割 点 。 

在 一 迷 通 图 G 中 ， 若 存在 一 个 非 零 真子 图 G,， 同 了 时 6G, 与 共 补 图 
fU-- ACER, or i MRG nude. BE TE 
RUECBSE— Hg, MINE n sex — EXE PR TI LR 

SK RBA PT ER 

例如 ， 图 1.14 中 的 节点 4,5,? 30 10 A, TEAR 8 DG NR 
RE, AURGORADU ER. RUE RAR ñ 
AGH REAL, HERG AE BR. DAI] 
一 般 地 说 是 不 成 立 的 。 例 如, HGH, NUD, S0 iE RIA 
但 是 移 去 它 后 并 不 增加 片 数 。 

定理 1.9， 不 含有 自 环 的 图 中 ， 当 且 仅 当 存 在 不 同 于 节点 j 的 


"jn 


图 1.14 可 分 加 


“21。 


BACH i Wk. ERDA bm k 的 每 -路径 剖 包含 节 点 j, 
则 节点 3 28— 38 点 。 
该 定理 是 容易 证 羽 的 ， 留 作 练 习 (习题 1.15), 
定义 1.19， 不 可 分 图 。 
一 个 非 零 轩 通 图 划 不 含有 制 点 ， 则 叫做 不 可 分 图 。 所 有 其 它 的 
EIJ [pg Lp 
因此 ， 一 个 非 零 非 连 通 图 是 可 分 图 党 见 的 一 个 例子 .图 1.12 一 
14 是 可 分 图 的 另 一 些 例子 。 不 可 分 图 的 例子 表示 在 图 1.8 和 图 
15 中 。 从 上 述 定义 可 以 直接 得 出 ， 一 选 通 可 分 图 必须 包含 一 个 灾 
或 者 说 必 有 入 至 少 包 含 一 个 与 共 补 图 只 有 一 个 公共 节点 的 非 零 子 


1. 
点 ， 
图 。 换 一 种 表示， 我 们 得 型 以 下 结论 。 


ta) cb) 
图 ids 两 个 不 可 分 图 


定理 1,100， 一 个 至 少 包含 两 条 边 的 图 不 可 分 的 必要 与 充分 的 条 
位 是 议 图 的 每 一 个 非 零 真 子 图 与 其 补 图 至 少 共有 两 个 公共 节点 。 

举例 说 明 ， 游 虚 图 1,14， 册 于 图 中 存在 两 个 T 上 志 比 如 说 1 和 
11， 凡 是 连接 这 两 个 节点 的 所 有 路 径 都 包含 有 区 点 6 ， 所 以 节点 6 
是 一 割 点 。 在 图 1,15(a) 中 ， 由 于 对 每 个 非 零 真子 图 比如 说 eee, 
eu 与 它 的 补 图 esese; 至 少 具有 了 两 个 公共 节点 ,所 以 该 图 是 不 可 分 图 。 

一 个 不 可 分 图 也 可 以 用 节点 的 连通 消 况 来 表征 。 

定义 1.20: 

一 个 图 车 甚 中 任何 两 个 节点 均 包含 在 同一 个 回路 中 ， 则 此 图 叫 
BRENER. 


NC 


例如 ， 图 L.15 spo EE XE EGER EE, mA 1,14 中 的 图 则 不 是 。 

定理 1-11: 一 个 主 少 包含 两 条 过 的 无 自 东 图 ， 当 旦 仅 当 它 是 国 
连通 图 时 是 不 可 分 的 。 

证 明 。 设 G 号 至 少 含有 了 两 条 边 的 不 可 分 W. 义 设 i 和 j 是 
G AFR MARA, UA. 在 G 的 i 各 j 之 间 有 一 路 径 P 
连通 。 我 们 将 通过 长 度 P 用 归纳 法 证 明定 理 的 必要 部 分 。 当 了 的 
KEAIR rds. WEB 1.9 G 不 含有 制 点 这 一 事实 ,而 
存在 包含 有 i m j 的 一 个 回路 。 当 守 3 时， 假设 定理 对 于 企 何 
长 度 为 k 一 1 或 克 少 的 小 径 了 ONUENGRS. RR 证 明 对 长 庶 为 
k 的 任何 P， 定 理 也 是 成 立 的 。 设 (x, 站 是 PRERA RA., U 
用 明 纳 法 假设 三 在 一 个 也 含 G Mid XL, 
(y,x)#& 蕊 的 一 条 边 。 从 定理 1.9 得 出 ， 存 在 一 包含 边 (y ,x) 和 (x、 
jj) 的 回路 Le PRAAT LUL: 中 ,我们 能 够 获得 另 -一 个 含有 节 
点 i 和 j 的 回 路 。 因 此 ，G 中 鸭 在 何 两 个 冲 点 能 够 位 于 同一 回路 
1, ISR, AG EAM TAREE Tad, PIG 
DAVE AP BS P, MAERT 理 证 毕 。 
我 们 觉察 到 ， 一 个 至 志 包 含有 两 条 过 的 图 ， EK A LE 
自 证 ， 则 是 可 分 图 ， 仅 有 一 条 这 的 辆 是 不 可 分 图 。 

推论 1.4， 一 个 不 可 分 必 当 且 仅 当 它 的 零度 为 1 时 ， 则 是 一 个 
回路 。 

推论 1.5:， 一 个 至 少 但 含 两 条 迪 的 不 可 分 图 其 零 府 大 于 0 。 

这 个 推论 是 直接 从 一 个 不 可 分 图 除了 是 由 一 条 边 和 商 个 相 蜡 涪 
点 组 成 的 以 外 ， 它 的 每 个 节点 的 度数 至 少 是 2 这 个 事实 得 出 的 ( 习 
题 1.17 $01.19), 

定义 1.21， $. 

一 个 图 的 块 是 包含 边 的 数目 最 多 的 不 可 分 子 图 。 

车 连通 图 G 是 可 分 的 ， 我 们 分 裂 其 割 点 能 够 将 图 分 成 一 些 
抉 ， 中 过程 叫 做 可 分 图 分 解 为 妃 。 例 如 ， 图 1.14 的 分 解 如 图 1.16 
所 示 。 显 然 ， 这 个 分 解 是 唯 一 为 (习题 1,20). 


TM 
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图 1.16.08 1.14. 分 解 发 块 


4.3 二 分 图 

二 分 图 常常 出 现在 匹配 理论 中 ， 下 面 给 岂 它 的 正式 定义 。 

定义 1.22， 二 分 图 。 

某 图 G(V,E)， 车 它 的 节点 集 V 能 够 分 成 两 个 不 相 接 的 子 集 
会 Vi 和 V:， 以 致使 G 中 每 条 边 的 一 个 端点 在 Vi 中 而 另 一 端点 
在 Vak, WANs. 

ut. —SCP EIER T EHE TAE. ER Vide VRE 
意 瑞 个 节点 之 癌 的 所 有 路 径 的 长 度 均 为 偶数 ， 而 如 果 连 接 的 两 个 节 
点 其 一 在 Vi 中 而 另 一 在 :中 ， 则 二 节点 之 W 所 有 路 径 的 长 度 为 
奇数 。 例 如 ， 图 1.17 是 具有 节点 集 Vi 一 {1,2,3,4} 和 V s (5.6, 
7,8,9} 的 二 分 图 。 连 按 节 点 比如 说 1 和 4 的 所 有 了 略 径 的 长 度 均 为 个 
数 。 而 连接 节点 1 和 8 的 所 有 路 径 的 长 度 均 

下 面 给 出 二 分 图 的 完 多 特性 。 但 在 证 明 
这 个 结果 以 前 ， 我 们 述 需 要 增加 一 个 术语。 

定义 1.23， 距离 。 

对 于 一 连通 图 G， 其 中 两 个 节点 i 和 
j 之 间 的 距离 定义 为 韦 接 这 两 点 之 间 的 be 
短路 径 汐 长 度 ， 用 dG, DER. 

佛 如 图 1.17 中 ， 我 们 得 到 d(1,4)=4 
图 1.17 二 分 图 Zna(1,6)=1, 
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E112, -SEPASAR RC RU ARR EE 
—^ lalis RE BA. su BEER 5 — 2. 

WES]. BEEK BORAA EMS AN. ARSE MOIS fk, 
LBB GOVE) RA EG EHE, RI RES G 是 
BAW, ROP a, AR, RIITA G 
的 片 分 开 考虑 。 我 们 还 能 假设 G 不 含有 自 环 。 

设 i 是 G 的 一 个 节点 ，Y: 是 由 G 的 从 ICHA i 在 Vs 中 ) 到 
G 的 各 节点 的 距离 号 偶数 的 所 有 节点 组 成 为 集合 。 显 然 ， 当 V = 
V-V, JAG hi í # Yi 中 的 每 个 节点 的 路 eee. IE 
明 G hay ie aah (uv ake Y* 中 的 车 点 u $ü Vidi tuum v 
之 问 。 我 们 首先 EHE oA v Wide Ya 中 ， 又 设 Pu A P*,, yu ae 
AiR outy PREGA RE, WR 4 和 开始 ， 
设 j 是 P 和 PR ， 中 第 一 个 公共 节点 ， 则 距离 dj,a 和 d[(j,v) 
一 者 或 均 为 偶数 或 均 为 奇数 。 这 将 表示 由 边 fu:yy 和 从 j SES X 
从 j 到 v 的 最 短路 径 形 成 的 和 图 是 长 度 为 奇数 的 回路 。 这 将 与 我 
们 提出 的 G 的 每 个 回路 长 度 为 僵 数 的 假设 柜 AB. 

同样 ， 我 们 能 够 证 明 在 Vi 中 没有 两 个 节点 是 Het 
fy. Bik G 是 二 分 图 。 定 理 证 毕 。 


8 5. 有 向 图 


在 许多 应 用 中 ， 对 -个 图 的 每 条 边 需 要 给 予 有 28 的 取向 或 力 
向 。 在 有 些 情况 下 ， 边 的 取向 在 用 图 淆 述 的 系统 显示 一 些 单 疝 特性 
的 意义 上 是 * 真 "的 方向 。 例 如 ，~- 个 城市 的 音 向 通行 道路 的 方 辣 和 
撕 述 遥 信 网 经 单 向 特性 的 方向 是 物 还 系统 的 真实 方向 。 在 另 一 些 情 
况 下 ， 用 作为 一 个 复 巢 参考 系统 的 替代 方向 ， 边 移 取 向 是 一 “ 僵 方 
向 。 例 如 ， 在 电网 绕 理 论 中 ， 图 中 过 的 取向 是 任意 指定 的 代表 支 路 
REMEBER. A, RETARD Ake 
SHAR, BELA SIRE BARN, Waaa as 
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TELE EB Ar ER, MAS ARAB RO ARAS. RIE 
细 地 讨论 。 


5.1 BARS 


HAMA, AMAL Sher BAER Rao, 

定义 1.24， 抽象 有 向 图 。 

一 个 部 象 有 向 图 G.(V ,8) 或 简称 为 -有 向 图 G, 由 一 个 叫做 
节点 元 素 的 集合 V 和 一 个 形式 为 (i DHUR CHATU CR P 
为 边 ) 的 集合 上 组 成 。 其 中 Pj # V mh, cR à 叫做 起 始 节 
点 ， 节 点 j AR b j pE EUG DI 端点 。 

因此 ， 无 向 图 和 有 疝 图 之 润 均 玲 一 区 别 是 而 向 图 的 过 是 节点 的 
有 序 侦 ， 乔 无 向 图 的 边 则 不 是 。 注 意 ， 对 有 向 图 和 无 向 图 二 者 我 们 
都 应 用 这 这 个 术语 ， 这 不 会 产生 任何 禄 请 。 

RTL DMG MRE 从 G, nidi x i SUR j, 
同时 (1,j) 与 节点 i 和 j 相关 联 ， 或 者 说 边 {i, 站 的 方向 为 离开 i 或 
Mi 出 发 指向 | RHET j。 一 个 有 向 图 也 能 够 用 一 几何 图 形 等 
价 地 描述。 图 中 节点 用 小 圈 或 点 表示 ， 共 中 任意 两 点 i 和 i SE 
LAGDE E H. MEA RADER HARRA i 连接 到 
j. 

我 们 引 作 有 向 边 的 报 念 ， 充 许 儿 个 不 同 的 边 具 有 相同 的 起 始 节 
AACA, ET G, 的 平行 当 。 这 些 平行 边 的 方向 是 从 带 
点 i 指向 节点 i. A SGD. GIs, ce Dk, Xem. b 
kx 2 。 如 果 没 有 转 别 指定 ， 这 ,站 表 革 Gs 中 从 i 到 j 的 平行 
WHER, SMBH wz. RANMA 
B. ERM G, ER, 

PE, Sem G.(V.E), Ah 

v={1,2.3,4,5,5,7} 

E-(0,1),,2),0,4), (0,40, (4,404, (4,3), (2,390,243). 

(6,720, (6,7), 7,60) 
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丰 应 的 几何 图 形 如 图 1.18 所 示 。 其 中 在 节点 1 上 具有 一 个 自 蒜 . 
有 两 条 平行 边 ， 其 方向 从 节点 2 到 节点 3 和 从 韦 点 6 到 节点 7 ,我 
们 强调 在 有 向 图 中 ，(i jy 中 的 顺序 是 很 重要 的 ， 实 际 上 我 们 不 认为 
G, DARII DAE RI ARD S 

ETH. WATA, Be, Xem, COS EDU 等 以 及 让 83 
PRAM RE, PERG, 进行 类 似 的 定义 。 其 中 唯一 的 下 
别 是 用 G, 代 赫 G。 例 如 恒 1.18 中 由 节点 集 V.= (1, 2, 8, 6, ?7} 定 
义 药 局 部 子 图 Gs[LV,] 表 示 在 图 1.19 中 。 


| 
T 0 
| 

> 
(3) i 
© (4) 
e e © 
图 1.18 [e n JU BDE 图 1.19 [81.1841 mA AS 


定义 1.25. fERÉJCIOEB, 

每 一 个 有 向 图 Ga RAAEN.. JO kup ERE 
除了 Gs 的 边 ( 有 序 对 Ci， DORAL, HAHAM Hi. 

更 直观 地 赔 ， 这 意味 着 G, 是 从 G。 PHAR AOA. DU 
和 如， 图 1.3 是 图 1.18 钓 伴随 无 疝 图 。 由 于 同样 原 再 ,有 时 需要 将 一 
LAAR- AAE. IARAA TAHR HAR 
准 图 的 一 条 边 ， 然 后 得 对 其 它 各 条 边 重复 以 上 过 程 。 例 如 图 1.20 中 
4 是 按照 刚才 略 述 的 步骤 从 G 中 得 到 的 有 高 图 。 
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图 1.20 ”按照 重复 步骤 将 一 无 站 图 变换 成 有 向 图 


定义 1.26， 辐 构 。 

两 个 有 向 图 ， 当 (1) 它 们 的 伴随 无 向 图 是 同 构 的 ，(2) 它 们 对 应 - 
边 的 方向 保持 (1) 的 对 应 关系 ， 则 此 二 有 向 图 称 为 是 同 构 的 。 

换言之 ， 若 Ge 和 G,* 是 两 个 同 构 的 具有 n 个 节点 的 有 向 图 , Rs: 
们 的 节点 我 们 能 够 分 别 标记 为 1，2，…，n 和 1，2，……， m 
使 对 任何 的 i Mj, SAMBA, DEGH, MBG, D-E. 
EG, ARIETE ACE TWEE, TE — IRAE, BE 
虑 如 图 1.21 Biz ICH SER AREA. "AE e y, GANG.” 
虽然 它们 的 伴随 无 笛 图 是 园 构 的 ， 人 得 它 们 并 不 同 构 。 


S [7 si 
图 1.21 同 构 和 不 同 构 有 向 图 的 实例 

当 有 向 图 Gs 的 伴随 无 向 图 G, 是 迷 通 图 上 时， 则 Gs 则 做 连 遂 图。 对 * 

于 Gs。 有 关 平 面 图 ,可 分 图 ,不 可 分 图 或 圈 迷 通 图 同样 适用 。 当 Gs 的 一 

个 子 图 G, 的 伴随 无 向 图 是 G. 的 一 个 边 序列 时 ， 则 G, 是 Gu 的 一 个 边 

序列 。 类 似 地 ， 在 G。 中 我 们 定义 边 列 路径、 回路 和 片 。 在 G 中 
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RETR BITE, ARID, SIAL th, PSUR EM G 中 
PEAR, IXMEURISXIG.OE UL ARE, 

二 如 在 图 1.22 中 ， 这 集合 EB, = erezese,ese;eíe,e,es Fe KEM, 
DEEA, AURREI EPR AGE. RIB 
BLE, -=eyer¢seyestst,, ME. BA Wes, eel J, BOLT 
PEEP, FIP =e.0,e0,, Gidph — Fir, WA 346 at WA, Ge 
的 块 是 e;e;ese.esesé,ea, Co 和 eu. “HAR LANG ZAER A 2, E 
后 ， 子 图 eaeaeseses 是 长 庆 为 5 的 回路 。Ge 的 所 有 这 除了 es 以 外 均 是 : 
回路 边 ， 而 :是 座 一 的 非 问 路 边 。 


图 1.22 说 时 日 的 的 有 向 图 


5.2 有 向 边 序列 

对 有 向 图 G4 除了 定义 边 序列 、 边 列 、 路 径 和 回路 这 些 术语 外 。 
我 们 还 需要 定义 G, 拘 子 图 的 次 上 肛 子 类 称 为 有 向 边 序列 、 有 向 边 列 、 
有 沿路 径 和 有 商 回路 。 

定义 1.27; 有 向 边 序列 。 

对 于 有 向 图 .Gs。， 其 中 长 度 为 k 一 1 的 有 向 边 序列 是 这 样 一 个 多 ， 
序列 ， 其 边沿 郑 度 过 序列 约 形式 为 

Gi, i), Cis, is}, t (i-i, d. (1.9). 

dobkmc, Busi 时 ， 则 读 有 向 这 座 烈 叫 数 亲 有 向 边 序 列 ， 和 否则 
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TE A Ta IS TAL, EIA lB EPI h, d 008224 E 
MORTA, WQ x BRA, 

ERIH. -ARFA ROTE REG VER Ue 16535 
疗 列 。 例 如 图 1.22 所 示 的 边 序列 

Q, 2), (2, 43, (4, 3), (3, D, (1, 5), (5, 2), 

(3, 2), (2, 0, (4, 3) 

FUR PAE 1 A 3 的 开 青 向 边 学 列 。 我 们 由 
称 有 向 边 序 列 (1.9) 是 从 生 指 向 i ， 人 在 上 述 例子 中 ， 有 向 边 序列 方 启 
是 从 节点 1 到 节点 3 。 

SLR, SAE, BR, E 
UTHER RIC. Gin, ÆR 1.22 bike, e 和 e: MEADE 
成 -- 闭 边 序列 ， 但 它 因 没有 -- 致 药方 向 而 不 能 组 成 一 闭 有 BID 

"RI. 

定义 1.28:， 有 向 边 列 。 

BUR SCR VIRUS ERE BL, QU BOR TRIB FO] 
LEID 

SUERTE OS ER- Au RUDI EEG RD PUB ER T E 
贻 和 终 上 上 节点 以 外 ， 其 它 所 有 的 节点 是 不 重复 的 ， 我 们 得 到 有 向 路 
径 和 有 向 回路 的 福 念 。 

定义 1.28, di ES, 

RAL.) RAITT EAA, IRAP TUA. dy y h 
不 重复 ， 则 叫做 长 度 为 k —1 的 有 向 路 径 。 

定义 1.30, AMIE. 

各 式 (1.9) 所 示 的 闭 有 向 边 列 ， 在 i=i 的 情况 下 ， 其 它 也 有 节 
Wi, h.c. ke, MURK ek -1 Ht Fa. 

DE, -ARARA RR Be 1 的 有 向 辐 路 ,如 在 定义 1.7 
HH, GL SL eS POS e ROSE SG VIRES AER ERU. Bed 
强 立 节点 另 有 明确 陈述 ， 我 们 将 用 这 一 假设 。 

作为 一 个 例子 ， 考 虑 如 图 1.22 所 示 的 有 向 图 Gs。， 该 边 序列 
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(1, 2), (2, 4), (4, 3), (8, D, (1, 5), (5, 3), 
(3, 6), (6, 6) 
是 一 长 度 为 8 的 开 有 向 边 列 ， 其 方 癌 从 节点 1 到 节点 6 。 以 下 开 存 
向 边 列 ， 
(1, 2), (2, 4), (4, 3), (3, 6) 
是 长 魔 为 4 的 有 岗 路 径 。 而 以 下 装 有 向 边 列 ， 
(1, 2), (2, 4), (4, 5), (š, 3), (3, 1) 
是 一 长 度 为 5 的 有 向 回路 。 显 然 ， 这 些 边 列 也 是 该 有 向 图 的 子 图 。 


5.3 ”出 度 和 入 度 


有 向 图 的 局 部 结构 用 共 节 点 的 度数 捷 给 。 

定义 1.31: 出 度 和 人 度 。 

对 于 一 有 疝 图 G。， 以 节点 i 为 起 始 节点 的 Gs 的 边 数 a GO nie 
Ga 中 节点 的 出 度 ， 而 以 节点 1 为 终端 节点 的 Ga 的 边 数 d^ C) m EEG, 
中 节点 i 的 人 度 。 

Bt, HG. 的 第 个 节点 定义 有 两 个 数 。 此 二 数 有 时 也 叫做 节 
点 的 正 度 和 负 度 。 壤 4( 让 表示 G。 中 与 节点 i 相关 联 的 边 数 ， 则 

a()-d*() + d-G) (1.10) 

HF A3 d A -ATAUR ETIW, SLAAG 的 边 数 6: 
与 其 节点 的 度数 有 关 ， 其 关系 用 下 列 等 式 表 示 : 


E 


t= a= Xa GAI 


式 中 是 对 Gs 中 所 有 的 i 点 求 和 。 

例如 ， 考 虑 图 1.22 的 有 向 图 G。、。 共 中 我 们 有 

d*(3)=3, d-(3)=2, d*(6)=1 #md-(6)=2 MK (1.11) > 
我 们 得 到 

b=2+1+84+24+1+1=1+2+2+1+2+2=10 

定义 1,32， 正则 有 向 图 。 
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对 于 一 有 向 图 宁 每 个 节点 i :车 
d*(D:-d-(D-k, HJ fr rare] 
Ti BEB Uk YU ERE Bg, 

Bl, -A EAU EHE 1 
PEREM HR. mE 
ROOKIE AAA. OH 
RIC RAG. 必定 是 度数 为 2 的 正 
则 无 向 图 。 度 数 为 2 ENA Es 
mones dsceimurwndm 的 一 个 实例 如 图 1.23 所 示 。 


5,.4” 强 连通 有 向 图 


另 一 个 术语 强 连 通 ， 对 于 描 纤 某 此 结构 和 有 向 图 的 特征 荐 且 所 
的 。 它 设 有 相应 的 无 向 图 ， 共 定义 如 下 所 述 。 

定义 1,39， 强 连通 。 

一 有 向 图 ， 当 任 一 对 相 异 节点 ji 和 jj A SI. GBA 
jF i REE ARR MiA A iEn g Ek E, 

OR, 383VE3Q ATRA MECÉCET ER ERE. B. RR 
通常 是 不 成 立 的 ， 例 如 图 1.24 RA, dl 1.25 是 一 
连通 有 向 图 但 不 是 强 连 通 有 奥 图 。 从 这 两 个 例子 .我们 也 可 以 扬 定 ， 


SOEUR RAT T REDE AY DK. MRE ey 重要 的 位 
m, 
定义 1.34; BH. 


一 有 河 图 的 强 片 或 片 是 - m ROO EUER 
— Kar esa 


在 图 1.25 R, 
F. 

定理 1.13, AT- fii 
Efe — A AAR Ti fu 

3&1 X BURG EH E fk 2 
WA RAE 8 
个 习题 (习题 1.26) 。 

5.5 BRB ILAA WE 

以 上 我 们 已 经 看 到 ， 图 和 有 同 习 的 分 类 ， 以 是 否 为 平面 图 和 是 
否 为 可 分 图 为 基础 。 下 面 我 们 将 介绍 其 它 丙 种 有 用 的 分 类 法 。 

定义 1.35， 对 称 有 向 图 

一 在 向 图 G, 如 时 它 的 任 一 条 边 Gj) fub G,D 成 对 ， 关 在 
在 平行 边 时 每 个 方向 的 平行 进 数 初 同 ， 则 G Se Sk Bl. 

这 将 意味 着 ， 在 G; 中 如 果 有 上 条 从 二 到 j 的 有 向 边 ， 那 么 也 
Ak RAR | BAT. 我 们 注意 到 ， 在 一 个 此 点 上 的 自 永 数 不 
ROEM PRE, GEAR, APG. 址 对 称 的 ， 则 基 一 节点 的 出 度 必 定 
等 于 它 的 人 庶 。 然 而 ， SERRA ETRA. Pia A 1,23 是 一 
正则 有 向 图 但 它 不 总 堵 称 有 高 赂 。 图 1.26 是 对 称 有 向 PES — e DAC 
T. 

XX1.38. EBA 

—B ir RES trí EP, WÜ ES ERES PLC EZ LET 

1 1.27 EREA S — PIT. WR, —3 as 
所 含有 任 柯 自 环 。 


了 图 G.[2.4,6] 和 Ga[1,3,5 古 Gu 的 强 


道 医 的 必要 而 充分 的 条 件 


是 1.25)。 在 此 定理 由。 如 四 我 
有效 的 。 它 的 证 明 留 作为 一 


DEED 


图 1.26 对 称 有 向 图 E 1.27 Xd 


BELA OH eL 3 ps di — HORE 零 的 节 点 和 一 个 
ARATTA. 

WEB. WG, -DRAR XAPA 到 j 之 阐 其 有 最 
ACSA. DA, G 中 不 能 含有 从 j 出 发 或 次 止 于 i 的 
芷 司 边 ， 否 则 将 有 一 有 六 回路 或 这 一 有 疝 路 径 不 是 最 大 长 将 。 于 是 
必 有 山名 =0 和 人 (=0。 因 此 ， 定 理 证 毕 。 


在 许多 情况 下 ， 很 自然 的 

要 考虑 既 含有 有 加 边 又 含有 无 

向 边 的 疼 , 它 们 称 为 混合 图 ,在 

Sra dert e He OR eno i 

MON, EMBERIEN IZAL 

应 用 这 个 概念 。 作 为 一 个 例子 ， 

BA a P nut 445 38 fo bh W. 

Rom gam 地 图 ， 可 以 用 说 合 图 来 描绘 。 


= 


WE, TERRAE. IE 1.28 是 说 合 图 的 一 个 例 


" 


4 
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本 章 介绍 了 有 闫 无 向 图 和 有 向 图 的 基本 定义 和 定理 ， 并 且 讨 论 
了 这 些 基 本 术 话 和 在 后 续 分 析 中 所 必须 的 符号 。 因 此. KRAT H 


AACA SAMA. IL RA le ML 
开始 ， 琵 有 肯 前 我 们 对 此 还 无 能 为 力 、 BUILD, RRD 
LRE REESEN, THE ae a Se 
FUP ARE ELAR 


= 5 


证 明 业 医 的 子 图 G, 5 B 2 3 Z 5 Ë 3k 2 的 连通 正 别 图 时 。 
GSR. 

1.2 &HGARRBAGHTH, 9 G, 不 可 能 具有 比 G, 中 

的 节点 数 更 多 的 连通 六 。 

1.3 证 明定 理 1.1。 

深 P' 和 P" 是 连接 节点 i 和 j 之 问 两 入 不 同 的 路 径 。 UMA 
PUP 中 春 在 一 回路 。 冶 RO ATAJA-A&AS 
回路 吗 ? 

1.5 证 明定 理 1.3。 
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1.6 EMRE nA ta, RADAPT RH Be Run ki 
in-ia) 8 $ 2 — S 8 E , 

.7 证 明 目 2.3 中 定义 的 二 元 关系 及 是 一 等 价 关 系 。 

证 明定 理 1.5。 

.9 irUl— Sk e ehin ik b i PaRa 2 466 X & 为 ， b=n 一 1。 
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证 明 一 个 图 车 将 其 中 一 条 边 分 成 两 条 边 事 RA BSS Ror 
含 并 成 一 条 边 ， 其 零度 是 不 变量 。 
证 明定 理 1.6。 
GARANA AR ebur AE. 证 明 如 果 它 的 每 个 
区 城 的 边界 是 一 长 度 为 的 回路 时 ， 则 

b<k(n—2)/(k—2) (1.12) 
证 明 一 个 图 当 且 仅 当 它 的 每 个 块 是 平面 图 时 ， 则 该 图 是 一 平 
aa. 
证 明 每 一 个 至 少 具有 4 个 节点 且 不 包含 平行 边 和 自 环 的 平面 
图， 至 少 具 有 4 个 节点 的 度数 不 超过 5 。 
证 明定 理 1.9。 
证 明 至 少 含有 两 条 这 的 不 可 分 力 的 每 个 节点 的 度数 至 少 为 
2 。 
证 明 推 论 1.4。 
证 明 图 G 的 每 一 个 不 可 分 于 图 必须 完全 包含 在 G 的 一 个 片 中 
的 陈述 是 正确 的 。 
证 明 推论 1.5。 
证 明 一 连通 可 分 图 分 解 成 块 是 唑 一 的 ， 你 能 将 此 结论 推广 到 
任意 一 个 可 分 图 吗 ? 
设 台 是 至 少 具有 三 个 节点 的 连通 图 。 证 明 当 且 仅 当 对 G 的 每 
三 个 相 异 节 旧 ， 总 存在 一 条 路 径 连 接 其 中 任 遍 二 点 同时 包含 
第 三 点 时 ，G 是 一 个 块 。 
在 习题 1.21{ 中 ， 如 果 最 后 一 河中 * 同 时 包含 第 三 点 ? 改 成 "不 包 
仿 第 三 点 ?， 陈 述 还 正确 吗 ? 你 能 提出 其 它 等 丛 的 陈述 吗 ? 如 
果 能 ， 给 出 大 于 对 个 节点 的 情况 。 
证 明 在 一 不 含有 自 环 的 特定 的 连通 图 中 至 少 存 ARDEAR 
点 的 节点 。 这 对 任意 一 个 连通 图 也 正确 吗 ? 
证 明 一 特定 的 不 可 分 图 至 少 含有 一 个 回路 。 
证 明定 理 1.13。 
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.36 


.37 


.88 


.39 


证 明 一 有 向 图 当 且 仅 当 存在 一 闵 有 向 边 序列 且 该 ip 序列 包含 
所 有 边 至 少 一 次 ， 该 图 是 强迫 通 图 。 

BE 和 "是 两 个 至 少 会 有 一 个 公共 节点 的 有 向 边 序 列 。 证 
3) & E'UE” 中 存在 一 纪念 E'UE" 的 所 有 这 的 有 身边 序 列 。 
HUE" ZR De 

证 明 图 G 的 秩 和 零度 分 别 等 于 组 成 它 的 所 有 片 的 猴 和 零度 的 
f. 

如 果 图 G 是 可 分 图 ， 证 明 当 G 分 解 成 片 时 ， JUR 和 零度 值 不 
车 一 有 向 图 的 所 有 节点 的 入 度 和 出 度 都 是 正 值 ， 则 每 一 节点 
至 少 包 含 在 一 个 有 向 回路 中 ， 这 陈述 成 主 吗 ? PRAMS, dE 
明之 。 

对 一 具有 于 个 节点 的 连通 图 ， 证 明 它 必 MEY AA ni k 
条 。 

证 明 一 连通 图 的 所 有 边 能 够 包含 在 一 个 这 序列 中 ， 给 出 一 种 
算法 构成 这 祥 一 个 边 序 列 。 

证 明 在 图 G 中 若 确实 只 有 两 个 节点 i 和 j 的 度数 为 TH, RY 
连通 图 G 中 必 存 在 一 连接 节点 i te 的 路 径 。 

证 明度 数 为 3 的 所 有 正则 图 都 具 有 偶数 节点 。 

证 明 对 图 G(V,EE)， 当 且 仪 当 把 V 任 意 分 唱 成 两 个 于 集 Vi 和 
Vo ARAL — DAE Vi 中 的 一 个 节点 和 Vs 中 的 一 个 节点 
时 ， 图 G 是 连通 图 。 

在 图 1.29 的 三 个 端 边 的 两 个 边 中 手 入 节点 ， 验 证 一 连通 图 的 
所 有 最 长 路 茎 不 必 具 有 一 个 公共 节点 (WALTHERL1969])。 
对 比 习题 1.36， 证 明 一 连通 图 的 任意 两 条 最 长 路 么 具有 一 个 
公共 节点 。 

证 明 一 集会 VV 到 它 自身 上 的 一 一 对 应 是 由 在 V 上 度数 为 1 的 
正则 有 向 图 定义 的 。 

你 能 将 公式 1.2 绰 伸 到 具有 自 环 的 图 吗 ? 


DE an 


图 1.29 说 明 最 民 路 径 的 图 

1.40 1.29 BANG SAAR KIA 

1.41 应 用 图 1.13 构 成 一 平面 图 ， 使 边 e. es de e; Sth 区域 的 边 
T. 

1.42 ix9]-— 1k P 653548 66 2 T EE, 

1.43 3—HE X 35H G,. GARA B(G) 是 这 样 一 个 图 % 的 节点 
对 站 于 G 前 块 ， 而 当 对 站 的 荚 包 含 一 个 公共 浊 AM, 过 两 个 
AAAA iiti, TALAS Bip & 一 对 节 
BOR RAEAN BARREA, REB 
— SB Wp 3k B(HARARY[19591), 
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第 二 章 ”电网 络 理 论 基础 


图 论 在 物理 学 中 最 主要 的 应 用 之 一 是 它 在 电网 络 理论 中 的 应 
用 。 本 八 的 十 要 目的 是 以 图 的 理论 为 基础 对 电网 络 理论 的 研究 提供 
一 个 严密 的 数学 根据 。 除 了 电网 络 问题 以 外 ， 大 部 分 讨论 可 普遍 地 , 
适用 于 一 般 的 线性 系统 (例如 ， 见 TRENT[1965])。 

从 物理 的 观点 来 看 ， 网 络 河 题 研 究 各 个 物理 元 素 相互 连接 的 一 
个 系统 ， 根 据 元 素 的 转 性 以 及 这 些 元 素 在 系统 中 相互 联系 的 方式 预 
测 系统 所 发 生 的 作用 。 一 个 网 络 的 几何 特征 与 它 各 支 路 的 组 成 元 素 
无 关 ， 因 此 在 拓扑 学 的 讨论 中 通常 是 用 一 个 线段 来 代替 每 一 支 路 。 
换言之 ， 从 抽象 的 观点 来 看 ,至 少 在 茶 些 范围 ,任何 一 个 集 总 参数 电 
网 络 能 够 用 图 来 描绘 , 边 表 东 电 的 组 成 部 份 , 边 的 权 描述 该 组 成 部 分 
的 要 素 ， 图 被 认为 是 物理 网 络 的 一 个 模型。 由 于 我 们 讨论 和 分 析 的 
网 络 是 由 诸如 电感 线圈 .电容 器 ,电阻 跨 和 电源 之 类 的 理想 化 物理 元 
件 相互 联系 组 成 的 模型 ， 我 们 不 能 总 是 假设 它们 的 解 一 定 存在 而 且 
唯一 ， 因 此， 研究 一 个 电网 络 能 够 获得 唯一 解 的 条 件 是 很 重要 的 。 

KIRCHHOFF[1847] 首 先 对 电网 络 问题 进行 了 全 面 的 研究 ， 并 
对 电 盟 性 网 络 证 明了 解 的 存在 。 但 MAXWELLE18921 指 山 JE Zi 
去 的 系统 亲 述 忽略 了 位 的 摄 念 。 他 弥补 了 这 一 名 路 并 得 出 了 两 个 对 
解决 网 络 问题 非常 有 效 的 方法 ， 现 在 称 为 考 克 斯 韦 的 网 孔 和 节点 对 
解 站。 后 者 产生 了 众所周知 的 节点 导 纳 生 阵 ， 它 将 是 第 四 章 中 讨论 
的 拓扑 分 析 的 出 发 虚 。 可 是 ， 在 几 克 斯 韦 的 公式 中 ， 必 须 选 择 一 个 
适当 的 回路 集 或 节点 对 集 作为 锤 立 变量 ， 逊 要 对 网 络 中 的 每 条 支 路 
指定 -方向 。 因 此 ， 似 乎 在 网 络 各 支 路 中 感 生 的 支 路 电压 和 电流 应 
该 依赖 于 回路 或 节点 对 的 选择 以 及 支 路 方向 的 指定 。 这 样 一 种 依赖 
关系 己 电 网 络 的 状态 客观 存在 相 了 矛盾 。 因 此 有 必要 说 明 这 些 依赖 突 


9. 


际 上 并 不 存在 。 

在 本 章 中 我 们 将 还 明 网 阁 分 析 的 那些 许多 熟悉 的 陈述 与 步 又 ， 
并 对 电网 络 理 论 的 研究 提 殿 一 个 严密 的 数学 依据 。 将 表明 电网 络 问 
题 的 很 多 不 变量 特性 都 能 镶 从 纯 图 论 的 沽 虐 得 到 。 因 此 这 些 性 质 不 
仅 对 电网 络 适 用 ， 而 且 对 其 它 系统 也 适用 。 


8 1. Esa 


在 某 些 应 用 动 含 ， 边 的 方 询 在 用 商 图 扒 涂 的 系统 中 显示 一 些 
单 讽 特性 方面 是 一 " 真 "方向 ， 如 后 继 两 章 中 介绍 的 Coates 图 、Ma- 
song mitt Epp au; p. BH, ELMA 理论 中 ， 这 方 
疝 是 用 来 代 耕 复杂 参考 系统 的 “ 伪 方 向 ”。 

在 市 总 中， 符号 na，b 和 将 分 别 骨 来 表示 有 向 图 人 的 节点 数 ,. 边 
数 和 片 数 。 我 们 还 用 5 和 mm 分别 表 示 G 的 秩 和 和 索 度 ， 这 里 T=a 一 ec 和 
m=b—n+e, XT GRE. GXGWARISPL € 
iine: es 2e. en. 


1.1 "RESP 


一 个 不 含有 自 环 的 有 向 图 完全 以 它 的 节 点 -边关 联 AT 为 特 
征 。 


定义 2.1， 节 点 -边关 联 矩 阵 { 关 联 算 阵 ) 。 


一 有 向 图 G 的 闻 点 -边关 联 矩 阵 或 简称 为 关联 矩阵 是 一 ax 阶 
fige, SAR, fn^. Dau], M 

aya), nhe, 5 UBS HE Ip A AY A 

a,7 —1, ARM e 与 节点 i 相关 联 卫 其 方向 是 指向 区 点 i; 

a5—0, MRD e; FH i THERE. 

ABDEA JE EI KIRCHHOFF 1847 年 首先 应 用 的 ， 它 是 基 尔 圭 夫 
呢 流 方程 的 系数 矩阵 。 因 乔 这 个 怎 阵 的 特 狂 相当 重要 。 注 意 ， 碍 定 


um 


MAM RMA SS T B 环 的 
有 向 图 。 含 有 自 环 的 有 向 图 能 够 蕉 
E, ARPT RB BPE, 

没有 此 需要 ， 按 上 述 规律 ， 我 们 可 
以 在 A, 中 定义 一 零 到 对 应 于 自 环 ， 
因为 按 这 个 规律 在 与 白 环 相 关联 的 
对 应 节点 的 行 中 需要 1 和 一 1 两 


xi 


ri 


举例 说 明 ， 考 虑 如 图 2.1 pa Bk RE RRR 
的 有 请 图 G。G (RIRE BEANE ACA IB 


yey €z E: Ë, ei E e: ° 
ip-1 o d B 0 1 ° 0 o 
2| 9 —1 1 0 0909 —1 0 0 
A. 3) 1 5 D 1 D 0 0 H 
4 0 0 —1-1 8 0 —1 a 
s bp 0 œ 0 -1 1 1 =al 


(2.1) 

很 明显 ， ADE-REE EPER 一 个 1 和 一 个 一 1， 
因此 点. 所 有 行 的 和 是 一 全 零 行 ， 换 言 之 ， 信 ,不 是 所 有 的 行 都 是 线 
性 独立 的 。 

引 理 2.1， 对 一 连通 有 向 图 G，A, 的 任意 k 行 必 <<a 的 和 至 少 售 
有 一 个 韭 零 元 素 。 

证 明 ， 在 ,的 任意 Xk 行 的 集合 中 ， 至 少 有 一 列 只 含有 一 个 性 零 
元 素 。 因 为 如 虹 不 然 的 话 ， 髓 不 他 在 将 G 的 k 个 节点 连接 到 其 作 的 
Cn 一 kK) 个 节点 集合 的 边 ， 这 与 G6 是 连通 的 假设 相 迎 盾 。 因 此 ，A, 痪 
任意 k 行 的 和 至 少 舍 有 一 个 非 零 元 素 。 

382.1. — GI EI GERE EAE T OUR. 

证 明 ， 我 们 仅 将 证明 6 是 连通 图 即 c=1 这 种 情况 ， 另 一 种 销 况 
留 作 练习 (习题 2.1)。 设 XX 是 实数 域 上 一 n- 矢 量 。 若 和 :是 日 移 关联 


m 


SEMEN BEM: SARE SF 2.1， 线 性 方程 组 (习题 2.60) 
A;X-O (2.2) 

RA see ROK, RBC, XD H 1 组 成 。 因此， d 
PAA RRA TER (n— D) ALA ED. i RR, 
BATT RB — ARRAN, EGO EFAS IAA h TE D 
(n— 1)30 22 RAUS — HTL EH PS, RAT AS AL 
A Ri PESE ESSEN, TEAME), WEE, 

这 个 特性 是 由 KIRCHHOFF1847 年 车 先 提出 的 。 为 了 方便 起 
见 ， 我 们 将 用 特 号 入 表示 出 除 和 .的 任意 .- 行 后 得 到 的 一 连通 有 向 图 
BAITHE, BEAM RGE R Am Ak KEE EF 
不 ,删除 的 那 一 行 的 节点 ， 因 为 它 对 应 于 相应 的 电网 络 中 参考 点 的 电 
位 ， 所 以 称 为 有 向 图 的 参考 节点 。 


定义 2.2: Bl. 


A RA OE RE BRA EA Rea 
TEL | ficit 
er Jo PE U 9 eT 
不 局 ， 其 中 * 生 成 ?这 个 词 通常 是 省 
赂 的 。 作 为 概念 我 们 还 是 需要 选用 
° e EREDAR Rm, HBAS 
数 实际 应 用 中 ， 这 个 术语 是 依据 定 
M22, 
ea 举例 说 明 ， 考 虑 如 图 2.2 所 示 
B22 ”用 来 说 明 果 的 一 有 向 图 AREG. G 的 树 的 集合 在 图 
2.9 引 给 出 。 如 果 G。 是 G 的 伴随 无 向 图 ， 那 么 图 2.3 中 给 出 Be 
集合 去 掉 方 向 就 是 G。 的 树 的 集合 。 很 明显 ， 一 连通 图 的 料 具 让 5 = 
3 一 1) 条 边 。 
ARSE TE. Aah ee SRK. Am, 
AREA EA Byrd, RAHRDRA, BUT 


ane 


图 2.3 Hefe 
TEARB BR AR, HAARR BES 


3182.2, SGI Inr CD A 的 列 是 线 性 不 独立 
的 。 

证 明 ， 设 式 是 G 中 长 度 为 k 的 一 个 回路 .并 设 M 是 对 应 于 蕊 的 边 
的 A 的 子 矩 阵 。 如 果 存 必要 ， 重 新 对 G 标 号 使 ML 的 列 和 前 置 行 (对 应 
LATEST AR) NBL AT RELY REE. EM 中 不 难看 
到 ， 如 果 G 的 参考 节点 包含 在 L 中 ， 那 么 M 中 非 零 行 的 数目 为 (一 
四 。 因 丝 M 殴 列 是 线性 不 独立 的 。 另 一 方面 ， 如 果 和 参考 节点 不 包含 
ELH, BAM ER TORE WK, CAE, BaP EA 
包含 1 和 一 工 两 个 非 零 项 ，M 的 穆 不 超过 k 一 1。 换 言 之 ，M 的 列 是 
器 性 不 独立 的 。 引 理 证 毕 。 


X23. BR. 
Bio seid ni dS bp, 


定义 2.4， 大 子 矩 隆 。 

对 于 一 阶 数 为 px4， 秩 为 p 的 任意 矩阵 F， 其 大 PER 是 一 非 
Api PIERE. 

E22, —B538 AA RGRERREBAN— Jp TER, 25 
HLA TREES AL SELF a De RS SERE, OLET e EAE 
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ATER. 

TE, 设 M 是 所 说 的 A 的 子 矩 际 。 若 M 的 列 对 应 某 树 t 的 树 支 ， 
则 根据 定理 2.1， 由 于 Mf 是 (的 基本 关联 短 阵 ， 所 以 M 是 非 奇异 的 。 
反 过 来 说 ， 如 果 M 是 非 奇异 的 ， 闭 么 根据 引 理 2.2， 与 M KAH 
应 的 子 图 不 能 包含 有 任何 回路 。 由 于 子 图 具有 n 一 1 条 边 同时 不 包 
含有 回路 ， 所 以 谈 子 图 必须 是 一 棵 树 (习题 2.2 )。 

推论 2,1， 一 有 向 图 G 的 树 和 G 的 某 一 基本 关联 矩阵 的 大 子 矩 阵 
二 省 之 初春 在 一 一 对 应 关系 。 

SHR, FEA 2.2 所 示 的 有 向 图 G， 以 节点 4 为 参考 节 


点 的 基本 关联 矩 降 如 由 下 式 给 出 
le e: ey e ey | 
1|—1i 1 0 0 6 (2.3) 
A= 2 0 —1 1 0-1 
L 0 0 —1 H 9j 


容易 恰 验 只 有 入 的 大 子 矩 阵 是 与 图 2.3 中 所 给 出 的 那些 树 相对 应 的 。 


1.2 回路 -边关 联 第 阵 
HP BELA NE, SEB aA RI. 


定义 2.5， 有 向 回路 。 


按照 节点 沿 回路 镍 行 的 项 译 定 向 的 有 向 图 的 回路 叫做 有 向 加 
路 。 

例如 ， 在 图 2.1 Hewes, <2, e: 和 e, 组 成 的 回路 能 够 定向 为 
(1, 2, 4, DÈU, 8. 4, Do RETAANE AC FRE 
这 方向 。 如 果 边 的 节点 在 该 边 的 有 序 对 猫 述 中 和 回路 的 有 序 节 点 描 
述 中 具有 相 悦 的 贤 序 ， 那 么 我 们 将 说 回路 边 的 方向 与 回路 的 方向 一 
狼 。 否 则 它们 方向 相反 。 这 从 图 上 一 -看 便 知 。 例 如 ， 边 (1，22 与 回 
路 (1，2，4，3) 一 致 ， 而 边 (3，4) 与 回路 相反 。 注 意 ， 一 有 向 图 的 
独 路 不 一 定 必 须 是 有 向 回路 。 


dd 


pu 


XX2.8. EI i EBORE PIE CERE SERIO, 

A UGH TP IEMA WW EERE, MIS B, 
n, CEOE, AG h UM, $ Bbs] 
m 


biol, WR ERP AM E A in 方向 一 致 ， 
h;=—1, #038389e te Ei NO 向 和 边 的 a 


bi; 一 0， 如 果 边 6 不 在 辐 路 中、 


作为 一 例 ， 考 虑 如 图 2.4 所 示 存 向 图 G 中 所 有 可能 存在 的 回路 
Ee. EEB HTAR 
€ £i 23 € E 
1| í d ° 0 -1j (2.4) 
B, 2! 0 O 1 1 1 
sl-1 -1 一 1 一 4 
广 意 在 B， 中 不 包 医 仅仅 用 改变 方向 
得 到 的 回路 ， 共 不 园 是 改变 方 帘 仅 仅 = 
改变 Bb fr TES. B 还 是 基 j 
JE b HE ENARAK. M" P e " 
定义 2.7, Wl. í — 
-ARREA Bh REB IG Ht & 
3RBRE, 图 2.4 RAMA 


HEM 2.8. ZOE), 

RUBORE OE XD 

Ak, My SE SPREAD; m Eb-t DAE, 

H PRE Hh Ei oh ECL DERE OP 
BOR in REE EMERE EB, Ep a 


S 


RADE AD RE — + 


El 


路 (对 于 所 选择 的 射 )。 


定义 2.9， 基 本 回路 ({- 回 路 )。 


和 堆 度 为 下 的 一 连通 有 向 图 对 于 革 尘 t 的 基本 回路 或 简称 为 f 一 
司 路 是 年 个 回路 ， 丛 -个 基本 回路 是 由 一 条 张 和 连 接 tO 
端点 的 叭 一 多 轿 的 路 径 形 碟 。f -回路 的 方向 选择 为 限定 的 葡 的 方向 
we. 

与 - 同 路 集 合 相 对 应 区 B, WTEM B, LARP RITES, Bl 
. Ja, oJ T- EDS 任意 编号 如 L, 2. 

^um, 同时 出 现在 回路 之 中 的 i 
AEAU es k i =1,2, m, 
WBA 


B,=[U, Bi] (2.5) 
趟 中 Un 是 严 阶 的 单位 矩阵 。 作 为 
-PARAR 2.1 Bor yA. 
如 果 我 们 选择 出 边 es, es, ë; 和 ea 

bns 作为 [- 可 下 的 一 疝 组 成 的 本 ,f- 回 路 表示 在 图 2.5 
h, ac Met Ta Barre, DR MDE h PK As H 


e €s C1 1 LS 


iioo ol 1 0 aaaf 
Im i 

Be? 5 1001-11-11 0 0 m 
310 010] 0 1-1 0] 
4.0 00 1| o TEN 


定义 2.10, SABRE -DEER , 

XEF—4Á EAS, Som Ae CHER Ae e 
sat BER G IG IF BAS Cn) TJ t G s A RER EO G tt; 
ERME, r-EIBS3BBEJHA-E B, RR. 

显然 矩阵 D, RA m, KIE RER B, 具有 的 秩 至 少 为 
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El 


m, TAME D. ROEM, SPHERE. ORT WD B, 
PEL, EMI. FR BDSM ea, CERA MEH 
RIMAE, IRAE RAL HE VEBEEN 在 1931 deii SE BEIC, 

定理 2.3, ARAPE A, 的 列 和 一 有 向 图 的 B, 到 相同 的 边 的 
ARRIGO 


A,B) =0 FI B,AL—0 (2.7) 

EAH ASAR EREN RERE 
证 明 ， 我 们 将 只 证 明 第 一 个 性 等 式 
ABESSE Ire dp re go en 
FRE A, 的 第 i 行 和 B, 泡 第 j AR B, m ifi. SHR 
IARTA i MRI IY, Nee EK j n 则 与 六, 的 
第 i 行 和 B, 诛 第 j 行 中 位 置 相对 应 芥 这 些 项 为 韭 零 。 如 果 节 点 
不 包含 在 回路 j 中 ， 则 不 存在 这 痒 的 边 同 肝 乘 积 为 零 ， 给 由 需要 的 
结果 。 如 果 回 路 dro i AR j 忌 正 好 有 两 条 这 在 节点 1 处 
ARK, MAA MMP THAT TIE, MA. Fits 
特性 ， 与 B, 的 第 j THR MA SARS, AR AR 
RATA RATAR WR, ME A 的 第 i 行 中 的 将 其 有 
HAREZ, WETE B 的 第 (TDA RRA RIS. 
KA ARIS B.M ISHRRARS. RE, BEB 
TR, MRED SAA Rd A o AGE MU ial 
RR. MRS HE. EME 
HEE AMET. bint 图 2.2 所 示 的 在 向 图 。 我 们 有 


El 


- F 101 b, , 
[i 2 9 9 9 900 
|o—-1 1 0-1 1 9 71! 000 

ABs] 0 1 —1|= 

0 -1 1 0 000 
| 0 1 —1 
L1 0 0-1 ij 900] 
.—1 1 D. 
(2.8) 


ERIH, SUTRA A, 和 B, 的 列 总 是 权 相同 和 能 边 的 排列 次 


are 


FF, MAGEE 2.3， 我 们 立即 得 到 B, XL Be, 

定理 2.4，- -向 图 局 的 回路 矩 陈 的 秩 等 于 G WER, 

ES). RABE, H cs1 it, BL RB ym, GR 
Hi, B, (9H by mb ni o( SBE 2, 3) 下 的 问题 是 还 


Hitt, WAF A. 的 匆 是 人 n 一 c)， 所 以 A, DREM A, ñ 
的 维 数 是 加 。 因 此 , B, ER MERGE TARA R A E 
由 于 B, 的 秩 是 器， 所 以 实际 上 不 必要 写 出 入 dort fj. 7h 
此 ， 我 们 将 用 符号 BB 下 示 阶 禾 为 m x6, Bem Ay B, 的 子 矩阵 。 
EE BRAG HDAE BEM, My 了 含 下 包含 在 B, 中 的 所 有 信 
LES MER Eu crim zd 
359 2.8. 存在 一 个 由 元 束 1, 一 1 和 0 HL AE EROS m x 
mHE C. 使 B=CB:。 
定理 2.8, ERA ARGE AREE B 的 一 子 方 阵 , 28 H. 
PLE HME UP EG PRAE HE F BY D TE 
ERTER, 
TERT. BRE, MM RRR, Zi B 的 列 , RITTA RE B 
PHT in SUE ACTAE. BEIRA 
B-[B,, Bi] (2.9) 
At Bu Aaa, AHNE m. AA Bub r$, BTR 
x SEE AL Et. AAS X pe, WEB. 
RIFE TT. AEF B. UP EA th B sn B. Ë; 
fiium. M TERERAA 
Ba B. Bu 4 
M i- ` ».] (2.103 
SESE, B, HBDA-PECIM, hT B. Va. (2.10) 
RAC +1), EP Bt, GR WEGE PE 
2.4 B, RAR m, Ege AS WEG. 
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Tu Wk. RY B APEGAR Fb. SB, 是 由 有 有 也 
ES hiw hh Be EI -EERE ALD, Trib Bom 
Bd, SRE B 和 B, bz ADU 

B-ÍB, By] 2.11 a) 

BTU, Bas] (2,11 b) 
ET Bn BL 的 行 是 由 B, S TTHE JR et VETE UPS PAE. TEF 
d — eS FRE m GM C, ECS HB 2.3) 

B-CB, (2,12) 
> Ba-CU.-C, ZU Bo dede SEAS. 

推论 2.2. — AAA GM FMP GHAI BIS AE 

HEREZE —— HBR. 
一 例 ， 考 虑 如 图 2.4 所 示 的 有 向 图 G 。 我 们 有 m -5—4 
1=2。 央 此 ，G 的 起 本 回路 拓 阵 日 必须 是 2x 5 阶 的 和 矩阵。 容易 检 
Us, HGS PER TIL B. h FER GM 
基本 门路 矩阵 。 忠 回路 1 和 EREEREER B PSR 


£1 € €a €, €; 
r110 °=] 


(i001 1 1 
已 的 补 树 的 集合 工 能 够 容易 地 得 到 ， 册 下 式 给 出 为 


Teves, 6:65, 8565, 6.65, 664, 0:05, 6:05, C204} (2.14) 
本 中 次 每 一 项 是 图 2,3 PARR. ST EDS S 
补 册 相对 应 的 列 形成 的 子 和 矩阵 是 BAPE, B 的 大 子 矩阵 只 
家 这 一 些 。 


ay 


(2.13) 


1.3 UNIX DARE 
HEME be, SAGT ORE, SX THO 
UAI AS BAP n, AWE SIERO ee SUA 
TU (RIA ROO, ye BET k likas th ft 2] Hr 
CU, ARCA PEC me ES HL l TE RAA. WIB HIR 
P 


WHITNEY 在 1933 FJA, Jf ih SESHU fl REED # 1956 4j 
HARR. ik BSN IO AE RE E BE E 
HRM. ARTERIE SON EE ER C ER ETE SE iy; E 
HRS STM B USE RECS T Án UAE E 网 本 身 IER SS 
由 


XX 2.11; UR. 


XSHT—ÁUNIROEMDBERG, GHR EAA e ERR 
FH, FERREL, GUERI 1, 
WTC HRA eo, EEG 

Jb. WRGRIE—TH, RISE ht WER., WANK 
SASI, HARA. su RAT IIo. Geb 
7 ALR ay, EARR- AIR. 注意，G 的 一 
ANWR AR. Pls, FBAR 2.6 Berar 
G, TES €;&;&4, es 和 ezeses LUG GIF, M2.6 中 的 虚 
A i, 可 是 ， 子 图 ceste 不 是 一 个 
WE, ROWER Go co D, GI REA 4 BPS] 20-5— 
3), Wb T 23b EE 1, -AAT 考虑 了 图 ee, 虽然 
KOFER e Heo CHER LEANER ERE, 
STRAP E-THER, AGREE es GHEE 1, B 


di. GRA ERAT, 
7 


集 ， 增 加 一 个 片 ， 因 


f 
H 
` 


LE! 
图 2.6 TSHR EF 


n 


m 


定义 2.12, SRT. 


SFA A MEG. dO EU TB E Ran T 


BEV BE -URR SS RAE, mh 


EERU A OT, 

HO SNS (分 高 )。 IH 
Hio ng EA 3518208 ER EST 
k a, MALTA AS 
m & VER RTA x 


ig V.=V— V. 中 的 一 个 
的 hotness ETIT, prov 
AXE G Ae HG D. WJ 划 也 是 一 割 集 。 作 为 一 个 例子 ， 
We V i=13, 4, SAY V = (1, 2}, DR 
成 G 的 一 全 中 着 。 另 hu MANE 

2, 8), We, e nes hudih k mi. 
aL nhi anmam FE. de 


fj s, €a f ce fi 
Vi={3, AME Ve 
ET MEO k 
Heh Ry Byes 


XX 2.14, WAS, 

IFEA WRG, BV. 和 Ve RG MUA CAAT BR 
合 . URRA Yi 和 V MESURIR CY. VERO Va), WISI 
CRER, 

EASE, WANS [PLE moe. Mi R 
ie OY ESE ee NS EB 2.7 aE e nE 
Bi. Fook, Hier °, cie. RARER RAN ditt 
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图 2.7 定向 团 基 的 一 些 例子 


述 ， 除非 我 们 用 交换 节点 3 和 节点 4 的 位 置 这 样 一 类 办 法 重新 画 
S. 

XGIBSESICUEISQ(V,, V), df ife Vos ivo, 
我 们 将 说 边 (i， 上 站 的 方向 与 切 部 已 -~ 致 。 否 期 ， 就 说 它们 是 相反 ， 
这 从 图 上 一 看 便 知 。 例 如 ， 图 2.7 中 达 6.-.(]，2) 的 方向 和 制 集 4 
和 7 的 方向 一 致 ， 而 边 e; 的 方向 和 割 集 ! 相反 。 

引 理 2.4，G 中 含有 (2 一 了 个 非 空 切割 

5138 2.5，G 的 一 个 切割 和 一 个 回路 其 有 偶数 个 公共 过。 

以 上 二 个 引 理 可 直接 从 我 们 对 切割 的 解释 得 出 。 共 绍 节 留 作 练 
习 ( 习 题 2.4 和 2.5)。 

我 们 用 切割 矩阵 能 够 最 方便 地 讨论 切割 。 


定义 2.15, EID EBORE CHUINIR EDD. 


一 有 疝 图 G 的 切割 -边关 联 矩 阵 或 简称 为 切 害 矩阵 足 一 ax? 
TusM. MAS Q, 表示 ， 这 里 4 AEG HRS LE, 
ay 


SLaids 


qs 二 1， 如 果 边 8, 在 切割 iP ELI 44; 916 Bs 
qu 一 一 1， 如 果 边 e 在 切割 i 中 但 其 方 导 与 男 拓 的 方向 相反 
4470, MR e 不 在 切割 之 中 。 
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图 2.8 UREA q Bl 


应 该 注意 ， 在 Q. 中 不 包含 仅仅 是 用 改变 方向 而 获得 的 切割 .对 
THp 2.8 hm. 共有 7( 一 2 一 1) 个 团 害 ,其 方 向 如 图 所 东 。 
DARA 


(2.15) 


0 —1 9 1-1 
1 0 —1 0 1 
TL1 —1 1 —1 9j 

ER, Q. IEBURHÜSGHNUEAMENOERS, FRE PRL, “Q. 
的 穆 是 什么 ?"。 由 于 Q, BERKER A, TIU PARERE, 我 们 立即 
RA, Q GREDA r. 例如 ， 在 式 (2.15) 中 由 Q, 的 前 4 行 形成 
MATER G CREPE, RARE Me SP 

为 证 明 对 于 Q. Wk, CRT ER, 我 们 再 一 次 需要 确 
B, 和 Q, 之 问 的 关系 ， 类 似 于 在 式 (2.7) 中 已 给 出 的 B, dn A, 2m 
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ASI 2.5 我 们 知道 ，- 一 个 切 制 和 一 个 回路 3 
数 。 如 果 一 切割 与 - -回路 共有 2 k dA. m 看 到 其 中 d 
边 在 男 荐 中 和 在 回路 中 其 WEA A. TIE k KM 
He Ep AT CH 2.6 2.0, IS 
Be, BRIF 

定理 2.6. WRA WETU 3804 B, 和 Q, Ro FCR Rk pa 
社 序 排列 、 测 


Q,B; =0 di B,Q,—0 (2.16) 
ERPE H SAREEN R. 
HT B, HE m, XHpT 3.Q:=0， 于 是 ，Q' 中 的 线 狂 独 立 
列 至 多 不 超过 下 一 6 一 mm 所以， 我 们 有 
定理 2.7. -AREG DU DEBETUR ET GWE, 
由 于 Q, RRR E DU r, BELLA HI Q, EET. RD 
将 用 符号 Q 表示 Q, PJ ABER. ARSA xb, Hr, Kips Q m] 
MG Waka EME. RA ER, Aa A 


Q, 中 所 含有 的 所 有 信 
EE Gli Abe. FEARN 


HR Rio AG ñ Bit GE, 
图 台 ， 引 他 是 管 i armi TESORO Bris 
TOT CHER 2.18), 

Ki AGH PW, XU e 是 上 的 一 个 树 支 。 由 于 上 AF353805 
同时 不 息 含 回 路。 从 工 中 跑 去 。 ， 帮 困 形 成 由 两 全 片 组 成 的 子 图 。 
AUR Vida Vo RP ae REV. 和 V. 古 志 不 包含 的 ， 
而 合 在 一 起 包含 了 G 的 和 革 有 节点 。 因 此 ，t+ (habe e 以 唯一 的 方式 
限定 Yow. x= 关联 前 两 个 端点 ， 其 一 在 Vi 中 

453) “在 Yi 中 由， 由 这 些 演 纽 成 的 子 图 是 G 的 一 个 割 集 。 该 制 集 
TU ARISE (Bo AEA Ft payee, GR, A 
He, 


合 ， 
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定义 2.16. 3229801222), 


一 连通 有 商 图 对 于 某 柑 x T oie t Ren AS BN Cep re 
Sk, Jer RUE OH he, ay Fi id 
XH MB, 


定义 207. HOO RECIBE EE). 


对 于 一 连 道 有 向 图 G SG: + EE E AUSSER eU 
阵 的 子 焦 陈 叫 敌 G 的 基本 齐集 矩阵 或 简称 为 f- 盾 集 短 阵 。 访 全 齐 
MERER D Q, 家 示 。 

象 二 回路 矩阵 一 宰 ， 牙 果 台 的 边 以 这 样 一 种 方式 编号 ， 使 Qe 
的 虹 后 工 列 对 应 二 上 中 的 树 支 ， 站 时 好 果 fo upon me CHE 
按 这 一 编号 重新 合理 Qi MAD. A f- RERE Q, Pe A 

Qi=[Qe U] (2.17) 

式 中 U, ALES r S EBE, Ee, PREG 
KARE. 

RL, AEA 2.9 FRAKA, EDO DAE FR E 
Css en Ce Aer HDXLU BET. MAT ARERR 1，2，3 和 和 4 如 图 
2.9 Bog, f mE FRAN 


e €z ° B. Cs Be Cr 


ipi —1 0 |] 1 0 0 O 
o=? —1 -1 -1 | 0 1 0 0 (2.18) 
317-1 0 —1]| 0 9 1 0 
4L 0 9 0,0 0 0 a] 
G PRPP t üg fms (H FS anh 
€j ea €; €& € e fp 
i| i 1 1 1 O 
" ; o 1 010 O (2.19) 
aha 0 1 0 1 i Of 
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因此 ， 我 们 有 QBi-9 

除非 另外 说 明 ， 在 本 澡 中 ， 我 们 将 网 终 假设 一 有 向 图 的 切割 拭 
阵 和 回路 托 阵 前 列 总 是 按 相 同 的 边 次 序 排列 。 在 特殊 情况 下 ， 我 位 
LE B, 和 Q, 分 别 以 如 式 (2,5) 和 (2.17) 中 所 表示 的 形式 给 出 。 


2.9 Tit EUROS E EIER 


ELT Q fü 9; 54; H Q, 的 行 生成 的 矢量 空间 为 两 个 基底 ,于 
是 它们 能 够 从 另 一 方面 通过 非 奇 蛋 变 换 得 到 。 

引 理 2.6， 存 在 一 工 酚 罚 非 桨 异 第 阵 D ， 其 元 素 为 1， 一 1 和 
5, d 


Q-bQ, (2.20) 
定理 2.8. 一 连通 有 向 图 的 基本 研制 矩阵 Q 的 子 方 阵 , SA 
Aen s 5159 5. IRIS EIS EST Tu Te BRE ak — Kf 


Supr. 
WEN. RRI 2.6, TAFE r AIPA D, iE Q= 

N. Kie, DER 2.2 RRE RIA. 
推论 2.3, HUA TIE G ñiyki gb k NERE Q RPE 
$e SEZ MTF HE 
EA TIT, Fl 2. IRR 给 出 
Ties 


€,0, 9.05, ezeacie7，64e5ei67 EIOSE Ren, 


bzs €,€,659;, CsCl yy C (66 en, 


. 55% 


acieeer CICC, -eaPiC1 crea6scyy 

8ieaeser， @)G;@;e;, Crez, Cieee} (2.21) 
SIS EAR SUSE Qi 已 在 式 (2.18) 中 给 出 ， 容 易 检 验 ， Qi NR -A 
大 子 知 阵 是 有 与 式 (2,21) 中 某 一 项 各 对 应 的 列 组 成 。 


1.4 EEA, Be fa Qe 之 问 的 相互 关系 


如 §1-1 中 所 一 有 向 图 苍 基 本 关联 矩阵 A 完备 地 表示 了 涛 
APMP LE, lad. 如 果 A 已 知 ， 该 有 向 图 即 可 直接 给 制 出 
$. Fh, WARES SHH A, B 和 Qe 之 间 的 关系 式 
FTA BAS. 

定理 2.9， 如 果 一 有 向 图 G 的 A, B, 和 Q, SS Ee fnb 
CER FUR EBE B 和 店 - 制 集 知 阵 Q, BT 上 的) 这 样 的 次 库 排 列 ， 


M 


x 


A=[Ay Aa] (2.224) 
Bes[U, B] 
Qn UU] 


那么 我 们 得 到 
BEU ADART] 
Q,=AyA=L- Bn Uj, 
上 式 中 搬 号 者 示 矩 隆 的 转 置 ,EU 和 U, 229p vn BrA r Bt vá 
HB. 

上 述 定理 可 直接 从 式 (2.7) AL 0.16 HSER dicun 
REGI LOIRE 2.8). AF Qui — — Bra, 我 们 得 到 下 列 联系 
f- 曙 信和 f- 回 路 的 简单 关系 (习题 2.11)。 
fiia. 4， 设 t 是 一 连通 有 向 图 G DRE 
TR, WAH e 决定 的 £o ERERO PET G poe 
Sisi E-A e, 

作为 -- 个 例子 , 4€ B] 2.9, I tese X iese, JB 
BR eues 和 ca 定义 的 CHURU Sr PLE e, B IEEE sseses 和 eeses 


n 


EE XB e, 决定 的 TY ep DA 化 caese 和 eeseeel 中 的 
; e Fle, BELE-BEHID eis ei ft e; AM, 

TFE, LEITHA 2.9 所 未 的 有 向 图 G 验证 式 (2-23) 中 给 出 
的 公式 ，G PAPARE A 让 下 式 给 出 


e, £i gs LT] es e 6 
ip 1 1 9|-1 0 ° 0 
2| 1 0 -1[ 0 6 1 1 
A= 
3| 0 —1 0] 4 1 —1 0 
4- 0 0 1| 1 —1 0 o 
(2.24y 


现在 验证 定型 3.9 ， 我 们 有 


-—1 0 0 04 
asl 0 0 1 1 
: | 0 1 —1 6 
-— 1 —1 p C 
1 13 04 
一 工 @ —1 
0 —1 0 
-e o 14 ` 
poi 9 09 asr a 1 0-4 
-1 0 9 aber D | 
|- 0 —1 -i'! 9$ -1 ‘| 
-ıı z 1 1- - € 0 1- 
[i — 1 on 
dolci 1 (2.25) 
|-: 0 —1 
Lo 0 oF 


因此 
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B = [U AnA] 
1 0 0 1 1 1 1 04 
9 1 0 £ 1 1 0 D | (2.26) 
° m 


fü 
-=I 一 1 Ü 
oaa Cs) T) -| 
ES 0 一 上 | 
0 9 of 
1 0 2 t- 
C 1258 (2.27) 
0 0 1 9 
0 0 0 t1- 


ExiosesE X. 18) 8102.19) Bk HH HEE 

M. Est B3 MT ACIE SIDE i R A  — + X ES 
Aus I EDGPEJER 25 EZA. 为 了 克服 这 个 困难 ，BRANIN 在 
1962 年 对 Av: ope gen T — 4 GERI AE, 


XX 2.18, 52538 GRUB SEE 

对 于 一 个 具有 个 节点 的 楼 SPR HE ACUS BEES SE 阵 用 符 
Bp 表示 ,是 一 个 (n 一 孔 阶 的 矩阵 . 谈 
如 一 [pij， 则 


pu=1, AUR DBE e, 包含 在 °, x“ 
连接 节点 j fa n 之 问 的 唯一 路 径 中 ， 3 
同时 它 在 路 程 中 药方 向 指向 节 上 no 
Ps 二 一 1， RIG Sze, * 
BEERTA M n 之 间 的 唯一 路 径 
$, TES AG A n UAE, "TR 
P0, ant BE e, 不 也 BUS EET AS ap 


+ 9 - 


含 在 连接 节 吉 PR n Zh WE ete 
举例 说 明 ， 考 上 如 图 2.10 中 所 未 的 树 1。t FT A R a 
的 节点 对 基准 点 路 径 算 阵 p 由 下 式 给 出 


1 2 3 4 

epl 0 0 0- 

ej 0 0 -—1 0 
p=" (2.28) 

e| @ 一 1 一 1 0 

eh 1 1 1 i- 


引 理 2.7, AS ACTA RBS A SER FE RT ES TR 
定 有 具有 相同 的 符号 。 

ESI. Wt P 为 某 树 t+ 的 节点 对 基准 点 1 的 路 径 和 矩阵 。 又 E es 
是 t 的 一 条 树 支 。 由 于 ex tiA BA eo tT ADR 
PRAG V. 和 Vs。 为 了 方便 起 见 ， 设 V: 包 含 节点 na， 网 时 了 -= 
[pi], 当 且 仅 当 节 点 j 在 Vi 中 时 ， 则 Pw 为 非 零 。 由 手 从 Vi 中 的 
一 个 节点 开始 的 任何 路 径 必 须 以 相同 的 方向 经 过 ex， 于 是 在 P 的 第 
k 行 中 所 有 非 零 项 必定 其 有 相同 的 符号 。 引 理 证 毕 。 

定理 2.10， 一 连通 有 向 图 基于 基准 节点 aa 的 基本 关联 矩阵 入 
的 一 天 子 矩 阵 的 逆 乍 隆 等 于 与 该 大 子 和 矩阵 的 列 相 对 应 的 树 并 以 了 作 
为 树 的 基准 节点 时 的 节点 对 基 礁 点 路 径 算 阵 。 

EB]. VE An 是 与 树 1 相 对 应 的 入 的 子 和 矩阵 。 又 设 卫 是 入 节 
点 了 为 基准 的 + 的 节点 对 基准 点 路 径 矩 阵 。 我 们 将 证 明 


p= Ax; (2.29) 
Hj 
act 
Do Piaj Sin (2.30) 
E 


Hebi, k=1, 2, «,2—1, RP P-Dpj], Arsia ó, X6 
罗 内 克 符 。 如 果 节 点 x 和 yy 是 支 路 & 的 两 个 端点 ， 则 式 (2.30) 能 
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Pode Pye [2,315 

REFE 2.7 HERF, a RS 

v: fB va, BTK s 的 两 个 端点 都 在 v PRAA vah, dn miss 

k, HI pb. 和 p, BAER YS, 因为 根据 引 理 2.7 ， E = 和 Piy 
必须 具有 相同 的 符号 ， 叉 因为 an 和 ax 具有 相反 的 符号 

Pada Tp a= 0 (2.82) 


ohik, AR isk, 2 pa 0 30 p. + 198 b S. xPT 
po=0, 我 们 有 pb= 上 1 和 as= 1, A F pastil, RNA 
pam o Faai, JAFE 


Pradu T Pull (2.83) 
定理 证 毕 。 
TEX BE. (en 2.10 中 以 节点 5 作为 共 淮 节点 Rude: 
REALE A IR FRASI 
Sl ê fy & 
you 0 0 oF 
2 0 1 ~i 0 
A i 2.34 
s] 0 —i 0 0; (2.34) 
4 -1 o 1 ij 


ABM, ADHA UO ACT P EA USB, TE 为 另 一 个 
BIB. XX rp ASI ERE A LETS 2.9 中 给 出 的 有 疝 图 以 节点 
5 X MEET RE, Pd G4eseser o nod de n RE. 

BAR IF, RNB AT AN THERA B AO, 的 公 
XL JH Bi 或.Q; BU TERR RAW PEL EEREAETROE SG. RT 
-ERR fA oe SE ATR, Xk 问题 是 非常 
FAS E SER BUNK ROH ERKA bra EJES dni F JF 
Se, COMER NE TUTTE 在 1958, 1959 EI 
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1.5 与 矩阵 Ba 和 Qa #BDR 8002: 5k 252 j 

YEA Mirb I RT FR E SE RAS EER c iR] Do fS. Ex 
PESE RES FUB Bede FC ETE RT A Ee TR P (Cn EE PST CR He 
GAL MACLANE 和 BIRKHOFF[1967])。 线 性 矢量 空 问 应 用 
到 线性 图 已 由 WHITNEY [1935], DOYLE [1955], GOULD (1958 
和 CHEN[1970 b] 考 虑 。 在 本 闻 中 ， 我 们 仅 将 讨论 与 电网 络 问题 密 
UAR A5 EFE Ae MESE IRE DU 1967; T 


定义 2.18, B-27], 


对 于 一 有 向 图 6， 在 实数 城 上 用 它 的 回路 矩阵 B. fio fé TE SRPE 
WS FE ER fk dc tos BJ fit G ty B «E dal, JH TE S 2. E 
Fo 


定义 2.20, 0-27 


对 于 一 有 向 图 G， 在 实数 域 二 天 它 的 转制 第 阵 Q, 的 转 RERE 
BAER A HEAR ELE DM GS O-udg., MAS ek 
EN 

ER Oy fe-m Hea, PWH H G iote— B $6 m B Fe A 
TE Sa — 256, JEU. Ho 是 - 工 维 空间 ， 同 时 由 G 的 任 一 
Q 转 置 的 列 将 用 作 2 的 一 个 基底 

PRE MAK (2 163i EHE. 

2.11, -ERA G n5 B SO 空间 BR BES 
空间 的 子 空间 。 

这 样 ， 如 果 o 是 上 述 讨论 的 b 维 空间 ， 则 Yo 由 的 任何 估量 
荐 Ye 和 Yo 的 基本 矢量 的 线性 组 合 ， 由 于 on. dE m 维 的 ，Yr。 是 
rns. Hb bo mor. MIESE, %, 的 基本 条 Ek 连同 Yo 的 基 
本 矢量 一 起 组 成 re HAER VEN. Wo ETUR Ron 和 
S" e 的 有 向 和 。 


62 ， 


一 个 b 


推论 2.9. TAN v^, 和 % o 形成 互相 正 交 汐 空 间 Yo 的 补 空 
i, 
定理 2.12, Vo 中 的 任何 矢量 X ERMAR 4 矢量 
Xe 和 Xo 的 和 ， 共 中 X, fe on. b, Xa 在 ro 中 。 
WEB]. RIE 2.5. WAR X 能 够 表示 为 
X- BC Q'C, (2.35) 


式 中 COE mifAa, Cafe BAUR. MSR AO, AUR 
设 


X, BC (2.362) 
Xo QC, (2.36 b) 
RAAT y. PEW ek, Wr 
X-B'C, 1 QC, (2.37) 
FUP C; E m HA, C, E r HEEL, RERO. (2.37) 


B'(C,—C,) c Q'(C,-C,) = 0 (2.38) 
HF B 和 Q' 的 列 是 线性 独 


C=C 81 C=C (2.39) 

定理 证 毕 。 

推论 2.8. 在 Y's 中 有 ( 2" 一 1) 个 具有 组 元 1， 一 1 和 0 的 非 
FRE, HAE — REO G 的 一 个 回路 或 -个 边 不 相 接 ae 
并 集 ; 在 Y's PAC DARRAR., — 1 MOAR, X 
中 每 一 估量 对 应 G 的 一 个 切 制 。 

推论 2.7, v". 中 任 一 满足 QX=0 HRR X 都 包含 在 Ys 中 ， 
同时 a 中 任 一 满足 BY —0 的 矢量 站 都 包含 在 Yo 中 。 

REIR, THEE 2.6 中 仅仅 是 SV RHAW, — 1 
和 0 Naik e SOS G 的 回路 或 边 不 相 接 回路 ( 切 害 ) 的 并 您 ， 其 
它 的 从 景 并 不 对 应 。 事 实 上 ， % 和 入 o 二 者 都 包含 有 无 穷 多 的 矢 
Ë, 


i 
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§ 2. 电网 络 问题 


电网 络 理论 是 用 与 称 为 (网 络 ) 支 路 的 每 -网络 元 件 相 联 系 的 电 
HOMBRE (0 两 个 变量 来 系统 地 阁 述 的 。 电 流 和 电压 变 基 是 时 
ji] t fo Sce c Ha HE YAO 由 于 它们 跨 接 在 点 路 的 两 端 可 看 作 ” 跨 接 变 
量 ?, 而 电流 由 于 它们 是 从 支 路 的 … 闫 流 人 而 从 另 一 疾 流 出 ， 可 看 攻 
是 “通过 变 其 ”, 因 此 电压 v CORB UE LCO SIUE AT IRL AE SE ,我 们 用 有 向 
图 边 方向 的 血 头 规定 电压 和 电流 的 正方 向 。 这 些 方向 通常 沁 敌 电压 
和 电流 的 参考 方向 。 这 里 采用 的 习惯 如 下 ， mi gesl, i). 4 
与 边 e "HAS In CO RUE UE COEM Ai A GR PIS RU 
4(t) 和 i(t) 取 作 正 ， 当 它们 是 从 节点 SEES LM. RUOTE S. 
GZ, ume ge de a SS WES TERT. 

— 7 GRAB) He 规定 为 时 间 的 作用 函 效 形式 的 支 路 ， 
一 个 (理想 ) 电 流 源 闻 的 作用 函数 彩 式 的 支 路 、。 二 
者 都 称 为 电源 。 对 于 其 他 支 路 ， 每 一 个 电 元 件 约 束 它 的 电流 和 电压 
变 吕 之 间 的 关系 ， 这 种 支 族 的 确切 性 质 取 决 于 电 ° 

在 本 章 中 ， 我 们 将 仅 游 虑 时 不 变 和 线 洗 电 元 件 。 为 了 方便 起 
见 ， 我 们 对 所 有 时 间 变 基 到 拉 普 拉 斯 变换 ， 这 样 就 只 存在 线性 代数 
方程 组 ， 有 了 这 些 规定 ， 现 在 可 以 给 出 电网 络 问题 的 正式 陈述 。 


定义 2,21， 电 网 络 。 
一 个 电网 络 是 一 有 向 图 G， 它 以 复 变量 s SDN ER Be v GO 和 
i(s RK G 的 每 条 边 ，G 满足 以 下 三 个 公设 ， 
1. 基 尔 霍 夫 电流 定律 (KIRCHHOFFL1847]) 
As) =0 (2.40) 
sub (s) AABN D-RE UNE G 的 支 路 电流 矢量 。 
2. AERE Ae DUE He(KIRCHHOFF[18471]), 
B,V(s)-0 (2,41) 
mm 


式 中 V (s) 


OB SAB Hi) BAR, MG REND IE 5: £ 


3. 元 件 特性 方程 或 广义 欧姆 定律 (UBMI-1827])， 
V(s) - E(s) -Z(s)1(s) (2.422) 
或 Ks) = I(s) + Y(s)V(s) (2.425) 


式 中 ZOOR Y GEREN b BEBE, "T2200 E M Pe BB RE 
pd BAS) AO Goss pus Rime hà 条 件 的 b- 3 
AS Bh RE EAN 

用 的 是 式 (2.42 a)， WGA 
NG HAN SEER. m 


SESHU 和 BALABWIANT 18552, 全 以 这 不 是 一 个 前 要 Wi. 
我 们 还 假设 A, fn B, KILAR 1030 Y(s) 的 行 是 按 相 同 的 边 的 次 
TEARS. 

ZEN, FEAR 2.11 BESSA N, N 的 有 关 
FTG ER 2.12 pi, SERRE TS) ERER 
电流 定律 ， 


€, e; Es [^ es ils) p 0-4 

1f 0 e j| ias) 0 

Agi) =2)7! 72 2 0 is(s) 5 
310 i 0 —1 D] l(s) 0 

4-0 0 —1 1 —c &G)* *o- 


Bl @ a CG € (Vie 


图 2-:: 网 阁 的 所 路 图 图 2.12 对 应 的 有 向 图 
X Hoa Home EWR VCs) SR o h rik BUB E Z(s) 和 支 路 


电压 涛 从 景 BOHRER: 
-vits}- Ls Ms 0 人 C+ -is - 0 4 
vats) Ms Ls 0 0 0 | iets} 0 
=G o o de oio] 9 le 
v (s> J ms 
vs (s) ~ § 0 9 R Oo] fils) 0 
-0 0 0 0 o> lis) Cv). 


我 们 注意 到 ， 在 Z(s) 中 与 电压 源 的 这 相对 应 的 行 和 烈 仅 由 志 
: 这 对 工人 3) 也 一 样 。 

， 问 题 转 为 找到 使 式 (2.40) 一 (2.42) 戌 
THRE V(s) 和 1(s)。 理 沦 上 这 个 过 程 是 答 章 的 ， 它 相当 于 解 一 
个 联 立 代 效 方程 组 。 实 睹 上 ， 我 们 很 少 通过 常规 过 程 获 得 此 和 解 ， 因 
为 包含 拘 方 程 数 大 当 多 。 例 好 图 2.11 中 的 篇 首 网 络 ， 我 们 需要 解 
士 二 个 联 立 方程 式 。 根 据 我 们 以 前 的 经 验 ， 我 们 知道 ， 式 (2.40) 和 
《2.44》 市 给 出 的 方程 不 是 所 有 都 站 线性 部 立 的 。 因 此 ， 我 们 第 一 多 
是 试 着 去 掉 凡 是 可 能 多 祭 的 方程 ， 然 后 设法 进一步 减少 方程 数 。 

出 于 关联 归 阵 和 回路 矩阵 的 特性 是 已 知 的， 从 我 们 前 面 的 讨论 
[定理 2.1 和 2 .4 中 立即 可 以 得 出 ， 仅 有 TI-n 一 c) 个 线 性 独立 的 
EER AR EUR m(-b—n cR EEFESICE A ERS 
8. 


- 88^ 


对 于 一 个 给 定 的 电网 


H 3542 33 Ek: A MAA DREN Q 仅 相差 一 非 奇 异 变换 ， 
E QUAE aE k B DC HERI EORI RE Bo 3 3 Eos (3188 
2.14), 

推论 2.8. =L 

Q.IG) -0 (2.46) 

ff, AJG)-B 

应 用 S 1.3 中 输出 的 对 切割 的 解释 ， 式 (2.48) 的 物理 意义 是 不 
难得 到 的 。 由 于 有 向 图 6G 的 切 蚀 对 忘 于 实际 网 络 中 的 一 组 导线 ， 割 
断 这 些 导线 将 网 络 至 少 分 开 成 为 两 个 连 肥 部 分 。 众 所 周知， 这 些 导 
线 中 的 电 访 ， 良 据 人 参考 方 向 可 以 知道 ， 它 们 的 和 是 零 。 

推论 2.9. wR- EELA Q AB 的 列 是 E pl t fO 22 
树 支 的 顺序 排列 的 ， 并 设 


Q-[Q. Qd (2.47) 
B-B; Biz] (2,48) 
LGG--QiiQul(s) (2.497 
Vils) = BE Ba Vi) (2.50) 


RP LOM LG) e 3 Eel pi kx 16) 2 Str T Bi t 38 定 的 弦 
和 衬 支 电流 的 子 医 量 ， 同 时 Vis) FI Vi GO era HAC RE V (s) F 
DAAT HERRAR BERITE, 

drtitrrdi EM 2.5 和 2.8 Bl. CARE 练 二 (习题 
2.15). 

推论 2.9 HAUTA BARA Li dn EON HB CER DAE TER UE T 
icit D ER e X A SCC 4902 R ARMY, B Za -- AUER BS 
WEBREAGHET HE. RUM, TURE D84222 EXT. 
TERN EAE CE ORAN, DA HCSEERETER ERE 
AGE RE EH. Alt, dni ` BN kL MS RE HEAR E 

Aisne, WARE De m ELE. Tl ae 

# r POE. Bum, RE domt OSAR. 
BZ Us) A Vs) Ns vere FHT 


ere 


2b Ji BACAR 4002. 41)1 
这 些 方程 总 相 容 的 ， 我 们 确信 有 一 个 解 
SERS, WDE LHRH), TRS AL 
天 。 在 下 一 节 中 ,我们 将 介绍 如 合 组 织 
数 将 大 大 地 减少 。 

为 了 方便 起 见 ,从 现在 起 在 书写 变节 和 矢量 时 将 省 略 复 变 基 5， 
WI Sy E FR RO AE Sen EMRE Br THEO FR 


RSE iT), QL 
Gob, MRH RERE 
网 给 这 个 MER iE K 
HL DEE 


u 


8 8. HIS aaa a 


SUS L-WRNGBHRMAR, XX (2.40) — (2.42) BAE. 
个 基本 方程 组 相当 下 下 列 三 个 方程 组 的 联合 


Qi-a (2.51) 
BV=0 (2,52) 
VETO ap, 、 
vel] i [ls z l ETA (2.532) 


LA J, 0 04 

iM v 

式 中 下 标 s 是 用 来 表示 对 应 于 电源 的 那 
表示 所 有 共 它 边 的 电压 或 电流 。 

3.1 eB RUE RU HORA 


如 果 我 们 用 式 (2,53 a) 代 入 式 (2.52)， 然后 再 结合 式 (2.51)， 
我 们 得 到 支 路 电流 方程 组 


BZ4 [-BE; 
Lud a j (2.54) 
在 这 里 介绍 这 个 方程 组 是 因为 它 的 历史 价值 . 早 斯 的 工作 者 们 ， 
包括 基 尔 霍 夫 本 人 ， 在 他 们 的 工作 中 应 用 过 这 方程 组 。 该 方程 组 是 


、68 。 


TY -TYY (2.535) 
f . 
iv T ` 7 


HEEREN, TP 


ai 
[4 
& 


BE b AU RIEL b FEE Hes 这 此 电流 能 用 通常 的 方 
BRE, 

RLE, SEGURA (2.53 0) IARC., Bat erat, 
人 .52)， 我 们 得 到 支 路 山 压 方程 组 


(2.55) 


读 方 程 组 是 含有 有 b 个 未 知 支 路 电压 的 b 个 方程 的 集合 。 这些 方 
程 温 没有 多 少 实际 应 半价 值 、 因 为 它们 包 会 的 方程 数 还 足 太 多 ， 另 
TC ERIS WH, 


3.2 回路 方程 组 


加 路 和 节点 方程 组 最 早 是 四 MAXWELL # 1892 #&: 为 了 有 效 
地 般 决 电网 络 问题 而 建立 的 。 它 们 相当 于 变量 的 一 个 系统 组 合 ， 这 
样 就 使 必 误 的 方程 数 能 能 减少 。 本 节 我 们 将 讨论 同 路 方 程 组 的 表示 
A, 市 点 方程 组 的 表示 式 将 在 全 节 介 绍 。 
由 于 满足 式 (2.51) 的 任何 工 首 扰 包 含 在 BE- 空 间 中 ， 又 由于 了 
的 列 是 B- 空 间 的 一 个 基底 ， 于 足 存 在 着 一 个 m- 矢 量 I。， 使 
I=B', (2.56) 


矢量 Le WAM Re, 1x28; ROTA A XE 回路 变换 ， 用 回路 、 
电流 这 个 名 称 的 理由 是 因为 1。 的 元 素 实 味 上 可 以 理解 为 沿 着 用 B 
的 行 定义 的 回路 集 环 流 的 所 流 集 。 网 孔 过 访 这 个 术语 也 壳 作 为 回路 
电 礼 用 于 文献 中 。 本 书 中 ， 对 于 具有 和 鱼网 殉 筷 外 观 的 平面 网 络 我 位 
将 保留 网 孔 电 滚 这 个 术语 。 

在 数学 中 ，B’ 的 询 也 叫做 B- 空 间 的 参考 系 ，I。 中 的 元 到 是 了 
关于 这 个 参考 系 的 坐标 。 因 此 ,我 们 的 问 芽 是 获得 工 的 坐标 ,以 致使 
FIBER .52)82.53:), AH, LSTA SERA 
结果 为 


69 。 


推论 2.10. 当 且 仅 当 存 在 一 个 m- REL, GE 
I=B'L, (2.57) 
"d QI=0. 


如 果 我 们 应 用 式 (2.57) 连 园 式 (2.52) 和 (2.53 a)， 我 们 得 到 回 
路 方程 组 


Z,l,—E,. (2.58) 
AP 
Z,-BZB' (2.59 a) 
E,— —BE (2.59 b) 


系数 矩阵 Za ARAN BLM, eE E, 叫做 这 路 电压 源 
矢量 。 式 (2.58) 描 写 的 是 含有 茵 个 回路 电流 的 mm 个 方程 的 系统 。 
已 知 这 些 回 路 电流 ， 我 们 就 能 够 从 式 (2.57》 求 得 女 路 电流 和 从 式 
(2.53 2) 求 得 支 路 电压 。 其 时 间隔 数 由 拉 普 拉 斯 反 变 换 求 得 。 

在 这 个 公式 中 除了 将 方程 数 从 2b 减少 到 m 以外， 指 由 在 大 多 
BERT, EE Z。 ME, 能 够 根据 网 络 通过 观察 直接 写 出 是 有 意义 
的 。 这 个 规则 通常 是 简单 的 (习题 2.17), 在 有 关 现 代 网 络 理论 的 许 
多 课本 中 都 能 够 找到 (例如 ， 见 CARLIN 和 GIORDANOL1964])。 
任何 一 个 电气 工程 师 几 乎 都 会 不 通过 式 (2.59) 的 矩阵 乘法 来 获得 回 
路 方程 组 。 

我 们 将 通过 下 面 的 例子 说 明 上 述 情 况 。 

例题 2.1， 考 虑 如 图 2.13 所 示 的 梯 型 网 络 。 EMMOTT 
G 在 图 2.14 中 给 出 。 因 而 我 们 有 m=3, 三 个 回路 的 选择 如 图 2.11 
所 示 ， 需 要 满足 的 条 件 是 B 为 个 基本 回路 矩阵 。 


PRIM 
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0 ts Ms 0 0 o 0 0 

0 Ms Ls 0 0 ¢ 5 

jo o e Ea 0 0 9 

Z= Ó 0 o0 0 R, 0 @ 65 

0 0 0 & D 0 @ € 

0 0 6 © d 0 R 0 

0 0 0 0 5 0 0 Z, - 
= (2.61) 
EUR E ESSET TZ H 

E'-[06000000] (2.82) 


1 BC Sum ya 
a9 3 4 Rr 


wh LN Q dk 


azu BLAM 


图 2.14 图 2.12 网 络 相 对 应 的 有 向 图 


进行 式 {2.59) 所 表示 的 矩阵 乘法 运算 ， 我 们 得 到 所 要 求 的 回路 方 稚 
组 


-71e 


Lates Ms cs 0 la 
Ms— as LystR;+-- —R in Í 
| —£ Be-RS RerR,+Z Li, 
qu 
=| o (2.63) 
Lad 


考察- TAN .的 结构 及 如 图 3.13 中 所 示 的 三 个 回路 ,回路 盟 搞 
EZ. 也 能 根据 网 络 过 过 观察 获得 。 AUR. 是非 奇异 的 ， 回 路 
IHRE Ta 就 能 名 BAERE Z, 的 地 来 计算 。 MARE AMEE 
TAG 

和 | 一 iT Y, 

i m va | | Lasini Ms, 

is m ya | Msia + Lesing 

i | ik] fve | | Ga iayfCs 

is [7| iai [Pe [7| G.L Rs (2.64) 

ig ins Ve Cerio) ga 

i, ing Yr iR; 

ig | ing -| Lv l 一 DaZs 


如 果 回 路 电流 解释 为 环绕 由 B ESA TGR SD MEA 
路 电 访 也 能 够 直观 地 从 网 络 求 得 .例如 在 图 2.13 h, iSi ia 和 


d——ia 


应 读 注 意 到 ， 在 这 推导 过 程 中 用 干 式 (2.52) 中 的 基本 朵 路 知 阵 
也 胃 于 式 人 2.57) 中 作为 回路 变换 ， 尽管 根据 推论 2.10 没有 必要 这 
么 做 。 任 何 一 个 基本 回路 抢 阵 都 可 被 用 来 进行 回路 变换 。 然 班 ， 如 
果 两 个 不 癌 闻 基本 回路 姑 阵 ， 一 个 用 于 式 (2.52)， 而 另 一 个 由 于 式 
《2.57)， 回 路 方程 组 的 系数 矩阵 甚至 对 互 易 遇 络 也 将 在 不 对 称 的 ， 


Tbe 


FANS $ SUEDE IHE HUS qea K eB rZ ab. I 
JE DXCEEQ Aa Ho PE ORCA ER Fd T 3E A ATE MEAE 
很 方便 的 。 

让 我 们 用 下 面 简单 的 例子 米 说 明 这 个 观点 。 

例题 2.2, 游 虑 如 图 2.15 所 示 铝 网 络 太 共 相应 的 有 向 图 G , 
FT RH GO EA ERE BA B^, "EDI PARA 


Re 


图 2.15 网 络 及 共 要 应 的 有 向 图 


0 1 1 oad (2.65) 
p* 1 —1 9 °] t 

Ë 1 0 1 1 (2.66) 
E'=[v, 0 0 0 0] 《2.67 

9 0 0 2] 

0 R; 60 0 D, 
Z=|0 3 R 0 0 (2.68) 

0 0 0 PR, O 

[0 0 0 0 R, 


T2 


dude AC es) 给 出 前 ox LR ABE B 应 用 到 (2.52) 和 (2、57》 
ZAD. NSS AM Pa 


R: +R; =R; - ia Ve 
BN R.+R,—R;- sls (2.69) 
UE DER REOR 
ias (Rsi Rit Rs)y,/A (2.708) 
jar Rav, A (2.705) 
AP 
A=Ro(Ba+ Rit Bs) + RRt Rs) (2,700) 
AR (2.57) (2.532), 我们 有 
Fi] P-R ReeROv/A [v] [ v 7] 
m Gio Rt RvA | [ve] | Ri, 
i |= —GuGROv/A [Ri vs [=| R; (2.71) 
i, R,v,/A Va Riis 
Li | L R.v,/A 4 Lvs} LR - 


如 果 将 B 应 用 于 式 (2.52)， 同 时 将 B+ eR BU 应 用 于 式 
(2.57), EI; EUR S 
BZB'IL,—-—BE (2.72) 


xtti Edere V, RIEA 
及 :十 Rs R, ][ 
Lok, Ri 二 Rs L (2.73) 
加 路 电流 出 下 式 给 出 
ia (Rul Rs) vA (2.748) 
i =R;v,/A (2.725) 
X 
A= (Rit Rs) (Ri + Rs) + R.B, (2.740) 
SAE PR n 


nc 


QU /—I -1] [— (Rs FR +R.)v,AA1 


| h | 1 1. (Ry +R, +R vid 
ij- =i o Ela) a Rows 
| i, 0 1 [^ Riv,/A 
lit bo a L RA 


ERITI PARE UB], Ari SED (2 632) fü, Sys 
人 《2.1) 中 给 出 总 朝 同 . 广 意 式 (2.73) 中 给 册 的 系数 矩阵 是 不 对 称 的 ， 
再 式 (2.89) 中 给 出 的 系数 算 隆 是 对 称 的 。 由 于 对 称 性 更 男方 恒 ， 所 
以 对 品 路 方程 组 我 人 很 少 选择 两 个 不 相同 的 基本 同 路 矩 陈 。 

另 一 有 直角 值得 提 超 的 一 点 是 式 (2,53》、f[2.59) 和 (2.73) 的 系 
数 抠 阵 全 都 与 已 源 无 关 ， 这 是 顶 计 到 的 ， 因 为 所 有 的 电源 都 已 经 移 
HERRA. WEZ, RNEER PIRI EEMI E 
BRER AOR ERL sa a 

由 于 在 有 向 或 无 向 图 中 短 搁 一 条 过 并 不 政变 它 的 零度 。 所 以 我 
DIEA 

# 2.11, 4 G+ JE — ID LAS G H BTS AE 应 于 独立 电 
RST I, TESA i RR. X 
B fi B* 2:344: G fü G* RE T BUR RT OS 回路 交工 集 形成 
Bux [E ABE, XU EEG PEFEA EL REEL BUS BUR 
kil 


BZB’ =B*Z,,B*’ (2.78) 
SUB Za。 是 式 (2.53a? 中 所 定 愉 的 。 

此 推论 可 直接 从 式 (2.53? 中 给 出 指 答 阵 的 分 块 得 出 ， 共 证 明 是 
简单 的 ， 留 作 练习 《习题 2.13) ,然而 ,正如 在 82 中 提 到 的 ， 我 们 无 
疑 地 已 假设 G 不 包含 有 电流 源 ， 即 在 起 12 .53a) 中 鸭 瑟 是 一 给 定 的 
URL, 

Sin, SRM 3.1 中 给 出 的 问题 。G 的 简化 有 向 图 G*R 
ÆR 2.16 中 。 应 用 对 应 于 图 中 表明 名句 路 集 ， 我 们 有 


+The 


(2.77) 
Z, AGRIEA(.0DJA Z b E A FERIA — AUS REE. A 
易 检验 ， 在 进行 必要 的 乘法 运算 以 后 矩阵 的 积 B*Z, BY 给 出 式 
(2. 653) 的 承 数 和 矩阵 。 
在 结束 本 节 以 前 ， 计 我 们 总 结 这 个 结果 为 
定理 2.13， 对 于 一 个 电网 络 G， 和 如 果 回 路 阻抗 BRR 
的 ， 则 所 的 解 由 以 下 两 式 给 思 
I=—B'(BZB’)'BE (2.78) 
V——ZB'(BZB/)-BE--E (2,79) 
注意 ， 在 I 工 和 VW 电压 源 支 路 除外 ) 的 解 中 ，E 节 支 路 电压 源 仅 
表示 为 乘积 一 BE( 一 BR)。 这 意味 着 电压 谓 在 实际 CENE bi NUR 
AREER, RAEN MAA E. 起 作用 。 


3.8 切 芭 方程 组 


图 的 割 集 的 概念 最 蛙 是 由 WHITNEY 1933 年 引 人 的 。 对 于 它 
鹏 特性 的 研究 及 其 在 电 疝 络 理论 中 的 应 用 是 由 SESHU fff REED 在 
1955 年 和 1956 年 进行 的 。 他 们 工作 的 总 结 是 由 BRYANT 1961 年 
势 出 的 。 本 节 主 要 巧 基于 他 们 的 工作 进行 论述 。 


Er 


WA RAGS MT ABR, BEC. RATRE 
的 讨论 比 逆 一 市 进行 得 快 一 些 。 因为 任何 满足 式 (2.523 的 Y 必 
REO RM, RAX 弛 的 列 是 @Q -空间 前 一 个 基底 ， 我 们 有 
‘习题 2.23) 

推论 2,12， 当 且 仅 当 丰 在 一 个 7- 矢量 V。， 使 

v-Q'v, (2.80; 


Hb, 有 BV 二 0。 
Ak V. 叫 获 切割 电压 矢量 ， 方 程 (2.80) 称 为 切 审 蛮 捷 。 ETIS 
电压 这 个 名 称 苍 由 来 是 因为 下, 中 的 元 素 能 总 等 问 于 或 者 HEAS 
月 Q 的 行 定义 的 切割 有 关 的 出 于 条。 对 于 芋 些 切割 的 选择 , EEUU 
电压 成 为 网 络 中 某 些 节 点 对 之 出 的 电压 ,并 称 为 节点 对 电压 (KRON 
[1939]1), MÈ Q 26 Q,, KG VARs EEL Q, 的 树 的 树 支 电 
JE, WEO A, NBR PRATT EE., 在 可 能 型 解 为 
节点 对 电 下 的 情况 下 ， 切 制 变换 也 称 为 节点 对 变换 。 

六 此 ,和 回路 方 春 组 的 表示 式 一 样 ,我 们 接 下 安 的 问题 是 获得 对 
ETA 的 列 定 义 的 参考 系统 的 的 化 标 ,第 式 (2.51) 和 (2.53b) 
也 得 到 浇 足 。 这 容易 通过 简单 的 代 换 获得 ， 结 果 由 下 式 给 出 


Y.V,=1, (2.81) 

式 中 
Ye QY (2.82a) 
J= -QI (2.82b) 


式 (2.81) 中 给 出 芍 方 程 组 称 为 切割 方程 组 。 RUAY, 叫做 网 络 
"up TAERE, J 川 做 切割 电流 源 父 量 。 式 52.81) 撒 述 的 是 含有 
rA FRE PHA, LE. TARR KR 
《2.80) 求 得 支 路 忆 压 MAAC Sb) Rc P D. HAAS 

和 回路 稍 汇 一样， 在 C2.51} 和 红 .80) 二 或 中 没有 必要 采用 相 河 
HARARE E Q。 然 而 ， 和 如果 对 式 (2.51) 和 式 (2.80) 采 用 的 是 两 
PAU RAND WIPE, MIAS ELE FA Be REE ES Sy 


MH 


di FECI AEES S. ATURE BE. DALER 
Te] — 3M zs EEH s 

如 果 QUEA BSI S RAE TRO 5 ë 
WELL 2892 年 发 现 的 。 节 ROPA Te BE A Sam yt 
SSE JETP YS AVAPRO E ho- AJ WEEDS ds 
t DHR RER X N HRE 
出 (习题 2.27)， 而 且 V. 中 的 


FM Fee ke MAK 


网络 中 的 节点 


际 分 析 中 已 得 到 广泛 应 用 。 
定理 2.14， 对 于 一 电网 绩 G， 加 果 切 害 导 纳 短 阵 是 非 奇 异 的 ， 


则 6 的 解读 以 下 西式 给 出 
V. OQ OI (2.83) 
I=—¥Q'(O¥Q)“OI4S (2.84) 


EREE, 在 V 和 MM Thaw tt 

流 : ger RL-QIC-3), 流 源 在 实际 支 路 中 的 分 
A 3 RAM rea M aji 
m 将 用 下 SIEBEN Li *€. 
"m 2. 2.3, HEAT 2.17 3f H 


2.17 ERRATA 


e € € @ 

3:741 1 1 05 
A= ; 5) 
2- 0 6 —1 11! (2.85) 
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20 9 —1 1 
Ate | | (2.88) 


311 —1 9 —1 
SRLS J SE USD 
Y-[ 9 c 0] (2.87) 
TE do BR SHARE Y REET.: 
pe 9 o 0 i 
0 G 0 0, 
Y= (2.88 
0 0 G, 0 (2.88) 
LO Mi 0 G] 


到 式 (2.51) 和 (2.802 ,节点 
T JFHH F RAT 


BORA N (2.883 be e x p 
DRA Ae SEE RE BY 88 


i 


956 DG yvan, M (2.98) 
L —G; š Uva | 0 
和 点 对 基准 点 电压 Ya 和 vo KEELI 6 s SERIEN, UR 
由 下 式 给 出 
Vor (G +G M, A (2.90 3) 
Vy GA (2.90 b) 
As GG: - O0 - G.G, (2.906) 


BOR(.80) 2.53 b), fi 


" (GT GO/A ri la 

v (G +G) /A Ë fox (2.91) 
wl] casa Mli [l Gs 

», Gá,/A LJ Gav, 


如 县 变量 va 和 Van 分 别 解释 为 从 节点 1 和 2 到 基准 节 点 3 的 
电位 差 ， 即 节点 对 基 丽 点 的 电压 、 支 路 电压 也 能 够 直观 地 根据 网 络 
获得 。 例 如 在 图 2.17 Wt, SERRATE vs TAA 1 到 节 上 2 UE 
BŽ, BEva— vuv. SEU, EBE v, 与 节点 对 基准 点 电压 
vu 是 相同 的 。 


12e 


现在 ， 如 果 将 A 应 用 济 式 (2.51)， NARIGA” fy HAC 
应 用 到 式 52.80)， 旭 节点 方程 组 碟 为 
AYA*’V,=—AJS (2.92) 
TRISH. BNA 


[ -G ~G; T ° Hi^ 1 (2.63) 
GiG —G, + və d -0 
节点 对 基准 点 电压 vue 和 vo B Ro 

Ya Gi, /A (2.912) 

Vac — (Gs t GOLA (2.84 b) 
式 中 

A =G,G, > G,(G;+ G.) (2.940) 


支 路 电 夺 能够 从 式 (2.80 int V= ANY. SEES, dc 路 BA 
(2.53 b) 来 得 ， 它 们 与 式 (2.91) 中 给 由 的 相同 。 如 果 变 是 va 和 Yo 
分 别 解 释 为 从 节点 2 和 3 到 基准 节点 1 的 已 位 差 ， 妆 路 电压 也 能 直 
湿地 从 图 2. 17 中 给 则 的 区 党 得 到 。 例 如 支 路 电压 Y3 是 从 节点 2 到 
节点 1 的 电位 差 的 负 值 ， 即 v = 类 似 地 ， 支 路 电压 Y 等 于 
大 节点 2 到 节点 3 eas, By =v Ya B v 中 变量 的 
物理 解 各 为 节点 对 基准 点 的 电压 仅 仅 足 对 关联 答 阵 适用 。 以 前 我 们 
BREE. AR A LAA WAS RABE, INSECTS 
5t i RESTE ACY BC E a. FR s RIA T ES t in BT, 
VH F 基 淮 点 电压 . 

DIMER TU AE 932 LORE 是 不 对 Tio. Tiyu 
(2.89) 中 给 出 的 系数 矩阵 是 对 称 的 。 由 王 对 称 性 更 方便 ， 所 以 我 们 
对 于 切割 方 程 组 很 少 选 择 两 个 不 同 的 基本 切割 怎 取 。 

为 了 说 明 意 图 ， 让 我 作对 一 个 更 复杂 的 含有 一 个 昔 向 导电 网 络 
GUESS BITS FH ELO DADRA, 

例题 8.4， 考 虑 如 图 2.18 TAH, ART BEBE. 1 中 

.80 . 


: 广 - 令 -一 
I eo 3 T | 
1T = Ñ 
i "T iie be 

5 


图 2.16 Pintura 
所 考 感 的 网 络 。 网 络 对 应 的 有 向 图 局 在 图 2.19 中 给 出 。 


图 2.19 [zie ARRERA 


Big, TAAL r—4. 228 G 的 关于 树 eee (在 图 2.19 中 用 
HERRON -ARER Qu RU 


E: B14 es Er £y es es e 
ipi 0 0 0 =! 0 0 0 

i0 1 0 0 i 1 0 0 (2.95) 
9—s|o o 4 0 ° 1 0 1 
fe 0 0 1 00 —1 -1 


FSG AGS Be AE YOR Aa F 
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[L/YS 0 000-M/YS0 0 

0 C$000 0 00 

0 000 o 00 

y= 0 0 96,0 0 00 
i e booo o vo (2.96) 

—M/YSO0 0020 L/YS 00 

| 0 ga¥Yr000 0 00 


0 0000 D 0 Y, | 


Ap Y CLOMID, Y; GCS. c Rib C Se ERREI 
WA 

J-[000p0i000] (2.97) 
WROC SDR AY REELS A, PATE A EG I RE 
a 


£ LYS | —M/YS —M/YS 0 ye 
—M/YS C,S+L,/YS Lz/YS 0 va 
ps LYS G;+L,/YS+y, 一 Ya | Yes 

— B Y. —Ys Geyd Ye = 
N 
E (2:98) 


Lo 


EE V. PERO PuSMEDT tek, APE 们 可 以 等 
周子 持 支 电压 。 例 如 支 路 电压 v. 与 切割 电压 vo HAA B v= Ya 
Jb x-2, 4, 5, 7, RMR RBI Y. 是 非 奇 异 药 ， 人 出 切割 
RERBA. EHRE Y. 的 送 是 相当 元 长 的 ， 一 种 称 为 折 插 
分 析 的 简捷 方法 将 在 第 4 章 中 介绍 。 

与 上 一 节 中 主 论 的 回路 情况 一 样 ， 切 割 导 纳 和 抢 阵 电能 从 将 所 有 
: 邓 立 电流 源 移 去 后 的 简化 网 络 求 得 。 重 所 一 下 ， 我 们 恨 设 在 原来 的 


BIS ER EEE HE MI 

推论 2.13, W G* 是 从 一 电网 络 G 中 移 去 所 有 对 应 于 独立 电 
流 源 的 那些 边 后 获得 的 有 向 图 ， 而 保持 对 应 的 切割 数 不 变 。 和 如 果 Q 
和 Q* 分 别 是 由 对 应 的 切割 集合 形成 的 G 和 G* 的 基本 团 割 年 阵 
RAR GPA FEE PAD OL, 

QYQ'-Q*Y,,Q*' (2.93) 

Ah Yo 是 在 式 (2.53 DEY, 

该 推论 的 证 明 是 简单 的 ， 留 作 练习 (习题 2.24 ) 。 


8.4 BUE 


在 前 面 两 节 中 ， 我 们 已 经 介绍 了 关于 求解 网 络 问题 的 两 种 有 用 
的 方法 。 不 过 ， 这 些 规范 化 的 步骤 并 不 是 对 所 有 尊 题 总 是 最 简单 的 
方 落 。 在 许多 一 般 性 的 癌 题 中 ， 赁 观察 和 采用 简捷 方法 比 求解 四 路 
和 玩 乔 方程 组 提供 的 解答 要 容易 得 多 。 这 些 公 式 的 真正 价值 在 子 它 
们 的 普遍 性 ， 这 样 它们 就 能 为 数字 计算 和 编制 盘 序 。 尽 管 这 些 方法 
PE HAT LA RRR RMA, BRP waa 
BREAK ML, AAS GERMS ee ot RE, 
BMAEXERDADE S, Bp RASA CHARA BAe 
KEE HT RRR TRIN ERA, EGDB YR 
认为 是 基本 的 变量 。 前 面 介绍 揭 刁 路 电流 和 切割 电压 是 用 来 计算 基 
本 变量 的 辅助 变量 例子 。 辅 助 变量 的 另 一 种 类 型 定义 为 电 旋 和 电 讨 
的 乘积 。 作 为 参考 常规 ， 这 里 我 们 采用 乘积 
P.(t)=idt)w,(t) (2.100) 
定义 为 功率 函数 ， 它 对 应 于 支 践 上 中 吸收 的 功率 ， 如 果 我 们 对 式 
(2.109) 在 任何 两 个 界限 tL t Z RP 


OLX (2.101) 


我 们 还 引 人 另 一 个 辅助 变量 叫做 能 量 畏 数 。 在 下 面 我 们 将 证 明 ， 如 
果 兹 嘲 函 数 是 常规 的 ， 基 尔 填 夫 两 个 定律 意味 着 能 量 守 全 的 意思 。 
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BRI. TUBIS ALE OBE AEE el A A Ey — 7 Z: ETE E 
XO] 2.61 $02.62 ), 

定理 2.15( 特 勒 根 定理 [1952])， 和 如 果 网 络 G 中 的 电 流 和 电压 
分 别 满足 基 尔 霍 夫 电 流 定 律 和 电 还 定律 ， 则 


Pt) =0 (2.102) 
Ir 
WA, 由 于 
X p (= (t) V(t) (2.103) 


gel 


法 定理 是 从 Kb) 和 V(t) 是 互相 正 交 的 事实 0818 的 (推论 2.5 和 


定理 2.16, 如 果 能 蔡 函 数 是 绝对 连续 函数 ， 以 致 下 (2.101) 
及 共 导 数 都 存在 ， 则 基 尔 起 夫 定 律 意味 着 能 量 守 便 ， 


Liw.(t) = 常数 (2.104) 
E 


8 4， 网 络 行列 式 及 其 广义 代数 余子 式 的 
不 变性 和 相互 关系 


一 个 网 络 的 癌 路 阻抗 甜 阵 或 切割 导 纳 年 阵 的 行列 式 的 零点 叫做 
网 络 的 自然 频率 。 众 所 周知 ， 这 些 频 率 表 示 网 络 的 自然 响应 特性 。 
因此 ， 和 看 来 网 络 的 让 然 响 恋 似 乎 也 依赖 于 同 路 或 切割 的 选择 。 这 样 
一 种 依赖 关系 是 与 电网 络 的 状态 客观 存在 矛盾 的 。 半 此， 有 必要 说 
明 情况 并 非 如 此 。 

本 节 的 主要 日 的 是 沉 明 网 络 米 数 半 于 网 络 参 汰 结构 的 一 般 变换 
是 不 变 妈 。 我 们 还 要 指出 不 少 网 络 的 不 变量 性 质 到 决 于 它 的 所 盾 结 
攀 耐 不 是 网 络 元 件 特性 。 因 此 ， 这 些 特性 不 仅 对 电网 络 适用 而 且 对 
其 它 的 系统 也 适用 。 


BAe 
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RTPA TAA RR uci k Bon M e Fd 
首先 是 由 JEANS 在 1925 RH, MA H PERCIVAL 和 SHEKEL 
在 1954 FERAM. RTO REY 行列 式 也 常 有 同一 陈述 
(Bin. DL TSANG[ 19545). Hi SESHU 1955 年 指出 在 一 般 情 况 下 
回路 阻抗 矩阵 的 行列 式 在 回路 变换 下 不 是 不 变量 。 然 而 ， 它 人 是 通 
过 仅 取 次 于 两 和 加 路 集 选 择 的 一 实 常 数 相 联 系 的 。OKADA 在 1955 
年 指出 用 f -回路 形成 的 回路 隆 抗 矩阵 的 行列 式 是 不 变量 ,得 中 
29 pr IR fo orejas Sr, Ero een A T f ACRES A 3 
CEDERBAUM 1935 FRENA EHRE a 
REUTER RS HE E sz LR HR LACE ADAE E, fu 
EM FAS BH AAAS RETE MERE E AE sE 面 网络 的 
T3] 3,30 p.f [ri 2 A ER — 2 Ha aC f) e SE HUE Eb, Mus 
Telus BE BL SB ERU S HERE PAESE 不 变 量 的 条 件 
下 ;其 比 率 等 于 网 络 的 支 路 阻抗 矩阵 的 行列 式 。 这 是 对 TSANG 
1954 年 比较 早 潮 工作 的 推广 。 网 黎 行列 式 不 变量 特 性 引 季 到 代数 
从 子 式 的 不 变量 特 必 最 近 由 CHENL1976 年 ] 给 出 ， 他 还 指 ye 
VEE G ARERR AS, EK. PREETI 
Se ts ab TAR EU SPEEA 主要 中 建立 在 Cederbauf' 和 
Chea 工作 的 基础 上 。 


4.2 ”初步 考虑 

#S={1, 2, 1. xh. BP px bP CHAE, VE F 
Oo 了) 分 别 是 由 对 应 于 集合 工 和 有 工 PERRITA 列 所 组 成 的 了 
WHERE, del — us b, s ALs e hb, oe AZA 
HES, MS, Mrs. ME no. SM FU RAR PO, X), det 
F(T) 称 为 下 的 主 行列 式 。 显 然 ， 如 果 FONERA RR. WEE 
F 的 大 于 和 矩 隆 { 见 定义 2.4)。 除 韭 有 相反 的 规定 ， 在 本 章 PREN 


n 


T, RRE S h +-38 J, 的 补 集 。 

从 所 周知 ， 方 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 它们 各 自行 列 式 的 乘积 ， 
但 对 于 非 方 矩阵 的 乘积 ， 它 的 行列 式 也 许 不 那么 获悉。 为 此 ， 我 们 
将 陈述 筷 陆 理论 中 的 一 个 定理 叫做 比 而 - 柯 西 定理 。 访 定理 对 于 许 
多 推导 应 用 相当 广泛 。 

定理 2.17( 比 甜 ~ 村 西 定理 )， WRC. DMF sy HE pxa, 
4xs 和 sxp 3 3EBE, EROS, sy E, M 

det CDF= > liaecapaepa,, I,)detF(S,, 1) 
(2.105) 
Xb, #15, SB S 和 S, 的 子 集 ， 同 时 和 式 是 对 所 有 可 能 
存在 的 这 样 的 子 集 1, 和 下 R tr, 

读 定 理 在 网 络 理 论 中 具有 很 大 的 重要 性 ， 它 在 拓 厦 和 网 络 矩 阵 
之 间 起 桥 奖 作用 。 网 络 理 论 中 前 许多 拓扑 公 式 是 适 过 应 用 这 个 定理 
EL. 

AAP RATS fe BR E ee aL. ERPEABSSRAO T. 

定理 2.18( 雅 各 比 定理 ): SEP — ORAS RED, fu 
AC ik D MUR, NU 

éetDdetc(I,, Ju) -(—1)? * dei D(),, T.) (2.108) 
式 中 iE) yah nB S E L. AL PERKA, LAL BS. 
的 子 集 。 

上 这 丙 个 定理 的 证 明 可 以 从 奸 阵 理论 鸭 教 科 书 中 找到 (例如 , 见 
AITKEN 1962]), Meck BAR FEAR H. 

ETE LEM PIS, LL EEE 

r821- 
D=' 482 
“24 a 
MESES T h F San tH 


|. 88 * 


(2.197) 


1 
C=D-t=— | 一 28 62 ~] 
56 


At detD=— 392 ， 因 此 有 
"m 
deibdeiCC(,2) {23D = 482] y. 
和 
E= detD({ 14,43 yaa 
WERT RAL AE, 
EGER PRATER BUS, LR AAG 
的 回路 矩阵 和 切割 矩阵 。 由 于 BY 和 B^, 以 及 Q” 和 Q”, 的 列 分 列 是 
了 -空间 和 Q-se Hp ARE R, MAR, TEER RAP AUS m 和 r 的 非 
BE CAD, 使 ( 引 理 3.3 和 2.6) 
B=CB: 和 Q= DQ, (2.109) 
由 于 Q 和 B HAPEE 与 有 向 图 G 的 树 和 补 RERO T Ape 
关系 (定理 2.5 M23), FR 
B(L) =CB,(1,) (2.110) 
QU = D0(1) (2.111) 
HHL, AHR M 和 N ANE B A HAF EY 应 于 定义 B. 和 
Qi 的 单位 矩阵 Us 各. 的 补 各 t 和 树 t， 则 
C=M 和 D=N (2.112) 


定义 2.22, SRE, 


一 个 矩阵 具有 这 样 的 特性 ， 它 的 每 一 个 子 方 隆 的 行列 式 都 是 1， 
一 1 或 9， 则 该 炬 隆 岂 做 全 单位 模 和 矩阵 。 
这 个 定义 和 雅 各 比 定理 的 直接 推断 如 下 ， 
推论 2.14， 如 果 一 个 非 奇 异 方 矩阵 是 全 单位 模 矩 阵 , 则 它 的 过 
PERE i im CE RE 
定理 2.19, 一 连通 有 高 图 G 的 关联 征 阵 A., 人 -回路 矩阵 B, 


和 了 f- 制 集 短 阵 O, EUR e h OE BUE, 

TEM, 第 一 部 分 。A。 k UE BBB. AE A, TEE dE SE 
THR, HTATEROS-WARSAAAP ES ILA 1, X 
由 于 不 是 每 一 列 都 同时 兵 有 LA 1. META, Epu 
列 只 具有 一 个 非 零 项 ， 否 则 该 子 称 阵 将 是 奇异 的 。 用 这 一 列 展开 该 
子 矩 阵 的 行列 式 。 通 过 归纳 法 我 们 得 到 需要 的 结果 。 

PI, B Sey, SA 按照 式 (2.22a) 分 据 ， JE 
r An 是 对 应 于 定义 B, 的 树 上 的 料 支 的 大 子 矩 阵 。 ei 
E 


= ] (2.113) 


由 于 在 第 一 部 分 中 我 们 已 经 征明 A 是 多 单位 ERE, PF 通过 应 
用 拉 普 拉 斯 展开 式 ， 兄 于 证 明了 也 是 全 单位 模 底 阵 。 现 在 将 了 的 也 
给 出 如 下 ， 


Fos 


^ ° ] 2.114) 
LAT AL AGL e 


根据 推论 2.14 ， 卫 也 是 全 单 亿 模 生 阵 。 由 于 一 个 全 单 MRE 
By fE b E A fy AR (2.238), THRE 
a Al (2.115) 
是 Bi RE, BAAR, 
HERD, Q, 是 全 单位 模 抵 阵 。 从 式 (2.23b) RATT 
个 一 [Ai An USO (2.116) 
根据 式 (2.114), ATS Au 是 全 单位 模 乞 阵 ， 所 以 易于 证 明 Q, 也是 
全 单位 楼 矩阵 。 定 理 证 半 。 
这 个 定理 的 第 一 部 分 首先 是 由 YEBLEN #1 FRANKLIN 在 
1921 年 建 立 的 。 对 于 B 和 Q, 由 于 它们 是 用 G 的 树 来 定义 的 ， 所 
UA DERG EGA. MHF A. 没有 这 个 必要 。 显然 ， 这 些 
结论 容易 引伸 到 非 连 通 有 疝 图 用 来 OE S 一 个 t; -E f-34 
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#, 
应 用 定理 2.19 iE (2.110)f0(2.121), 我 们 有 
推论 2.15， 一 有 疝 Bla B X Q PSSEHECACTH BED tip RN 
TROC, Mk BOO QIN BR Q ACT, 1 
K(B) - LdetB(1,)3* (2.117) 
和 
k(Q) = detQ(,)]? (2.1183 
WT BULL) M QQ,) 的 元 素 是 1 ，- 136 0, WY (BD FIO 的 值 
BOE BRM 
ficg- AM BEP, EM 2.3 HAMS, HPE eese, 
Sipaeaerer，gl8a8ser6s 和 estos oues 形成 的 回路 所 定义 的 基本 Re 
3EB% 
£i Bz Cy G € 
【eleseieasd) 10 1—3 1 
Bea (enezeseret) 11 0-1 9-1 1 0 : 
(eene) 11 1 0 0 
(e;exeee 0 1 1 一 了 一 1 
(2.119) 


AXA S. Bik, KBH- 


XE. BWM AT 
9, 


OKADATE 1955 年 指出 ,如 困 与 BB 的 行 相对 应 的 回路 连同 假设 
出 每 个 回路 的 边界 所 形成 的 m Apri. ART 非 定向 Rie 扑 结 
H, JI B ATE ERU 2! 给 昌 ， 这 里 i 是 由 给 定 的 
B 确定 的 非 负 整 数 。 换 言 之 ， 对 于 这 种 类 型 的 回路 ,我 们 有 KCB) = 
2 显然， 不 是 所 有 的 燕 本 回路 兴隆 都 具有 这 样 的 特性 ， 上 面 给 卉 
的 就 是 相反 的 一 合 。 


WIZE TIS, W KCAD—1, K(BO=1 WK(Q)S2, KEM 
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GRE— B # Q ARIA AMA, Mu. 它们 不 仅仅 是 XUL k. 
AFM Tp RA EMA, BRE, MEET 
ER BCL.) AQ), AAE det B(L) = +4 Ai detQQ) = +1, 则 
KkOBYRIKCQYIER A RAE. FFARR, WBE 2.26, 

HT ECB) SI KC QUSE TA TERE BUT) M QOO Hoe RERE 
d PEPE A SEND FABRE TAA RRB UOTIS RE. Se Bub 
筑前 一 种 方法 如 下 (本 题 2,25)。 

推论 2.16. AUR B 和 QQ 只 含有 一 个 非 零 项 的 列 ， 又 如 聚 B, 和 
Q 分 别 是 从 B 和 0 中 别 除 这 一 列 和 包 售 这 一 列 中 非 零 项 的 行 后 得 
到 的 矩阵 ， 则 


k(B) -k(B,) ff k(Q) =K{Q,) (2.125) 
显然 ， 可 以 在 B; 和 Q, 中 重复 以 上 过 程 直到 没有 这 样 的 AA 
tk. CHUTE, Re 是 只 包含 在 中 一 个 回路 比如 说 
工 , 中 的 一 条 边 ， 则 B 有 一 个 列 其 组 成 是 对 应 于 回路 工 ! 的 行 的 元 素 
Jp iXb—i. FIBPBURCUGOEDXCR. BY, RNA NO PBA 
es AEREE EE B RR E. SER, By AEB BPM: 
对 应 于 工 ; 的 行 和 对 应 于 e 的 列 后 得 到 ， 和 换言之， 了: 是 有 向 图 G: 
的 一 个 基本 问 路 矩阵 ， 拆 G: 是 从 G PBA c, 同时 不 EIE G rh 
HHL 得 到 的 。 如 果 在 这 过 程 以 后 ， 另 一 个 回路 比如 说 L:， 有 
G, fo $e BRE SUE L, 中 或 相当 于 第 阵 B, R 让 一 个 仅 由 一 个 
非 零 项 和 0 组 成 的 列 。 我 们 可 以 从 G, 中 移 去 此 边 或 者 也 可 以 从 B, 
中 星 除 对 应 前 行 和 列 ， 这 个 过 程 可 以 继续 到 所 有 这 样 的 边 和 回路 都 
已 移 去 为 止 。 候 设 最 后 的 有 向 较 和 它 对 羔 的 基本 回 路 矩阵 用 符号 
G, 和 B, 表示 。 如 果 G, 或 B, BAA, WKB) =1, TROE, AM 
kK(B) 一 KB,)。 这 个 过 程 对 G 的 切割 或 由 这 些 切 割 形 成 的 DJ SNI 
阵 世 同 样 适 似 。 唯 一 的 区 别 是 每 次 我 们 揭 搂 G 中 的 一 条 过 而 不 是 导 
G 中 移 去 一 条 边 。 如 呆 我 们 将 这 个 过 程 应 用 到 A, Bod O, RIE 
得 到 G, 是 空 的 。 央 此 ，K(A) SKB) =kK(Q)=1. 
直到 更 在 讨论 是 在 任意 有 向 图 G 的 基 珊 上 进行 的 。 如 时 台 是 平 
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WE, MERRILL RR. IML— TORT — Ei Bg 
Sle WORE LEM 1,17)， 区 域 的 网 孔 是 用 区 域 的 边界 形成 的 
回路 为 了 方便 起见 ， 对 平滑 图 G， 我 们 将 用 和 茜 号 B, 表示 由 对 应 
TGR ETUR BEL NUS UA Bi: B. 的 子 矩阵 。 

例如 在 图 2.16 中 ， 由 子 图 exe, csere, 和 e;ese;es 形成 的 回路 
是 有 癌 图 的 两 孔 ， 对 应 于 这 些 网 孔 的 怎 阵 B, PRA 


1-106 1 0 oo ° 
nsco[o1-1-31 00 °| (2.121) 


3-0 0 0 1—-11-: 


HE, WEHR (2.121) 的 B, 应 用 上 述 的 简化 eR, REHA 
k(B) 二 1。 张 据 网 孔 的 室 义 ， 不 难看 到 在 一 般 的 情况 下 都 是 适用 的 
《习题 2.25)。 因 此 ,我 们 可 以 陈述 

推论 2.17， 如 果 一 有 向 图 是 平面 图 , 则 B, 是 GG 的 基本 问 路 
ABER, 而 且 k(B,)=1, 


4.8 回路 和 切割 变换 
在 许多 场合 中 ， 网 络 变量 的 线 泪 变换 对 于 简 侍 网 络 计算 或 亚 示 
岗 绍 特性 是 有 用 的 。 景 简 间 的 一 各 变换 是 从 一 给 定 的 mw 个 回路 电流 


或 个 切 井 电压 的 集合 改变 到 另 -- 组 兽 个 回路 电 egt c5 b 
E. 


x 
Zala —E. (2.122) 
xh Za BEB’ Al EQ-—BE, RH 
ZIKE (2.123) 


Ap ZI-eB7ZBUGDEL--B'E,. LARRE MACH 两 个 回 
BARA, EPR SPERM THA eh RER B A B" dd 
对 应 。 由 于 B n B" Up ABS Hw RC 相 联 系 。 

B=CB* (2.124) 


+516 


St — Ri hia, AF 
(2.1252) 


(2.125b) 
- (2.1256) 

BATHE AREER, OF 
1=B'1,= 5 (2.120) 
又 向 于 B* “=E, 3)— 种 可 能 性 是 在 
83.2 由 提 及 的 ， 我 们 可 以 把 IA Gil Ta 的 元 素 理解 为 在 B- 空 间 FE 


路 电流 矢量 工 对 于 分 别 由 B* 和 B^ 的 列 形成 的 两 个 不 向 的 参考 系 
Hp S esf. DFB SBC, Pie i= Ci. KERRIN 
IG ESI nnl e Ta 

REAM, BEA (2.65) 和 (2. 66) 中 对 如 图 2.15 中 所 示 的 有 
TG eh Pa ERARE, 由 于 B 也 是 关 FH t=eeses 的 
太 -回路 矩阵 ， 从 式 (2.112) 有 


-1 04" 1 0 
c- ii] -[ | (2.187) 
各 B=CB*。 因 此 ， 从 式 (2.125) 我 们 得 到 
1 0 RtR R 1 11 
z.=czicr=[ L i 1 
-—1 itr, R+R +R 0 1 
-RatR 一 Rs 
= 1 (2.1282) 
L-R, RSORSRR . 
e 1 0--y, -YY 
B= Cee | 1 "l2 "] (2.1265) 


ERMC. SSE 


14 (Ri +ROv A | (R.+R.rR)v /A4 
LR.v/A 1 
(2,128c) 


L- cm 
0 — 17 Rey, /A 


925 


B A gest (2.706 PRITE ity, JERR ADR (2.70) 中 给 出 的 一 
样 


类 似 地 ， 如 果 
Y.V.=1, (2.129) 
APY. =QYO R8 J.— —QJ, [ant 
Yivi-dt (2.130) 


BH Yet =OFYO" MI =Q, BRAG 分 别 与 所 选择 的 两 个 
itd: ARMORO rp BET MORAL, MAE 
Avi BARA SPIED, d 


Q- DG* (2.131) 
因此 ， 有 

Y.=DY,*D“ (2.1822) 

本 -DJ (2.132b) 

Ve- DWA (2.132€) 


4.4 Vig 

ELA, ROESER — ^ EUROS BHER UD Rd 
变 澳 到 另外 一 个 区 问题 。 由 于 一 个 网 络 G A PS GT 
纳 短 阵 的 行列 式 的 杰 点 也 是 G 的 自然 频率 ， 可 以 预计 ， 对 于 回路 或 
切割 的 不 同 选择 ， 其 直 然 搓 率 将 是 水 变 量 。 本 节 中 我 们 将 讨论 在 怎 
样 角 条 件 下 ， 对 于 从 一 个 这 样 的 方程 组 变 澳 到 另 一 个 时 ， 这 些 行列 
式 的 值 荐 不 变量 以 及 它们 相互 间 的 关系 。 


定义 2.23， 网 络 矩 阵 。 
对 于 一 有 向 图 SG， 三 部 分 算 降 的 乘积 BZB' 和 QYQ' 则 做 G 的 网 
络 抵 入， 这 里 乙 和 YY 是 绘 定 的 b 阶 矩阵 。 
定理 2,20， 设 Bi 和 和 B: 是 G 的 两 个 基本 回路 矩阵 ， 又 设 Qi 和 Q: 是 
G 的 两 个 基本 切 六 第 阵 ， 则 
kCBOdetB,ZB,' - k(B,) det B/ZD," (2,133): 
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Al 
k(Q:)detQ, YQ,’ —k(Q,)detQ, YQ’, (2.134) 
HER: BADR TE BT PRB, DU EDI BA fe TB S5 4e 3 (1. 
的 方法 证 明 。 设 Mi 和 M: 分 别 为 对 应 王 B, 和 B; 的 大 子 拭 阵 。 则 从 式 
UDERNA 
B,-M,7B,-M;"B, (2.133) 
式 中 B 是 由 与 Mi 或 Ms 的 列 相对 应 的 树 定义 的 。 因 此 我 们 得 到 
detB, ZB,’ =det[(MjM;'B,)Z(M,M,~'B,)/] 
=-det((M,M>!)+(B.ZB,)(MiM,~’)/] 
= (det M, / det M)" det B:ZB; 
=[k(B,)/k(B,) Jdct B.Z B; (2.136) 
定理 证 毕 。 
推论 2.18， 当 旦 仪 当 k(Bi) 一 k(B2) 和 k(Q)，k《Q;) 时 ， 则 分 
到 有 deB, ZB,- detB,ZB/,(2:0)fldetQ,YQ7,- detQ,YQ; (0), 
推 沦 2.19， 与 f- 回 路 或 f- 荐 集 方程 组 由 联系 的 网 络 入 阵 的 行列 
式 对 十 从 一 个 这 样 的 方程 组 变换 到 另 一 个 时 是 不 变量 。 
对 于 一 给 定 的 己 或 Y， 网 络 矩 阵 行列 式 的 值 依 融 于 给 定 
——— 为 了 方便 起 见 ， 我 们 将 用 与 f- 回 路 或 全 
荐 集 方程 组 相 联系 的 值 作为 我 们 比较 的 标准 ， 因 为 此 值 对 于 这 些 变 
痪 是 不 变量 。 我 们 将 用 网 络 行列 式 称谓 网 络 矩 阵 的 行列 式 。 


定义 2.24， 基 本 值 。 


与 一 个 网 络 的 全 回路 或 {- 刘 集 的 集合 相 联系 的 网 络 和 矩阵 行列 式 
FOE OY f EU AA REC E E 

注意 ， 对 于 一 个 网 络 存在 两 个 基本 值 ， 其 - 是 对 应 于 问 路 公式 
的 ， 而 另 一 是 对 应 于 切割 公式 的 。 

扒 论 2.20， 对 于 给 定 的 矩阵 Z 和 TY， 网 络 矩 阵 BZB' 和 QYQ' 的 
FH NAR EE, SHRB) =1 Ak(Q)=1 时 ， 具 有 它 
们 的 最 小 绝对 值 。 
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推论 2.21， MIRST ERER EOS AGORA GE 3 AP 
乘 。 基 本 值 的 绝对 值 是 它 的 最 小 绝对 值 。 

“绝对 ”这 个 词 是 必要 的 ， 汶 为 在 Z 和 站 中 的 元 素 可 以 龙 浊 和 数 。 
FRET Heec En hk BRK). 

62.22, DRM AY A EE B,ZB,' 的 行列 式 具 有 它 的 基本 

锣 此 ， 我 们 可 以 推断 ， 任 任 两 个 回 将 阻抗 矩阵 或 切 训导 纳 抵 阵 
的 行列 式 是 通过 一 实 常数 联系 的 。 与 f- 加 路 或 1- 基 集 方程 组 糙 联 系 
的 回路 阻抗 捞 阵 或 场 市 导 纵 扰 阵 节 行 询 式 对 于 从 一 个 这 料 的 方程 组 
BARD AAA 

$2362.23. 节点 导 细 矩阵 的 行列 式 是 一 不 变量 ， 它 与 网 络 中 参 
考 节 点 的 选 震 无 英 。 

EAD, PEALE UAE AO GME A OS (de ASR AES FRR 
所 推论 2,22detAYA' 对 于 任何 i 是 不 变量 ， 这 个 推论 是 从 节点 导 编 
SEREA Y A^REULTS AHR AEE ex fuh n. 


200 dut 图 2.21 OHM 


DJER2.5. Pein 2.20 所 示 的 有 内 图 G。 对 应 于 如 图 2,21 中 
指定 的 四 个 割 焦 的 基本 割 集 矩 阵 Q 由 下 式 给 出 


11110 1 0 ə -ii 
Q-[0111 —1 1 0 0 
1011 0-1 3 OF 
*1101 0 OF) T 


(2.1372) 


AMR, BEV AG 8 BAS ORE, duds Hyd i Y. H RA HH 


5 
Yv.-ovo |! 
2 
1 


Ly 


1 
? | (2.187b) 
tj 
5d 


moe on 


AIE, SERTHK(Q) =3fidetY,= 405, 如 果 人 是 以 上 点 5 为 基准 点 
药 G 的 基本 关联 第 阵 , 则 G 的 节点 导 纳 矩 隆 Y, 由 下 式 给 出 


renal 3 — 0 (2.139) 


WiderY,=45, WA OAR, Ble 
det Y, =k(Q)detY, (2.139) 

以 上 验 正 了 定理 2.20。 

现在 我 们 将 建立 一 个 重要 的 结论 ， 它 关系 到 以 上 讨论 的 两 种 类 
型 的 网 络 行列 式 。 然 而 在 做 这 以 前 我 们 需要 以 下 结论 。 

定理 2.21， 对 于 一 连通 有 向 图 G，G 中 树 的 数目 由 detAA“ 给 
tH. 

证 明 ， RRAC. 105) ANOLE A AE, RRE 
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detAA’. YUdetA(1,)detA2(T,, 1) 


iu 
=} detA (I) detA (1,) 
(K) 
=> (2.120) 
(L) 


这 第 三 行 是 从 定理 2.19 FAY. HAAA AAF G 
中 某 册 的 树 支 时 ,AL) 是 非 奇 异 的 (定理 2.2) 。 定 理 证 毕 。 
推论 2.24，G 中 树 的 数 日 由 CdetBB”)/k(B) 或 (detQQ' k (Q) 
给 出 。 
TEA, ENEG PARGAR ALM, Mik Q 是 对 
“FRE SOE REE. MAK (2.112) RETO =NO,, FE 
detQQ’ —detNQ,Q,'N' =(det NN’ )detQ,Q/ 
=- k(Q)detAA’ (2.141) 
第 二 行 是 从 推论 2.18 得 出 的 。 因 此 ， 从 定理 2.21 我 们 对 制 集 情况 
得 到 希望 的 绑 果 。 类 似 地 ， 我 们 能 够 证 骨 回 路 情况 (习题 2.29) 。 证 : 
RRC. METARA. OH. 
5132.8, 
(—1)?'detQ(E)detB(L) 2(—1)?'detQ (J, )detB{J,) 
(2.142) 
KPLA MGR fair ERAL RM, ODM.) 
是 Q 的 大 子 矩阵 。 
证 明 , WE 
H [Q/B/] (2.143) 
则 detHH = (detQQ’) (det BB^) , 3n'R&adts Grp Bi ak A, MUH 
推论 2.24 我 们 有 
det HH/— (detH)? --q'k(Q)k(B) (2.1442) 


E 
i detH = +q[k(Q)k(B)]'? (2, 444d) 


p MTF IAA RAR IR det, BGS 
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ELi -1)"detQ (i detBU = 3 (1924 +1)XKk(Q)k(B)J: E: 
A.) dy 


=(KCQ)RCB) I 3 6-19 C41) 
(L) 
-iglk(DkQGD T Ggdg 1449)? 
(2.145) 
因为 在 和 式 中 纵 恰 存在 q 项 ， 为 了 使 最 后 一 个 等 式 适用 ， 需 要 在 求 
和 符号 内 的 所 有 项 有 一 致 的 代数 符号 。 引 理 证 毕 。 
推论 2.25， 
(71)? 7 detQ(L)detQ(E) =[k(Q)/k (B) JdetB(I) detB(T.) 
i (2.146) 
ERSE, SL PEARSE OB EE HEDI Ghz pt DE UAR TSK 
关系 的 一 个 恒等式 。 
58382.22, WAZA dE dE REPE, M 
k(Q)detBZB’ - k( B (detz)detQZ-!Q' (2.147) 
HEH, UEY=Z", xIdetBZB'fudetQY Q KRAAM 
柯 西 定理 ， 我 们 得 到 


det BZB' = 3 > dotB(Y,) detZ(l., J,) detB(IT,): 


02 Q) 
=Y VidetB 1, detBCI, det Z(1,,3,) (2.148) 
a2 902 
和 
detQYQ/— Y1 idetQcL det Q(J, det ¥ (IT) 
ay O) 
—-[k(Q)/k(B)1 X; 32 (—1)? 4? det BU, detB(J,) det Y 
a) Go 


0,22 
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SKOKE X deB(LYdetBO,) deti, 1) / (detz) 
ü 0) 
apa E Tuna. )detB(3,) detZ(1,, 3.) 
—k(Q)(detBZB/) /Tk (B) detZ7 (2.149) 
x G. 14:9) BE B Ugo C2. 106) re LU DUAE de Les RU 365 , 
定理 证 毕 。 

i&ib2.26. du ZG Reds. D 

det B,ZB,' — (detZ) (detQ,Z-'Q’;) =(detZ) (det AZ^ A^) 

(2.180) 

IEdKZRUY EE XA SBE, ALTAE. 42) 中 给 出 的 
HPEH, 

"Fig A138 A. E. IR Hz BS P. DEA FETU DU S d B, J 
说 明 它们 的 行列 式 具 有 怎样 的 关系 。 

正如 前 面 说 起 的 ， 一 个 网 络 G Po REEL ELAB DI Fe CO EE AERE 
仪 决定 于 该 网 络 的 参数 ， 与 激动 滨 无 关 。 因 此 ， 我 们 可 以 假设 全 中 
不 存在 独立 源 ， 这 并 不 失 一 般 注 。 如 果 Z 是 G 的 支 路 阻抗 害 阵 ， X 
AR SEES, MRR. ZUGE ROO SER AR 
BEY, HY — ZZ. JGk.100 Dr 

diYe2.27. — PAZ CU LPS PDE SR qn pa sp e e TA 
EAMG, UREE, GE TRL TAK 

Tote EAR TE RAE A A ERE D LS MUL, SLE 
SRUTBERHSIA ER GEAR, Hon SOIR be Sk Be SEP S 
Sox Fi CAPRIS SRD — PS RUE K PEL REF, 
其 中 主 对 角 线 以 上 的 所 有 项 均 为 办 (习题 2.30) 。 因 北 我 们 得 到 

推 沦 2. 跨 ， 如 果 一 个 网 络 的 转移 导 抗 不 形 蕊 任何 财 合 同 除 ， 区 
a Z BLES AS ER HX EBE nD P ADI TA AC AE e Lo HR 
E. UIE SR SOFT ED LUCAS XR, EU SS PERSE 

O ABET NASER A, HOA. 


YOOX. 

ReAPRE MATA AR MS GEM. Tem DPIERT 
零 的 情况 下 ， 结 果 由 下 列 推 伦 给 出 。 

18162.28. DRERI EUR. SEU DE RANE 
FMR, SACRE ERLE TIA pe. p 


定义 2. 路 ，RRLC 网 络 。 


仅 由 电 阳 器 、 电 容器 和 自 感 线 置 组 成 的 网 络 川 做 RLC 网 络 。 

由 于 RLC 网 络 ，Z 和 Y 成 为 对 角 线 矩阵 并 且 是 非 奇 异 的。 这 样 我 
们 有 

推论 2.3B。 对 于 一 个 REC 网 络 ， 除 了 人 在原 起 和 和 无穷 
Fl FRTE LAE PERI ED od S AS ES HE. 

BUTEA T BS PET BAB ILA ERE, 

$#JRR2.6, iEn. 22PD5 TP AAG, 


x 
Z 0 0 0 0] 
| 0 Z, Z0 0 
Z= 0 Z Z 0 0 (2.151) 
|? 0 Z 0 
q 0 8 0 Zs 
图 2.22 [4 8 2.6 jf QR 
Wl Z (oR Y derit 
CY: 2 0 D 0] 
0 ZZ —Zj2 0 0 
Y-Z--|0—Zj/Z ZZ 0 0 (2.152) 
0 0 0 y 0 
Lo 0 0 0 y 
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XUbz-unn-zwdByiuJbpi-id. Gin B] 2.22 Bim G 
的 网 孔 集 合 相 联系 的 回路 阻抗 矩阵 的 行列 式 由 下 式 给 
CTZ1 十 Z2 一 2 n] 


deiZ, —det| 
L—£Z—2Z, Za t Z,d Zs 


= (Zib Z2) (Z3 FZ — Zs) Z ,(Z +73) — 2 ZZ,- 20 
(2.1535 
这 证 点 4 为 基准 节点 的 G s Ae SRE DS TARA 
Yit Zs ZSZ 


i s i 
det Y, = det Axe Z9—25  Z; Z3 +Y;Z— Zo 


-> Zo Zo— Zz 


Ly | 
ne | 
s yZ 
= [ya t zysyst Yanys t Ys 十 31 

+ yiYslZa i Z — 2 Zo) | yiysyazd/z (2.154) 
现在 容易 验证 

detZ,,— (detZ) (detY,) (2.155) 

式 中 detZ zzz, 
EYL —^ ER h FEIER Bc Fs UU e] SE ARBRES Fr LA 
者 之 间 的 关系 是 在 当 所 有 独立 源 已 经 去 掉 后 的 那 部 分 网 络 中 给 定 
的 。 为 证 明 这 些 行列 式 的 确 是 由 式 (2.147) 联 系 的 ,有 必要 精确 地 定 
义 应 用 在 这 两 个 公式 中 的 对 应 网 络 。 如 前 面 已 提 到 的 ,在 回路 分 析 
中 :我 们 坚持 要求 所 有 源 都 总 电压 源 ,而 在 切割 分 析 中 所 有 源 都 是 电 
流 源 。 这 并 不 是 一 个 严格 的 约束 ,因为 一 个 电压 源 能 够 容 易 地 变换 
成 一 个 等 获 的 电流 源 , 反 之 也 一 样 
设 人 是 一 给 定 的 不 含有 独立 源 的 网 络 ,在 回路 公式 中 , 设 每 个 
电压 源 已 与 G 的 一 个 无 源 元 件 ( 电 阻 器 、 电 容器 或 B 感 线圈) 串联 
入 按 。 为 了 方便 起 见 ， 设 电源 ex 与 无 源 元 件 64+: 串联 连 接 ， 共 中 
x=1, 2, cor, 5, RIP s 是 插入 的 独立 电压 源 的 数目 , 又 设 如 此 获 


“101* 


E] 


FURRA G 表示 ,在 切割 公式 中 , 设 GLJE G rh Es 4° $h yr 
EER WETS G 的 一 个 无 源 元 件 eius REHA dk 03 的 网 
Boy Sm FR Hh a He Me IgE np xu FE, AE 
DBs G, MG 是 完全 等 效 的 ， 因 为 这 能 够 通过 应 用 众所周知 的 电 
网 络 理论 中 的 代 文 宁 定 理 和 诺顿 定理 从 其 中 一 个 得 到 另 一 个 (例如 ， 
见 SESHU 和 BAL 一 ABANIAN[1959])。 

EG RG H, VEXCPRLDUB PERSE ie IAE IE ZUR Y oy he 
Bú F, 


(2.156) 

AH Z,, 和 Y, 分别 是 G HR PEB bus BE RUE BR SR 纳 IE, AUR 

BAO 2y BJ G, 和 G, ñj EL EBE RAE Ae ED EE, SUMUS 
BHRAS Z RY 相同 的 边 顺 序 ， 辐 时 按照 下 式 分 块 成 

B=[B;B, JI Q - [Q0] (2.157) 


则 我 们 有 
推论 2.31, 如 果 Ys 是 Zr (Hi, M 
k(Q)detBZB/—-k(B)(detZ,,)(detQYQ") — (2.1582) 


BZB/—B;Z, Bf QYQ'-Q,Y,Qu' — (2.158b) 
该 推论 是 显而易见 的 ， 因 为 Bis 和 Q,, 通常 是 G 的 基本 ILU 
人 和 基本 切割 抵 阵 。 换 言 之 ，Bt 和 Qu 分别 是 在 推论 2.11 和 2,13 
中 定义 的 简化 网 络 G* 的 基本 回路 矩阵 和 基本 切 害 矩阵 B* 和 Q”。 
这 简化 网 络 G* 可 以 从 不 论 是 G, 还 是 G, 中 去 掉 所 有 的 独立 源 后 得 
到。 注意 ， 去 掉 所 有 的 独立 源 意 指 短 接 所 有 的 电压 源 和 断 开 ( 去 掉 》 
斯 有 的 电流 源 。 
在 图 2.22 中 ， 设 边 ea 表示 一 电压 源 而 不 是 一 无 源 元 件 ， 即 在 
式 (2.151) 中 五 =0。 对 应 的 G, 表示 在 图 2.23 rh, G 的 支 路 导 纳 
E Y dde (2.192) Bik y= 0 给 出 的 ， PESE Y AEA Z Wik, 
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因为 现在 是 奇异 的 。 与 图 2.22 中 所 表示 的 网 孔 集合 相对 应 的 区 
PRELIM Za 的 行列 式 和 如 图 2.23 所 示 的 贺 络 当 以 节点 4 为 基 
MESH [078 FR SIS ES Y, 的 行列 式 由 以 下 二 式 给 出 


dez, -de[ ^7 ^ HEN 
=Z Z Eg t+ ZT Z5" 
2, (23+ 2, +25) ram + 25) — 2 — 2 zn 
(2.159y 
de. def 4 2 z. ns) 
ZLZ,—Z. Ze 十 Y5Z 
=(1+z;ychysta+ Yoke — ysya— 2 Boys) /z 
(2.160) 
ATER 
detZ,= (detZ,,)(detY,) (2.161) 


式 中 detZ,—zzz, Z—zZZ z 和 二 1 Ye zn-l/ys SR 
AE, Z, 和 Ya 是 或 从 G, PRED e: RA G PAM ec ARH 
如 图 2.24 BRP ILA G" r BS BUA Se, 


图 2.23 REL 2.24 MRE 


4.5 网 络 矩 隆 元 素 的 广义 代数 余子 式 

在 本 节 中 ， 我 们 将 探讨 对 一 些 精确 定义 为 网 络 矩 阵 元 素 的 “ 广 
义 代 数 余 子 式 ”的 基 是 不 变量 的 条 件 ， 这 些 条 件 可 用 来 证 N 对 于 任 
EMERG, 其 网 络 函数 是 不 变量 。 
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对 于 一 个 给 定 短 阵 下 ， 设 符 续 F-; 用 来 表示 从 pI Ei? i 后 
获得 的 子 炬 阵 。 通 党 由 于 或 是 日-, 或 是 Q 的 大 了 矩阵 行列 起 没 厅 
相同 的 量 值 ， 因 北 网 络 拭 降 元 素 的 代数 余子 式 对 于 同 路 或 切割 的 选 
择 不 是 不 变量 。 例 如 考 虚 式 (2.119) 中 给 出 的 回路 此 阵 B, 如果 我 
FIA B HBR 4 行 ， 则 得 到 


1 9 1 一 工 1 1 0 0 
Baci 1 0 —I 0 —1 1 °| 
1 1 1 0 0 0 —1 —-t 
(2.162) 


容易 检验 ， 由 -的 第 1 ，2 和 3 列 组 成 的 大 子 拭 阵 行列 式 的 值 为 
1 ， 而 对 应 于 第 2 ，3 和 4 列 组 成 的 大 子 拭 珠 行列 式 的 值 为 一 2 。 
因此 它们 不 具有 相同 剖 草 倩 。 件 为 代数 祭 子 式 的 — DLE, XII 


2.15 的 有 向 图 G 分 别 对 应 于 式 (2.65) 和 (2,66) 的 基本 RETE B 
Aa B^ Roll HDI P Za 和 Z^. 求 得 如 下 ， 
z["m m5 (2.163) 
^" [ n. R, sx ` 
. 0 pRoRs R, 
Tia, R: RaR] (2.164) 


Vaf Z*. Hy, 2) -元 素 ” 的 代数 余子 式 分 别 是 R, 和 一 Rz。 由 于 
Za MZ", 电 是 G 分 别 对 应 于 四 至 excses 和 cieses 形成 的 个 回路 集 
Arf EE MLSS (PRT PIRI, CRR Z^, 的 非 对 角 线 
元 素 的 符号 )， 可 以 断定 ， 对 于 从 一 个 了 赔 路 方程 组 变 the BLA 
时 。 代 数 会 子 式 其 至 不 是 不 变 最 。 对 于 急 节 导 纳 撼 阵 元 素 的 代数 余 
子 式 同样 适用 。 


设 


B=[b, JQ =[q,,1 (2.165) 
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M(B; ln) = 37 CC 15b, detB_,(1, 1) (2.166 a} 


m 
M,(Q; DT 32 C 1YqudetQ. (1,1) (2.166 by 
= 


引 理 2.8. 设 且 和 B" 是 有 向 图 G 的 两 个 基态 回路 和 矩阵， 同时 
Xir Qf QE GMT DE. RI RBA La A 


L-a H, Mü 
k(B*)! ^ |M, B; 14,5,  KCB)'* | MB; Ia-1)| 
(2.167 a) 
k(Q*)'7[M,(Q,T, .) | -K(Q)'* | M, CQ" 55,1) ] 
(2.167 b) 


当 j 包 含 在 LO BLOG 中 时 ， 则 它们 全 部 成 为 零 。 
证 明 ， 我 们 仅 将 证 明 加 路 部 分 ， 央 为 切割 的 情况 能 够 用 完全 类 
ARI Sr. IR ITE kai P, RI 
M, 15) = £ detB(I,,_,U4j}) (2.1582) 
M,(B*,L,)— EdetB*(I.,U(j]) (2.168 b) 
读 引 :理由 此 得 出 。 ARE LC, 中， 让 我 们 考虑 在 Bl- 中 对 应 
于 于 前列 的 走出 其 入 日 的 第 j ATIE R, AE ERIE 
着 及 的 插入 列 展 天 dR, RIAA deR— —MQOB;LA). AR 
ARTES HAMA, FE cetR -0。 引 理 证 毕 。 
因此 ， 如 果 M (B L, O8 M(B; Jn- DEER, Mo (2.168 
a) 和 推论 2.15 可 知 它们 必须 有 具有 相同 的 量 值 。 对 于 切 割 铺 襄 这 后 
样 是 适用 的 。 
推论 2.32，MI(B,:In DA MXQ, -的 值 ， 如果 不 恒 等 于 
F WSF 1 ， 因 而 对 于 从 一 个 这 样 的 方程 组 变换 到 另 一 个 时 是 不 
推论 2.33， 
t 我 们 指 的 侍 Z ZEE DRE 2 Park ERR. 
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CB* M(B 5 Ly 1 MAB; Tn I)=k(B)M.(B*,1, MB Y, 1) 


《2.169 a) 
kK(Q*2M.(Q;1, )M,(Q J...) - K(Q)M;(Q* 1.) 
M;(Q*;3._,) ( 2.169 b) 


推论 2.34， (1) 当 且 仅 当 对 应 于 I 中 整数 的 子 图 是 从 GG 中 
通过 短 接 与 整数 i 相对 应 的 边 。,; 后 获得 的 有 向 图 G, 的 一 探 树 时 ， 
TI M, L REESE, 

D 当 且 仅 当 对 应 于 Las 中 整 SES PEDE G—e, 中 的 一 哥 衬 
Hi, MMO Iade ER, 

TE. 因为 当 且 仅 当 QUU (1) O AY KPEE R 
JELGOM, M(OOULIMEdEE, RAR 2.3, 当 且 仅 当 
对 应 于 T-:U{i 中 整数 的 子 图 是 包含 G 中 的 边 e i—i, det 
QGL-:U{i) 关 0。 推 论 的 第 一 部 分 实际 上 是 从 包含 G 中 边 6 的 树 与 
S. 中 的 树 一 一 对 应 得 出 的 ( 另 一 种 关系 将 在 引 理 2,11 中 给 HD), BE 
TONER TRO UEUR C2), 


定义 2.26， 广 义 代 数 余子 式 。 
对 于 任意 给 定 的 bxb 阶 和 矩阵 Z 和， 以 及 对 于 一 给 定 的 有 向 
BIG, B=, (Q.,'=Q' 和 
Me(B) = > XI lYtib,. b vdetB_, ZB./ (2.1702) 


iz. j=l 


MG = = Y3C- 29,0, detQ., YO", (2.170 b) 


Jiu, vat, 2,...,b, 标量 M.COM, CQ) SUR 4 RE B 
ZB AYY HERA MARR TN. 

RA LEBER WBMES MRE TRE REP 
RRAMBORRAT AR, Glin, dn RG pS B pA u F v Pig 
RUHI e, 和 分别 仪 仅 包含 在 与 B 中 的 行 k 和 4 相对 应 的 同 路 
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LHL 中 ， 同 时 分 别 用 如 同 
ARIE 


El 


路 L, 和 Ls 一 样 的 方向 来 取 向 ， 那 


M, (B) =(—1)***detB_,ZB’_, (2.171) 
上 式 实际 上 是 BZB' 的 (k，h) 一 元 素 的 代数 余子 式 。 如 果 再 加 上 一 
个 条 件 ， 台 的 边 和 回路 的 编号 使 <--a fa hv, REM, CI DE e 
BZB' 的 fu.y)- 元 素 的 代数 余子 式 。 允 于 QYQ 元 素 的 广义 代数 祭 
FHM, (Qa AE, 
举例 说 明 ， 考 虑 如 图 2.15 所 示 有 向 图 G, GHAT 基本 回路 
矩阵 给 出 如 下 


iz) 


(2.1722) 
—-11-—100- 
一 11 011- 
如 果 Z 和 式 (2.68) 中 给 出 前 一样 ， 则 BZB 和 B*ZB* 元 素 的 广义 
代数 余子 起 MB 和 MaztB") 分 别 由 以 下 二 式 给 出 


B=| (2.172 by 


2 2 
M(B) = 37 35 C1 baba detB..ZBL, 


Ti 
z:—deiB ZB 
—(R,-R,: Bs) (2.173 a> 


M,,(B*) = —detB*, ZB", + detB*,ZB*, 
+ detB^,ZB*, —detB*,2B", 
=—(R:+ R, R:)+ R+ Re—(R + Ry) 
一 一 (Rs Rit Rs) (2.173 b) 
下 面 我 们 将 证 明 在 某 种 条 件 下 广义 代数 余子 式 对 于 回路 和 切割 
HERETER. 


定理 2.23, 设 B 和 了 B"* 是 有 向 图 所 的 两 个 基本 回路 矩阵 ， 又 设 
@@ 和 和 "是 G 的 两 个 基态 印 逢 矩阵 。 MATERA EH b MAER 


wre 


ZAY, RMA 


K(B*)M, (B3 =K(B) MaB”) (2.1142) 
k(Q*)M, (Q) -X(Q)M, (Q7) (2.174 b) 
Rahu, vel, 2,55 b, 
HEB, Be 
B*-[btTfn Q* -(qi1 (2.178) 
MT 


HSE (bib, ( XD il dan.) 


[pra Ne caida 02 


N 
sc detZ (Luisa i) det B (Q, 0) `] 


=EL TC pods D) 


il-beom-D ri 


*deUZC, adu? 
x (E yt detB.,(4-1)) 


= Y) X M(B;l dctZils Jua) 


a bus 

MB.) 
= I X kGDMQB'ILG) 

aC hoa 

x detZ(In1,Jns3M,(B" Ts / ECB") 
=[k(B)/k(B] $32. 32 M(B". hd 

ae Dos 

x det £L, TDM Bo- 

=k(B)M,,(5*)/k(B*> (2.176 


DL 


Rb, THUISERRRESIOS ORRINUL, SAE 

推论 2.35, i5 f- BERE P RR BN ES DER 1 HAB DESC ds 
的 广 文 代数 念 子 式 将 于 从 -- 个 这 样 的 方程 组 变换 到 另 一 个 时 是 不 变 
量 。 

和 如同 网 阁 行 询 式 一 样 ， 我 们 将 利用 与 -回路 或 T7] 集 方 程 组 
祖 联 系 的 广义 代数 余子 式 的 值 作为 我 们 的 比较 标准 ， 因 为 这 些 慎 对 
于 这 些 变 换 是 不 变量 。 


EM 2.27， 广 义 代 数 余 子 式 站 基本 迄 。 

与 列 络 的 了 -i 路 或 f- 制 集 方程 组 相 联 系 的 罚 络 PR 37 
SAS FR RM TR DEA 

SIR. YPES u fü v 的 每 一 个 选择 存 在 -个 唯一 的 与 之 相 联 
系 的 基本 值 。 jb! 个 广义 代数 余 于 式 ， 

推论 2.36， 对 于 任意 给 定 的 TI Z in Y, BZB'$19YQ' 
HERU MARAE MBA M, CO HOUR TE SERERE, Up 
BEM kCB)-1 $80 k(Q)--1 i, BSE Ne MAT. 

推论 2.37. METAT XL TA PRAES TSP SC 
TARA RAS 15 PG 这 革 本 管 的 绝对 值 对 于 
广 文 代数 祭 子 式 是 可 能 得 到 的 最小 绝 

推论 2,98, 广义 代数 余下 式 M. By 和 MCA》 具有 基本 
ik. 

SEHR 2.20 102.23 的 一 个 直接 推论 如 下 ， 
5 广义 代数 余子 式 行列 式 之 
š HAL 和 拓 你 代数 全 子 式 的 比 训 对 子 从 一 个 加 路 方程 组 
或 十 估 方程 组 变换 HETTE GH ESF ARK EAB BE 
BE 

我 们 将 用 ii 的 弹子 来 说 明 以 J 上 结论 

CURE 2.7. GEAR 2.20 所 示 的 有 向 图 G 。 对 应 于 图 2.21 中 
BURR AA AIRA A RERE O 在 式 (2.137 9) 中 给 出。 为 了 简便 


1109. 


BA, RYE AMR, S Q 和 入 【选用 节点 5 作为 基 礁 
HA) MRAR ORRAT Ma (Q) MMA) 由 以下 二 式 
给 出 


í 4 
MO) $31 IC 1) FqsqirdetQ_.Q4, 


i=l bed 
-deQ.0',- detQ ,Q7, 
 deiQ Q^, -detQ Q7, 
= ~36494 9-—36.:3'-(—6) (2,177 a) 
M, (A)=detA .A2. T detA_ A, 
+detA_,A’,+detA_.A, 


=6—9—9 -6=—6 (2.4770 } 
HE, JOB TR Ma (QD TS EAS (AE — 6 [LAE 
M:(Q)=k(Q3M57( A) (2.178) 


式 中 K(Q) 一 9， 寺 式 验证 了 伍 等 式 (2.174b) 。 

PHRMA U--T REG MFR, EERE SWRA RIE 
BIW MARR ERIE 

BES={1, 2, «++, b), HES pufy, WeSm=8S-(, 
Vio ATH, WARS IY MIY Rabe STR, Rep de 
-Aaa k 42635, RNM A ae dea S" rh W AIE aE 
类 ,用 了 这 起 定义 ， 我 们 有 

定理 2.10, JJ u fdv dE B 或 Q 中 的 相 邻 列 ， 则 

k(Q)M,(B,I MCB, I) 
=(- 1) Hk (B)M. (Q; TED MAQ ED 
(2.179) 


式 中 和 及 分 别 是 包含 在 Tz UN Res, 中 整数 的 和 。 
证 明 ， 让 我 们 侵 设 v >> u ， 这 并 没 有 失去 一 般 性 。 因 为 


MG; 177 1) = C7 Du detBOIz U (u) (2.180 a) 
M(B 17) — C1" det BOZU (D (2.180 b> 


one: 


Ub v A v' op BEM BP BOz U (od BOZ UU (v) pu 
A v ABS, Mot. 148) 
K(QM, (B; Te YM, (B; Ee. 
mq k(B)detQ E Jiv} 
xdetQ GU ul) (2.181) 


EE 


J (2.182 a) 

siaod (pde (Zz,U(u]) (2.182 5) 

Boh vA a > AREF QUE UD BO GEL Ulu) deis 

W v Aly AWARS, RH bus tvi vo veu", + 
是 


KOMBI ,)M, (B2) 


(yt k(B)MIQNIZDMOQSE,) 


(2.183) 
EIE 


定义 2.98. Ar). 

对 王 给 定 的 b EE Z 和 给 定 的 有 向 图 G，G 中 对 应 于 2 的 
行 ( 或 列 ) u 和 YY 的 边 e。 Me, Ez —z.—0 GO isa, i=1，2， 
ts fL 2,0 (Hs jv, j=1, 2, +++, b) Bj, RUBORE 
也 的 分 离 边 ， 这 里 也 = [zi]。 

换言之 ， 如 果 AC $02,250, "EAE Z B u $ç u WAY iv 
列 中 唯一 的 非 零 项 。 为 了 方便 起 网， 我 们 用 Zu... RA Z 由 删除 
u fy u AAN v ir vaa Tp. 

定理 2.24, WP Z AIRS, # Y=27, AK 
T Z HARA Buh e, A efuzv), 有 

k(Q)M,,(B)= —k(B)(detZ,,,...)M,,(Q) (2.184y 
证 明 ， 设 五 = Zr， 根据 习题 2,35， 我 们 可 以 假设 =b] 


sills 


Suv-b, ERARA. RER. 170E RE 
—MQOD-— X 3 M.(B;l. Dietz nay 


aha 
a- DM, (Bide) 
=— YD X M(B OM,(B JP) 
ax st) 
dez 4,057.) 
= 35 Y DkODYEOYM, QU 


Uia 


xM,CQO; 


COD flez 1 ao 
=[k(B)/k(0)] X] MQ; 
iia) 


x MAQ BE (CA deul( J 
—IEO)/EQO] Z XD MESS 


l den 


= k(B)(detH)/k(Q)] >= > x 
GE QF) 


x MQ; Tas) 
xM,(Q; WLodeY Gzz di 
—[k(B)CdetH)/k(Q)1 > > x 


xdetY (Tpi, UL MOSTRO 
=k(B) (detHl)M.,(Q)/K(O) (2.1855 


(nme 


上 上 人民 中 第 二 行 是 从 引 理 2.9 每 出 的 。 Eq e. FU e, AEG BT 
38. |n v BELA. hu B L- 中 ， 这 二 部 分 苹 积 等 十 专 ,第 
二 行 是 从 式 {2.279) 得 出 的 。 第 五 行 是 用 式 (2.166) 的 雅 各 比 定理 求 
得 的 。 所 有 这 些 符号 的 定义 和 引 理 2.10 ey DE BE, EAB 
毕 。 
推论 2.40, AUR Z AREE, dp Y-—ZO. MAT ORF 
Z ERAJN e Mouv), A 
—M..(B,) = (detZ,,,,.)M.,(Q;) 
= (de Zas Mael A) (2. 186) 
推论 2.41, HR. e e€, Me RGR Z 02 BOE. Xm 
R Z Eye, HY- Z, WAN sA #lussv PF, RA 
Ma (B)/M B) = E.M. (Q) M, (Q) (2,187 2} 
M,,(B)/ (detBzZB’) =K.M,,(Q)/(detQ¥Q’) 
(2.187 b) 


KP k.=Z,Z./Z, Z. 和 ke -1/Z,,2,,, 
MEE E— rn SHRM AAR ULM E, CRRA 
Ai MATL, TES BAL PE Pe PAR BAL Zu, EY, 
SUEZ, B, Y MQ 分别 是 在 上 一 节 中 定义 的 G 的 有 关 AAG. 
和 G. p. Xp EAE (56 (2 1ST RETR TE 
么 我 们 有 
fW 2.42. GIVE Y, AZ, WO. Am e, Ale BGM 应 于 
Y, Bs Mts Mt itis, Sacs 时， 对 于 台 基 于 Ze 
POR Paw e. 和 e,， 我 们 有 
K(Q)M,(B)—= —R(B)(detZ,,.... IMQ) — (2.1882) 
M,.(B) =M. CO, M. CQ) MCQ) (2.188b) 
式 中 Z. ae 是 从 Ze 中 通过 测 除 s Hit (GUI 及 5 fn WUT 获得 的 
(EE S 


现在 我 们 将 应 用 以 上 结论 米 说 明 则 络 函 数 对 于 参照 系 的 变 黎 是 


VEM, DEDISSE BUS Vi RSS XE ECL Be i o 


suse 


ERER, 

假设 除了 对 应 于 边 e, 的 独立 源 以 外 ， 我 们 已 经 从 G 的 G. 和 
Gi 中欧 去 所 有 的 溉 立 产 ， 这 并 没有 基 去 一 般 妊 。 息 如 我 们 希望 应 
用 回路 方程 组 来 计算 G, 的 边 6, RI e, Zr OU ERE SE: SEC Viewer 
Ye Eu e, Bth Ei vus ES TEVA F e HAND ERY iv, Be 本 书 中 对 电 
访 及 电压 参考 方向 此 设置 习惯 ，iy 的 正方 向 与 ev 的 方向 Bes Ya 
Fy" +" R ky qe B EE Waka EDR, RIEA (2.78), 电流 iv rH 
下 式 给 出 〈 习 题 2,32) 


i-—v1ib.b;(-1)*(detB ZB. )/ 


i=1 j=l 
(detBZB) 
=—v=M.,(B)/(detBZ9B:) (2.133) 
BEBE RANA yw 定义 为 与 vee ZH, 
Yos TIVA = — Mu (B) /derBZB’) (2.298) 


KEHE, AOR LAB. whe. Me, VAR BES 
B Zam 定义 为 e, 上 电压 与 n LRM, HFRS CMe 
2.33) 
Za = —M.,(Q)/(detQ YQ (2.191) 
UTE AUR NUM EUER BER. Xh PIUE 38 35018] ER 
SURREAL ERE. TARE. R AR BRE OUR] 
HEMT PAS Efe — T) X UR A TATAA ei, RERE 
和 蚀 的 悄 数 ， 或 是 两 个 网 络 上 矩阵 广义 代数 余子 式 之 比 。 Hin, Weal 
s, ZADRE TEE EE ER Bt RAE TS CHEER EC: JI 5 Ga e, d8 DOR 
SERBS, 
应 该 再 一 次 强调 ， 在 式 (2.184) 中 给 出 的 网 络 区 回路 六 访 和 矩阵 
和 和 团 制导 纳 矩 阵 元 素 的 广义 代数 余子 式 二 者 之 间 的 关系 在 在 当 网 络 
的 这 部 分 中 所 有 独立 源 已 经 去 掉 后 给 定 的 。 如 果 在 回路 和 切 几 公式 
中 包含 有 独立 潭 ， 就 必须 分 别 应 用 上 一 节 中 定义 的 G 的 有 闫 AIL 


ove 


HG #I G., 

ESB ERRAT, 
根据 本 节 和 .站 给 出 的 计 论 我 们 
SIEHE I 

定理 2 .25， 函数 与 回路 
电 补 或 切割 电压 的 选择 无 关 ， 是 
一 个 不 : 。 网 络 医 数 对 于 参照 
系 的 变换 是 不 变量 。 s M2 PIRRU 

12.3: 考虑 如 图 2.25 RRG, xeu 于 各 图 2.25 中 
的 基本 切割 矩阵 Q 由 下 1 


€ Cr €; €, €; 


1pl 1 © 0 0 
ZEE 一 1 6 1 -1| (2.1923 
3 0 0 一 1 9 1 
广义 代数 余子 式 Mt{Q) 求 得 如 下 ， 
Mis(Q}=detQ_,¥Q" ..—detQ YYQ 
z—(E/IYYy — (Zofz l ys)z z 
nz P ydzjz- (Z /z-- Yet yjdzO z 

=—(Llizayd/z (2,193) 
AF Y R2152) 中 给 出 的 . 类 名 地 ， 对 应 于 如 图 2.22 中 所 示 
GRR BUR OU EAE ERIE RE B 由 下 式 绽 出 


° €; ë Cy €; 


gelo) 1 6 1 "| (2.194) 
21 0 0 一 ] 一 1 一 上 
广义 代数 余子 式 M(B) AP Re 
Mis(B)- —detB_;ZB’ =z + Z4 (2.195} 
Ah Z EADP HK, BLE esa 
Mit B) =~ CdetZ. 1.35) Mis (Q) (2 196} 


"Ils 


ANT detZ,us zz WM k(Bi-ek(Q)—1, 
作为 另 一 个 例子 ，QYQ' 和 BZB' 元 素 的 广义 代数 余子 式 Mas 
(QM Me(B) 分 别 计算 如 下 ， 
Mi(Q) 一 一 detQ_:YQ' ,— detQ_ :YO , 
=— Cyl 22/2) (yg 4 Zaf7) = Z /22— zaz 22 
= (y 2/2) (Ys mz) 
HOM Se yunedz (2.137) 
M, (B)=- det B.,ZB/. ; + cetB_,ZB"_, 
By — Z; 1 Yi Qd Za 
=Z. +Z;—Z (2.198) 
(ERAS 
M4(QB) = — (detZ yM. (Q) (2.199) 


ABO detZaas 22, 

葬 题 2.9， 在 图 2.25 h, Ved ei 表示 一 电压 源 v, 而 不 是 一 无 
源 元 件 ， 妓 在 式 (2.151 rhz=0, TG 应 于 G(=G. G, 如 
图 2.23 所 未 ， 这 里 边 e 对 应 一 电 渍 源 s 20 TE G, 和 S, 等 效 ， 
对 于 其 参考 方向 如 所 指出 前 和 到 《〈 代 文 宁 和 谐 颜 定理 )。 我 们 必 
Hp ivy WHG, WEAR (2.190) RERA 络 的 转移 导 
HEB ys. d FAEN 
— Ma (B) / (det BZB^; 
= (detB.., ZB". .)/(detBZB^ 


= — (Z, + zu)f nz mu^ 


+z — Zs) —23-- 227024] (2.200) 
式 中 B AE (194) HAHM, Z OD 中 给 出， 但 dne 
9。 类 似 地 ， 如 果 我 们 应 用 G, 可 从 式 (2.191) 求 得 该 网 络 的 转移 
ELGAR z11,3s， 并 由 下 式 给 出 
—Mis(A)/(detA YA’) 
= (detA. , YA'.,) /(detAY A^) 


dB. 


m Ou) (1+ Zayi + ymi + 
OYsb Yaya Z — 22 Ya) (2,201) 
Alt AGE G, D MCEOSDHERE, DORA 4 SREY fest (2.1523 
sea, A y =O, 
面 对 G, PAEDR PRL o2 UFRS 
Yi/ ve ~Mi:(B)/(detBZB’) 
>. (detB_)ZB’_4)/(detBZB’) 
= (Zp + Z + 25)/Lee ts + 21+ 25) +Z (Z 1 25) — 
zj— 229247 (2.202) 


面 对 G B dO Y 38 2 PA HLKB SR tae 由 下 式 给 出 
Zur — Vah = Mu (A) / (det AYA”) 
= (Get A YA’) /(derAY A’) 
= (Zx + ys (1 my. + Ys2s + sZ t 
十 ysy42 一 2Zoys) (2.203) 
注意 ， 因 为 策动 点 图 数 在 G, 和 G; BAHIA Z2: 不 是 yu 
VAM, AM, MERRY e: 和 e, ZANE ETLER A E 
z=0, HI 
Y yis sim Ze + Zu Cn Zs)/ (03 +Z, + Es) (2.2012) 


1/21322 y; Qa + zio zn + Z) (2.2040) 


这 样 ， 式 (2,204a) 和 (2.204b) 中 的 第 二 项 就 互 为 倒数 。 显 然 ， 如 
Re, SARWKEMDRABAS, BP CINE 所 有 的 源 均 已 移 
去 的 网 络 中 面 对 es 的 策动 点 臣 搞 和 导 纳 函数 ， 该 陈述 通常 是 正确 
最 后 让 我 们 分 别 计算 G; 和 G, 中 的 Mis(A) 和 M, (B) 
M.(A)=detA (YA = (z —z,)/2 (2.2052) 


nM 


Mys(B) -: detB. ,ZB/ ; + detB ,ZB/., 
= — (Ze + 24) + (Z:+ 2) = — Z + Za (2.205b) 
容易 检验 
k(A)M4(B) = Ck(B)(detZ,,,,:])M&(A) (2.205c) 
式 中 detZ, sss z k(A) -k(B) 21, 


$ 5. 不 变性 和 关联 函数 


在 这 之 前 我 们 已 经 考虑 在 给 定 的 网 络 G 中 网 络 行列 式 及 共 广 义 
代数 余子 式 对 于 回路 或 切割 的 选择 是 不 变量 的 问题 。 在 本 节 中 ， 我 
们 将 考虑 这 些 行列 式 和 广义 代数 余子 式 对 于 G 的 “关联 函数 "的 选择 
起 不 变量 的 相应 问题 

如 在 § 2 中 提 到 的 ， 在 电网 络 理论 中 ， G 中 边 的 取向 或 方向 是 
用 米 代 替 一 个 复杂 参考 系统 的 “ 伪 方 向 ”。 换 言 之 ， 它 们 仅仅 是 为 了 


用 来 对 灾 路 电压 和 电流 给 出 一 个 参考 方向 。 这 些 参考 方向 的 选择 县 
好 是 能 用 一 个 函数 来 描述 。 


改变 G 的 关联 函数 ， 意 指 改 变 G 中 一 些 边 的 方向 。 下 面 我 们 将 
证 妆 ， 如 果 G 的 关联 函数 改变 了 ， 则 网 络 答 阵 BZB fn QYO' 的 行 
列 式 太 其 广义 代数 余子 式 通常 不 再 保持 为 不 变量 。 但 是 如 果 乙 和 立 
分 别 是 基 一 电网 络 的 支 路 阻抗 甜 阵 和 支 路 导 纳 甜 隆 ， 则 它们 对 于 关 
联 函 数 的 选择 是 不 变量 。 

考虑 如 图 2.26(a) 中 所 示 的 有 向 图 G,， 设 了 B 基 对 应 于 SG 中 两 
个 网 蕊 的 基本 回路 矩阵 ， 又 设 除 z; 为 zo dh, za=z M z= 0l 
D, WH Ze[zn] 5j512,2,45, FÆRA 


eng” 


Ly 
Fa 000 01] 
r -|0 zo 0 0 
1 0 1 1 0 
BZB'= 0 0 2 0 Z 
0 1 1 11 
- lo 0 0 zn 0 
lo o o oz 
-i 0° 
0 1 
1 1 
1 0 
0 i ^4 
[DTT Zatz J (2.206) 
l Za Z bti 
因此 我 们 有 
detBZB' = (z, + 24) (za ı Zs F zs + Zé) E Z (Za + Zs) 
(2.207) 


现在 如 果 我 们 改变 G 中 边 es 的 方向 ,我 们 得 到 一 个 新 的 有 商 图 G*， 
如 图 2.26(P) 所 示 。 如 果 B* 是 G* 中 对 应 于 G 的 基本 回路 矩阵 ， 


+g 


RI 
detB^ZB*' = (2, +24) (224-2 1524) — 
+ Z; (Ze + zi) (2.208) 


BZB’ 和 BAZBY 的 元 素 的 广义 代数 余子 式 MatB) 和 Mas (BA) 
别 由 以 下 二 式 给 出 


Ma (B) = ~detB_,ZB'_,=— (2, - Z) (2.2692) 
M53; (B*) = — det B*. ;ZB*' = — (z;—2;) 
(2, 2090} 


罚 此 我们 推断 ， 网 络 揪 阵 行列 式 及 葵 广 义 代 玖 余子 式 通常 对 于 G 
的 关联 明 数 的 改变 不 再 保持 为 不 变量 ， 但 是 ， 我 们 看 到 在 一 定 的 条 
任 下 它们 切 保持 为 不 变 荆 ， 作 为 措 述 电网 络 ， 最 遂 用 的 和 最 午 要 的 
一 类 有 向 图 是 不 变量 。 
对 于 一 个 给 定 的 有 向 图 G, 设 G* 是 从 G 中 通过 改变 6G 的 一 
些 边 的 方向 获得 名 有 向 图 。 SR BA B* 425148 5 G 3 G* spo 
ERRAI EN SEAR IO, mi 
B=D (2.210) 


doh DA bx b BTR RARER, IE ii Du 元 素 灿 ,对 应 于 G 或 
Grito, dui G ihib 6 的 方 负 和 GG* 中 ;的 方 高 一 样 ， 则 ;二 
1, GM d D ESO UAE, fu. B 和 B* 对 应 于 G 和 
G* 中 潍 个 不 同 芍 回路 集合 ， 则 


B=CB*D (2.221) 


UB CAE—A4 mx m SERRER. 

PERRA EE UTOR EE TUR X C h EA PR 
VER Hen REP PET BER ES A 

22.26, WR Z 和 YY A, M5 ARR GHA 
ERRAR ER BZB 和 QYO' (5 FTIR HN the TR Ma 


DUE 


CBS M, CO) XET-UXCAE G (9 EUER CET R, 
征明， 我 们 将 只 考虑 和 矩阵 BZB' 的 行列 式 ， 因 为 其 它 的 能 够 用 
BBEAN BLA. ABR B 和 B* 分 别 是 对 应 于 
G A GURREA RA G 和 G* 的 基本 回路 矩阵 , 则 det BZ BY = 
detB*ZB*'m eg. XA. NX 
detBZB' = detB*DZD'B** 
—dctB* DD'ZB** (2.212) 
ACL 212 28 — 18 A. Z VE ERE RR E x f M F 
DD’ ji b BMG br EBE, SUE He, 
eG AB, Qi) VOCE G(G*)h 支 路 电流 
FUR IEE, PEER G 和 G* 二 考 选 择 相 同 的 同 路 集 合 ， 
RIBARA E, kR E M E* 分 别 是 G 和 G* Bx Het Bos 
Rit. MJ 


B=B*D (2.2132) 


Y-ZI-E b) 
V*=Z*I* 4 B* (2.2130) 
xz Z* MLE G 和 Gray E BH BE, TR 
E-DE* (2.2112) 
v-pyv* (2.2145) 
I—Di* (3.2116) 
于 是 经 过 简单 的 代 换 以 后 ， 并 由 DD ARGUE, RMA 
Z*=DZD (2.215) 
ELA d£ i EU PR RL PIERE PA A] PSR Be PE PIT 
够 容易 地 建立 如 下 ， 
detBZB/ = det B*DZD'B* 
—detB*Z*B* (2.216) 


XT bd i fa VU | Sj 5B [fr p| KUR ed CUR ÉD SAR RF 
式 当然 同样 适用 〈 习 题 2.35) 。 


定理 2.27, — TS RS RH ARR 
其 广义 代数 余子 式 对 于 读 网 络 的 关联 函数 的 选择 是 不 变量 。 

举例 说 明 ， 在 图 2.26(2) 咎 设 G 契 一 电网 络 ， 并 令 式 (2.206) 
中 的 忆 是 所 的 支 路 阻抗 抵 阵 。 如 果 如 图 2.26Cb》 中 所 示 的 G+ 是 用 
BEGE etA MO PRAKARA MERNE 


1 0 Ü 0 07] 
0 1 0 Q0 0 
D= 0 d 1 0 0 (2.217) 
0 D [ 1 0 
-0 9 t 0 —11 


根据 式 (2.215), G*h) CERTE ERE Z* 册 下 式 给 出 


z. 0 0 9 0 
0 z 0 9 0 
Z*= 0 Z 0 =Z (2. 218» 
9 0 z, 0 
-0 0 0 Zs. 


因此 我 们 有 
detBZB'— detB*Z^B* 
= (2; tn) S Bg + Ze} T 2 (2; + Zs) 
(2.2192) 
Mz. (B) = MAG) = —(Z; T z) (2.219b) 


$5. RLC 网 络 的 拓扑 公式 


拓 扩 公式 这 个 名 称 用 于 这 样 一 些 公式 ， 用 它们 可 以 避 过 观察 网 
纤 篇 图 立即 写 出 一 个 网 络 的 策动 点 函数 和 转移 函数 。 无 需 去 展开 各 
种 行列 式 和 代数 余子 式 。 这 些 公式 已 经 眶 用 到 网 络 分 析 和 网 络 综合 
杠 个 方面 。 在 分 析 中 拓 失 公式 提供 一 个 求 网 络 行列 式 和 仿 数 余子 式 


D 


EBRED, BAHRA ERREG ARRERA LAG K: 
BRATS), A CAETH TRARA eS e 
合 技 术 的 可 能 性 ,并 能 推广 到 所 有 的 集 总 系统 。 

和 本 书 中 讨论 的 许多 其 它 问 题 一 祥 ， 拓 盾 公式 的 基本 概 合并 不 
是 新 的 。 一 百 多 年 以 前 ，KIRCHHOFF[1847] 对 回路 方程 组 Ij] 明 
了 基本 公式 ，MAXWELL[1892] 对 节点 方程 组 给 出 了 基本 公式 。 
虽然 这 些 规则 基本 上 龙 正 确 移 ， 但 还 远 不 驶 完整 。 应 用 一 些 吏 代 代 
数 的 方法 ，FRANKLINL1926 对 基 尔 翟 夫 的 阻抗 规则 给 出 了 还 明 ， 
接着 Franklin, kv[ 1932 对 者 克 斯 书 的 导 纳 规则 给 出 了 一 个 有 用 
的 解释 ， 对 这 个 理论 作出 了 贡献 。 基 近 成 公式 已 由 NERODE 和 
SHANK 1961JEA 8 SLEPIAND 19687 应 用 代数 后 四 学 作为 工具 得 
SITE, PRG, PAT RAAR RE Ze BL 3) By. 显 
A CARIE AREI AR- RLC 网 络 。 员 然 对 于 一 般 
的 网 络 有 可 能 直接 获得 这 通用 的 公式 ， 把 RLC 网 络 看 作 是 一 特殊 
情况 ， 这 特殊 情 况 将 在 下 面 上 时 论 中 首先 券 韦 。 这 是 因为 对 于 卫 LC 
网 络 该 公式 几乎 最 简单 ， 草 独 考 虑 它们 是 非常 重要 的 。 一 般 情况 的 
论述 我 们 推迟 到 第 四 章 进 行 。 


6.1 网络 行列 式 及 树 和 补 树 


LATA GH, RAMA r0 Al mo ffo RLC 网 络 G。 
根据 84 中 给 出 的 讨论 ， 显 然 这 个 结果 也 能 应 用 到 具有 独立 电源 的 
RLC Hik, RG AAR pin APE Z 和 YY 是 对 角 线 的 
MEFR. AZON WE BV SGfbiBe(i=1,2,..., 
b) 胡 联 系 是 方 恒 的 。 这 个 与 边 eNO B aY) 叫做 
Fg GRAD. 


定义 2.50. HRR 


对 于 一 连通 的 RLCEGEG, SGI doe mh 
RRG HHH, MERMERE FH, MRNAS 


DE 


WAR, MUR OAR RA ELL, WEH GA Bt EB BOR 
gt. 
为 方便 起 见 ， 令 
VY) = DARA (2.220) 
VOL) = X WELLE ER (2.220b) 
HAS ASR BE AUK G BAT A BS EL BA Bot R 
定理 2.28. — RLC 网 络 的 节点 导 纳 矩阵 Y. 的 行 列 式 由 下 式 
给 出 
detY,— V(Y) (2.221) 
WEBB. AREA (2.105) 的 比 耐 - 柯 西 定理 .我 们 有 
detY,—detAYA/— Y! Y 'detA(LOdetY (1, J, )detA(L)^ 


ao Gye 


= X detA(LodetY(L, LOdctA(LY 
D 


=} daY(L, L)=V(V) (2.222) 
LAHAT ARA Y 是 对 角 线 矩阵 这 一 事实 得 出 的 ， 第 三 行 是 
从 定理 2.19 得 出 的 ， 而 最 后 一 个 等 式 吓 从 定理 2,2 得 出 的 ， 和 式 
是 指 对 A 的 全 部 太子 年 阵 AC 求 和 。 定 理 证 毕 。 

上 面 的 结 失 首先 是 由 MAX WELLE 1892 ] feo RITA SR 
的 简捷 方法 . 第 一 个 公式 证 明 恋 结论 能 中 由 Brooks et alL1940] 给 - 
出 的 。 而 上 式 和 式 (2.194) 的 直接 推论 如 下 。 

推论 2.43, — RLC BIA E T BL AA AERE Y。 的 行列 式 由 下 式 


detY,— KC(Q)V(CY) (2.2233 
式 中 Y.-QYo', 

让 我 们 用 一 个 例子 说 明 该 定理 。 对 于 图 (2.263) 的 网 络 G， 
局 的 树 集 T 由 下 式 给 山 
T—[ee6,, etes, C1eses, €60,05, Ctsee, IG:ey, ezesei， j e;:6;LË 


(2.224) 


积 据 定理 2.28、 我 们 有 
detY,=y 


y (2.225) 
AP yox eto SEN, JU i--1,2,3 4,5. 

应 该 注 章 三 个 重 楼 明 求 实 。 首 先 ， 不 几 写 出 节点 导 纳 撼 隆 ， 它 
的 行列 式 能 够 直接 有 求 得 。 第 二 ， 这 和 没有 胡 消 项 ， 没 有 无 效劳 动 。 
只 需要 对 图 2,26(a) "VN En HERE W fT 询 式 来 
鉴定 这 一 事实 。 最 后 ， 革 dos E Fr Al AURTAE S A aR E 
无 关 的 ， 这 -事实 在 推论 2.23 中 已 经 证 明 。 

现在 让 我 们 研究 由 KIRCHHOFF[1847] 对 网 络 凋 应 的 计算 给 
SRE ASAI. de CLE FS S ORE RD ET. PRE 
AR TED BUN ESS 1 i PE BR RTT PR. 


定义 2.31, HHA 


对 于 一 连通 RELC MAG, SOMA RAI RR 
RORE RRT akakae ETA, MARR 
AGH HSAs WR wee AE, A GL 
HRB. 

设 

CLV(Z) 1 = LHB IML (2.226) 
上 上 面 的 和 式 是 对 包括 G 指 所 有 补 树 阻抗 乘积 求 和 。 
定理 2.29, — RLC IS PS IL EME ZAK 由 下 式 
detZ。 一 kfB)JCFV1ZJ (2.227) 
式 中 Z.—BZB', 
证 明 ， 四 为 Y ÈZ Hy, RRE 2-22 和 2.28， 我 们 有 
detZ =k(BY(detZ) (detAYA') 
-—kODQnecn)VO) 
-kODCOVOD] (2.228% 


D 


RR BBW el. 2, 5, b) 相 联 系 的 阻抗 。 定 理 证 毕 。 
ah Q.221) 和 (2.227) 中 给 出 的 表达 式 ， 分 别称 为 节点 和 网 
孔 的 判别 式 。 


推论 2.44. 
detB,ZB; - detB,ZB; - CL V(Z)] 
==ZIZ2 Z V (Y) (2,229a) 
detQ, YZ; -detAYA/— V(Y) 2 yyyss + -y CLVCZ)] 
(2.2295) 


式 中 Yici/m, Bini, 2, eb. 
例如 ， 在 图 2.26(a) 中 G 的 补 择 集合 了 由 下 式 给 出 
Tee, cies, Gg 69s C1e2, Cres, Cres, ese.) 
(2.230) 
Rim 2.29, RAIA 
detZ, = 242; + ZiZg 十 Z2Z3 dk Z3Z4 十 Z)Z23 + Z,Z5-b ZI1Z5 + 2224 
(2.231) 


6.2. 广义 代数 余子 式 及 2- 树 和 2- 补 树 


本 节 中 ， 我 们 将 介绍 用 网 络 某 些 子 图 的 即 权 函数 的 乘积 表示 广 
义 代 数 余 子 式 的 公式 。 


HEM 2.82, 2- 树 。 


一 有 向 (无 向 ) 图 G 的 生成 子 图 ， 当 且 仅 当 它 具有 两 个 韦 通 片 
间 时 不 包含 回路 时 ， 则 做 G 的 2-M. WT EX rZ GE. 6 
以 两 者 都 是 ) 可 以 由 一 个 弧 立 节 虚 组 成 。 
常会 需要 求 出 某 些 指定 的 节点 在 不 同 的 思 通 片 下 的 2- 树 .为 了 
方便 起 见 ， 用 下 标 米 表示 这 一 意图 。 例 如 tas IRAE e 2-1 
的 符号 ， 其 中 节点 a 和 b 是 在 一 个 片 中 ， 而 节点 c ，d 和 * 在 另 一 
个 月 中 。 作 为 一 个 例子 ， 如 图 2.26(a) 中 的 2- 树 112,: 和 tz, 的 集合 
分 别 表示 在 图 2.27 和 图 2.28 rh, 
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z 


" » A e 2 Row 4 ^ 
— 
er | E] D e 2 
E a oa J L. 
é ; 3 e g 
图 2.27 2-A} tua 图 2.23 2-hit.. 


EM 2.33，2- 树 乘积 。 


对 于 一 个 RLC RAG., SGA 2- 振 的 边 相 联系 的 部 权 函数 的 : 
Efi Giu 2- 树 乘积 。 如 果 加 私 国 数 全 是 导 纳 ， 则 读 RR 积 称 为 
Gif 2- 树 导 纳 葬 积 ， 如果 加 权 函 数 爹 吓 阻抗 ， 则 称 为 G 的 8- 树 阻 
HRE., Ru APRN 2- 树 ， 共 中 相 辐 节点 屡 求 在 不 同 的 连通 . 
Woh, GENE SCHO SRR, 

在 一 般 情况 下 ，2- 树 可 以 由 两 个 孤立 节点 组 成 。 这 样 一 种 2- 
树 的 乘积 可 以 定义 ， 介 我 们 没有 发 更 有 此 需要 。 

设 

Wrs (Y) = 322-RESHAGIBA (2.2322) 

Was) = X2-BILUCRGER (2.2325) 
上 面 的 和 式 分 别 对 G 的 所 有 2- pd :ee 的 所 有 可 能 的 2-5] AER 2- 
PMA, 

引 理 2.11， 对 于 一 有 向 图 G， 设 G. 是 从 G 通 过 短 接 边 6, 获得 
的 有 向 图 。 则 将 G 中 忆 的 两 个 庙 点 分 开 的 2- 树 和 G. 中 的 鹤 二 者 之 


elute 


往 存 在 一 一 对 应 关系 。 而 且 G 和 G do ROPEEES R AHE 的 乘积 。 

该 引 理 的 证 明 是 简单 的 ， 留 作 练 习 (习题 2.37)。 

定理 2.309， 对 于 一 连通 的 RLC 网 络 G， 设 6,=《u, uj) 和 
e,—(vi,, v) 是 G 的 两 条 边 。 则 G 的 切 羊 导 纳 算 隆 Y. 的 元 素 的 广 
义 代数 余子 式 M (O AFRA 

M,,(Q)-:K(Q)[ Way uuu) T W...  (Y)] (2.233) 

式 中 Y. -QYQ, 

YE, BEDA (2.174 b) 充分 锐 明 


MCA) UW, Y)— W... YI (2.234) 


按 与 在 式 (2.176) PAINE. RIE 


M,(A)= D SU MCA T )derY(La, 1M Ka) 


Che) ey) 


= SO MAA; LMA; L DdetY(L.,, 14) 


ed 


(2.235) 
dpT Y EAREN, HURESEIS2.94 和 引 理 2.11, BARR 
MQCA; J. 2M,CA; Eau) (2.238) 


当 且 仅 当 与 :中 整数 相对 应 的 G 的 子 图 是 一 个 2788 t... A IC 2- 
HY fw 时 ， 该 乘 各 为 非 零 。 因 此 这 非 零 乘 积 对 应 -2- 树 toy soy, BR 
t 。 出 于 立 是 对 角 线 垂 阵 ， 它 在 式 (2.235) 中 不 会 增加 复 
da, HORE. MMAR 它 与 G 中 2-H tee 或 人 .wns 的 2- 树 导 
纳 乘 积 相 对 应 时 ， 则 式 (2.235) ICA TU MRA, 

在 2 树 导 纳 滋 积 的 前 面 还 需 规 定 符号 ， 如 果 Ae ALF Aik 
或 如 果 8,:-e,， 定 理 显 然 是 成 站 的 。 因 此 让 我 们 假设 es, 问 时 
它们 不 平行 连接 。 根 据 习题 2.35 $2.59, IERP RE uj 7 1,0;— 
4, v&j22, v,=3, us=1 和 Y=2， 这 并 不 失去 一 般 性 。 又 败 G 的 拓 
TRAE 4， 则 


BUE 


l; 9 AT 

0 1 A; 

A(L.,U11,2)) - ° .237 

iU ,2D 0-1 A, (2.237) 
Lo 0 F] 


式 中 As, AM ASE, WQ FAEG-3)xG—10 WE, ik 
B ATER (2.236) WEF, REN 1 和 和 2 REUSE LP, A 
此 我 们 有 

M,(A; L5)—-—detA(. ,U{1}) = -detF, — (2.2382) 


MCA; L.)9 —detA(L.,U 421) = detF, (2.2385) 
式 中 - 
A: A, 
al As Jews! As | (2.239) 
F ` F 


考 处 黄种 情况 :它们 对 应 以 上 讨论 的 两 种 类 型 的 2- 糙 。 

情况 1， 具 有 类 型 t12,s 的 2- 择 。 现 在 对 应 于 2- 树 bza 同 一 片 中 
的 节点 邵 节点 1 和 2 的 A(1-,) 的 所 有 行 的 和 为 零 ， 因 为 这 些 行 形 
成 谈 片 的 关联 (不 是 要 本 关联 ) 短 阵 。 MEELA 表示 这 些 和 。 
出 Ai= 一 ( 工 A， 人 入)。 由 于 机 加 矩阵 的 行 不 影响 它 的 行列 式 但 ,我 
们 可 以 用 一 A 代 生生 的 第 一 行 ， 用 A HA, 代替 第 二 行 。 换 言 之 ， 
REI 


detF,-- --detF; (2.240) 

MARG. 238) TS. 236) rE RB 

情况 2， 上 其 有 类 型 fs 现在 对 应 于 2- 树 ti,24 同 一 片 中 

的 节点 如 节点 1 和 3 的 A(L-) 后 所 有 行 的 和 为 零 。 再 一 次 用 行 矩 

BEXLA RIXA. HA, = 一 (二 AAAD)。 因 此 ， 我 们 可 以 用 A; 
vASRBF NS fs, M-A f dq. XE 

detF, = detI (2.241) 
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HIRR. 238 9(2. 24 0f USO 236) RBS 9 1, 因此 
我 们 有 
MCA) S [Wia Y) Was 

RLE, RIIE ui 一 v: 或 :以 
题 2.59)。 定 湿 证 毕 。 

福 意 式 (2.233) 中 的 所 有 项 是 种 不 祖 间 的 。 这 意 钰 着 应 用 这 一 
公式 不 会 象 通 党 展开 网 终 行 列 式 那样 去 进行 多 余 项 前 许 算 ， 它 仅仅 
包括 那些 不 能 约 去 的 项 。 这 是 所 有 拓 盾 公式 的 典型 特性 之 一 。 

2 机 这 个 术语 是 由 Pencarz[19533 首 先 应 用 的 。 对 于 2- 树 应 用 : 
他 使 用 几 条 符号， 公式 (2.233) 可 以 直观 昌 用 图 2.28 表 示 。 


Ë S. 


图 2.29 ZoX 230 ES LER 


J] (2, 242} 
s= Vi Rv US 24 


推论 2.45， 
M,.(Q,) MlA) Wanu Y) Wasss40)1 
(2.243) 
推论 2.46: ix k 是 GREC E MIGA T R SB PERS CL) 
Za RBA ERAS PRA 


Ale Wi. (Y) (2.244y 
WEB]. TExERPZ.30m, Susi, vu=jflu; = v =K, M| 
MCA) (=I detA YATI AN (2.245) 


此 推论 是 从 式 (2.23) 及 Winxi(Y) 一 0 中 得 出 欧 。 

推论 2.47， 如 果 边 e,= u,v, 和 e,-= (oz 分 别 是 仅仅 包含 在 
切 着 1 和 j 申 ， 又 如 果 它 们 的 取向 与 切割 方向 相同 ， 则 由 基 Dat 
nic OC coner m j) 形成 的 的 切割 导 纳 矩阵 的 〈i D-K 
RBA FRA. APR 
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MDW YW ae VI] (2.215) 
证 明 : 根据 蕊 (3.170b) 我 们 有 
Ma HdQ ,YQ - Af (2.2473 
该 推论 由 此 得 证 。 
显然 ， 由 包含 G 的 边 
ele, MITE ak hs L-HR 
集合 满足 推论 2.47? 的 要 求 。 
例题 2.10, AR I FR 
2.30 所 示 的 RLC 网 络 G , 
n s 2.30 所 表示 的 三 个 
REIS BRE RS AE PE: 
Y, 的 元 素 的 广义 代数 RT M2s 例题 2.1¢ 中 所 考虑 的 RLC 网 小 
AM, (O SUE RSUHR 侣 用 式 (2.233) 直 接 求 得 ,这 里 81 二 (4,1)， 
* = (2，3)。 此 结果 由 下 式 给 出 
M3) DW as C) -Wasu CY) 
ME (2.228) 
Sub Ydàee 0-1, 2, o, OWE, HTH EA, ERN 
用 通 当 的 方法 二 算 Mis(Q)， 
M; (Q) = —dcetQ.,YQ'_ + detQ TQ, 
= hye Yar ya) (Fa F ys + ya c Ys) 
+ (y: |: y 
tO). Ys bat ye) 
+ (yet ya) (ys— Yo) 
EYY T yay, (2.249) 
Y, 和 的 (1，3)- 元 素 的 代数 余子 式 Ai 能 够 从 式 (2 MORR A, 这 
里 es 一 (4，1)，ee 一 (3，4)。 
Au LW. (Y) Wi (Y)]= — W. (Y) 
:一 ysys 一 8 (2.250) 
V; G 3383 MIRAE A DT 4 Ad 本 节点 ， 并 据 此 号 出 布点 导 


sisi” 


$4 H 


AER Yo, RURSEEYSTOOE DI MARR TERM. (A). BEE 
容易 地 从 式 (2,243) 求 得 并 由 下 式 给 出 

Ma (A) = [Wi (Y) Wia, a (YYYY: (2.251) 
为 了 进行 比较 ， 这 时 对 M;,(A) 再 用 通常 不 展开 式 计算 如 下 

Ma CA) = detA YA a detA YA”, 
— ay T Ysl yat Ys F ya) 
yey ya P y) Ysys 

= ysye Ys. (2.252) 
景 后 ，YY, 的 (1，3)- 元 素 的 代数 余子 式 A SERE, (2.244) 直 接 计 
Sd PAA 


Aso Wis al) 
—Yaya b Yays + ysys + ysys —— (2.258) 
ELAN ERRIA HY. BRER TRL. 网 线 的 问 


路 阻抗 算 阵 元 素 的 广义 代数 余子 式 M,.(B) 的 公式 。 
定义 2.34, 2-4). 


对 于 一 有 向 (无 向 ) 图 G, ORI- G 2-3 B1, 

HRS, Ins dE G 的 2- 料 ， 则 符号 Huo 表示 对 于 27 
Bits, 92-8 BI, . 

定义 2.351 2-H, 

对 于 一 RLe 网 络 G， 与 G 的 2- 补 树 的 边 相 联系 的 加 权 函 数 的 和 
积 叫做 G ARI, nA ILU A AN, EIR BAG 
的 2- 补 树 导 纳 乘积 ， 如 果 加 权 函 数 全 是 阻抗 ， 则 称 为 台 的 2- 补 匀 阻 
HORE, 

RR E, Ay G AS g-2-585, MANDAR, 
3uXfo-BHUL, JEZEL YID. ART IEE 
HEB, 

it 


C[W,,, (Y)1= E27 RARA (2.254ay 


D 


COW (D J= X2 2H BUR BR (2.254b) 
这 里 的 和 式 分 别 包 括 G I NERSE MEL, Sr SE ie 20b FER 
ARRA- NER, 
定理 2.31， 对 于 一 连通 RLc MAG, ies (u, u) Ae = (vi, 
Vi) EGY AY. Wü GAEI BIERE ZnT 素 的 JU 义 代数 会 子 
式 M。,(B) 由 下 式 给 由 
M(B) 209 (COW a dD CW... D 
(2.2553 
Suh Z.-—BZB' z yD e G= 1, 2, eb). 
证 : 根据 定 现 2.24 和 推 认 ?3.45， 我 们 有 
Ma (B) = —k(Bi(detZ,, v) Ma A) 


=k(B)(2iz; rf) Waras C) 

— W... sa Y)3 
=k(B)(1/z,z,) (CL Wu (Z)1 
COW. eZ) (2.2585 


定理 证 毕 。 
式 (2.255) 圆 括号 内 公式 能 够 以 一 种 直观 的 方式 用 下 面 如 及 
2.31 所 示 的 Pereival 的 符号 直接 写 出 。 


| ui 2 w4o—Y w | 
l. Wa Wom 
HEIGI 公式 [2.2553 的 几何 赛 其 
推论 2.48, 
M(B) MC = (1/z.z,)(CLW,,,,.....(Z)] 
SEL W... ED (2.287) 
推论 2.49， 设 G"* 是 从 G 中 移 去 边 e. 和 e, 后 获得 的 有 向 图 。 如 
ROW .(Z)J3826G"F382-3FBI ap, eal SPAT AY ABR FP 
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FALE, MBLIBELLOEBFZ, HERU K V ACER M. (B) 
下 式 给 出 
May (B) = EG (CIW trv (Z) CUN T, 02)1) 
(2.258) 

式 中 ZQ-BZB/, 

推论 2.50. Ribes (w, ws = (vi, v) 分 别 只 包含 在 
河 路 i 和 j 中 ， 又 如 时 它们 以 回路 的 方向 取向 ， 则 由 基 本 回路 矩阵 
Bi 包括 回路 i 和 站 形成 的 G 的 回路 阻抗 炬 阵 的 (i, D-RE 
会 子 式 如 由 下 式 给 出 


k(B) 
ZZ, 


A5= (CEW, uu) 17 CLW. vnn CZ] 


(2.259a) 
= 
Añ=k(B)XXC[W:,,...(Z)J—C[W* pua 29) 
(2.2595) 
sth CCW uL) TG" f BTA 2- AME t... uA BUR AT BE 2-9 BE 
RASA, 而 GEM G hD < 和 *e, 后 获得 的 。 

这 个 推论 芍 证 明 类 似 于 推论 
2.47。 留 作 练 HCA Bi 2.38), 
显然 ， 对 于 不 包含 马 的 边 se 和 * 
的 某 资 的 f- 回 路 集合 满足 上 述 推 
isa, 

f$J882.11, 218 n 2.5286 
示 的 RLC 网 络 G。 由 图 2.32 所 表 
示 的 三 个 回路 所 形成 的 回路 阻抗 

图 2.32 例题 2.11 所 考 旧 的 RLC 网 络 ” 矩 匡 Zo 的 元 AR 的 广义 代数 余子 
式 M1:(B)， 现 在 能 部 根据 G 用 式 (2.255) 坦 接 求 得 并 由 下 式 给 出 

MaLB) 2 (72:2: CC Was (221 —cLW. (0) D 


= (12125) (Z123%s%o— nm) = Xs (2.280) 


* 134s 


SVonAGBeO-1,2, e, SA 联系 的 陪护 。 Zagi, 3y= 
元 素 的 代数 余子 式 A5 能 够 根据 G 用 式 (2.259) 直 接 求 得 ， 这 里 所 一 
, 2)f1e -= (2, 3), 
Az =(1/z;za(C[W.,...(Z)]—C[W.,,, (Z) 
= (1/2123) (Z;2sZ Ze + Z12252; + Z122Z; Z, ZeZZ5Z3) 
=Z ZZi + ZE 十 sZ (2.261) 
景 后 ， 由 G POLAT EFJ I i = LEER f) EET PR E D f 
HERU REA RMB, BP 
Mi (B,) = (1/2126) (CL Wazsis(Z)]— Cl Waa relZ)] 
= (1/z.zs)CLW.,,  (Z)1 
= — (Zs l- Zs ZR + Zaks) (2.262) 
LARS TB,ZB/ (C1, 3) 50350408 s TAANE. HAC 


应 网 筷 是 eyeses，ezeses 和 sscsts， 


6.3 RLC 二 端口 网 络 的 拓扑 公式 


一 全 二 兹 只 网 络 定义 为 具有 两 个 能 与 外 电路 相 ER 的 Buy 的 网 
络 ， 除 了 这 两 个 问 对 以 外 ， 降 阁 与 外 界 是 电 和 珊 绝 缘 的 。“ 问 对 "或 
“日 "， 意 指 一 个 端 革 的 一 端 和 不 同 端 对 的 另 一 端 之 词 不 进行 外 部 连 
E. 例如 ， 如 县 图 ?33 的 黑 盒 子 表示 一 个 二 端口 网 络 N， 这 里 (1， 
2) — Pst, (3, 425308, 瑞 子 1 和 和 3 或 2 和 4 或 1 和 4 
或 2 和 3 之 问 不 进行 外 部 连接 。 一 RLC 二 端口 网 络 是 一 个 仅 由 电阻 
器 ， 电 容器 和 自 感 线圈 组 成 的 二 端 只 网 络 。 


FE 2.35 用 电压 谭 注 励 的 驳 下 网 阁 
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易于 将 前 两 节 的 结果 应 用 到 RLE 二 端口 网 络 的 分 析 。 因 此 我 
外 简单 地 陈述 这 个 结果 ， 而 将 细节 留 作 练 习 ( 习 题 2.39)。 

为 了 简章 起见， 我 们 对 二 端 只 网 络 N 的 节点 和 支 路 如 图 2.33 或 
2.34 称 号 。 应 用 回路 方程 组 的 公式 假设 作用 在 输 入 端的 是 一 电压 
源 ， 如 图 2.38 所 永 。 应 用 节点 方程 组 并 用 -电流 源 激励 网 络 . 如 图 
2.34 所 六 可 得 出 另 一 组 公式 ， 回 路 和 基准 节点 的 选择 表示 在 图 3.33 
和 2.34 中 。 应 用 前 述 结果 导出 这 个 公式 的 最 简单 方法 是 我 们 分 别 把 
纠正 源 和 电流 源 认为 是 具有 零 阻抗 和 零 垦 纳 的 边 。 注 意 ， 在 图 2.33 


EL 2,34 HORE CM 
中 戏 电 压 源 和 前 参考 方向 的 规定 与 我 近 以 往 季 习惯 规定 是 不 同 的 ,下 
此 在 应 用 前 述 结果 时 ， 它 将 引入 一 个 负 导 。 应 用 图 2.33 中 规定 的 参 
SA, WARN 在 初始 条 件 为 零 的 情况 下 ， 四 个 转移 
AIERT 
Zisa ls) = REE dt = v: (s) /i (s) (2.2638) 
aisa (3) = BS Bie HL aR = G0 is) (2.2635) 
Y: (s) = SERE SRERERUIE (sy vl (8) (2.288c) 
Bina (s= PERE ABR EE aR = v 07i (2.263d) 
dB, IEPA 3309 REN, , 它 的 两 个 策动 点 函数 是 
Zivac(s) =(1，27 问 对 的 策动 点 阻抗 函数 
=v; (s)/i ís) (2.26:&) 


指定 的 ， 这 里 规定 的 符号 比 ASH EARE 符号 更 方便 。 这 
SAGEM UTES 4 章 # 6 ep RE DBE ES RM 


Yin[s)=(1, 2203165283 Shi pn gk 
=l(s)/v;(s) (2.264b) 
定理 2.32, XbHÍnE2 3335234 E 89 RLC ARE CUSTEREN Bet, 


Zins) Cisco [Wiss( Y) - Wiss (Y)]/V* (Y) 
(2.2653) 
=z,(C[W;:  (Z)]— CW 0) D/CCV*(2)] 
(2,2685) 
Yin) =yagiasatgs) =Y [Wisal Y)  Wioa(Y)1/W4 (Y) 
(2.2662) 
—QDWisa0D1- CEWisa (2) D/CEW* ,,(Z)" 
(2.2666) 
zaaGbi/yuaGOoWLüY)/V*Y) 
=C[W!.:(Z)'j/C[ V*(Z)1 (2.257) 
Xm Uyo ALARA IE BERI 2-BPERS EUR TTE EIAS 
AN 计 筑 向 ， 所 有 其 它 项 只 是 计算 口 网 络 下 。 
例题 2.18, 考虑 如 图 2.35 NRTA RN, ER 
Rai 


Wana(Y)— WiontiY) -Yusysye707 -YaysYsYs 
(2.268 ay 
CIW (Z)]— €7 W aZ) ] oz, (2.208 b) 
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WT. CY) y:ysy;y-r Yiysy;iy; C YUY Tye 
TYwihYctuy YixYsyaYo + YaYavaY: 
V YsYsYoYr + Yaya YoY rH YaYAYtYa + Yaysyays 
YEY sYa t YaysYaYo + YYA Yay? — YaYsYoYs 
T+YsVaYsYr+ Yayaya Yr + YaYaYsY7 
CLWH CZ) 9 = zzzi Z ZsEs — Z25270 Z;Z5Z 


TEGERE + Z2Z3Z6 + Za3Z6Z6 D Z3Z4Z6 
十 了 1z2Z4 + Z12425 + Z12227 + Z1Z;Z7 
A ZiZ,Zz 十 Z1Z2Zs + Z1Z3Z5 十 Z12324 
+ Z1Z2Ze + Z1Z5Z6 + ZiZs26 (2.269 b) 
N*(Y J= YsaysyYsYsYs T YiyaysyiYs + ViYsYaYsYe H YAYsYsYuYe 
t YYYY iYe E YiYiysyey; t Ya Yaya Ysy + Viysysy,y, 


+Yiysyaysyz  YiYsysyiY st Vuyzysysy; (2.270 a) 
CLV*(Z)]— zzi + ZZ, + Voz, Z Z; 4 Xa; Zag + Tas 
十 2Z3Z4 + TT 十 Z5Ze + ZaTe (2.2705) 


需要 的 网 络 医 数 即 能 从 式 (2.265) 一 (2,267) 得 到 。 


Š 7， 网 络 解 的 存在 性 和 唯一 性 


在 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 默认 了 网络 矩阵 的 逆 存 在 。 因 此 ， 确 定 
厚 网 络 能 够 获得 唯一 解 的 条 件 是 很 重要 的 。 

KIRCHHOFF 1847 年 首 先 对 仅 由 电阻 组 成 的 网 丫 证 明了 多 的 
存在。 这 个 问题 的 证 明 是 由 WEYTLE1923 180 ECKMANMN[1944] 详 
细 曾 述 的 ,同时 他 们 对 让 问题 还 进行 了 比较 深信 的 探 二 。SESHU 和 
REED[1961- 得 出 了 对 具有 互感 和 独立 源 的 RLC 网 络 存 在 唯一 解 的 
必要 和 充分 的 条 件 。 为 了 试图 适用 于 更 一 般 的 情况 、ROTH[1955， 
1959] 以 及 MALIK da HALE[1967] 也 仔细 券 虑 过 这 个 问题 并 对 大 
批 网 络 前 瞧 一 解答 正明 了 一 些 必要 和 充分 的 条 件 。 

三 个 基本 方程 组 (2.51) 一 (2.53) 构 成 研究 的 出 发 点 。 首 先 ， 我 
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们 按照 式 (2.53) 中 的 艺 或 Y 那样 对 Q@ 和 B Aa, RERIN 
三 个 方程 洱 写 在 一 起 ， 这 样 使 已 知 量 能 够 从 未 知 量 中 分 离 出 来 。 


Q, Q, a M °] 

h DORÉ 3 (2,271) 
n o U, QV, E, t 

a -z, 0 v, lv, J Ls, 


这 里 U, ean x Br IEE, 因为 V, 仅仅 是 E, Ë; RIES, BE 
VAZS RS AES 13d AM, MM BRS Ey y RIE ot V 
置 到 方程 的 右边 ， 我 们 得 到 


Q Q, D -rl 0 
b 0 B, Ir How (2.272) 
0 —Z, U,-'v, 


MoT iË (2.72) 3E IRE; , FR eS PERH HRR UTR 
AGEMADH. DUE. HEHE STREET BUE Db) 
立 的 中 压 源 组 成 前 回路 ， 则 为 了 使 G HU — PAR. 1x26 
代数 和 必须 为 堆 ， 因 为 系 获 矩 隆 中 对 恕 于 这 个 回路 的 行 仪 
BFAR, RLE. MRAR (2.53 b) RER (2.53 a) 应 用 到 式 
(2.270 中 ， 则 为 了 使 台 只 有 一 个 解答 、G 引 妈 由 独立 的 和 非 独 立 
的 串 流 源 组 成 药 到 利 中 这 些 电流 源 的 代数 和 必须 为 零 。 很 请 在， 如 
果 G 包 含有 这 样 一 个 回路 或 切割 ， 由 于 系数 邱 阵 的 秩 小 于 未 知 量 卒 
数 日 ， 如 果 它 的 解 存在 ， 解 决 不 能 是 叭 一般 。 


yal * ° 


C3) (b) 
592.36 具有 无 穷 多 解 的 网 络 


MI 


SH SEW 2.36 所 永 的 网 络 及 其 对 应 的 有 向 图 G。 网 
HITAC. 272) HMM Bub T ASH 


iy 0 
iz 0 
，|=| ， (2.278) 
i; ifs 
vs 0 


式 (2.273) 中 的 第 二 个 方程 对 应 于 由 电压 沽 Ye 和 ve 组 成 的 加 路。 于 
是 谈 网 络 的 完全 解 由 下 式 给 出 
ME 1/s m x 
any. |: | 
z H 1/s ka I- p Fe] 
Ya ls dc 1s 
(2.274) 
泸 中 x 是 复数 域 上 一 任意 常数 。 因 此 网 络 具 有 无 穷 多 个 解 。 
引 理 2.12, Irayk—J pk 2 总 是 能 鲍 唯 一 地 分 解 成 两 个 部 分 


Z- H+jF (2.278) 
式 中 五 和 下 是 哈密 特 式 拭 阵 。 
TERR. 设 
u-i (iu (2.276) 
i-i (ZF (2.276 b) 


AFRA VOM BORN, 

ATHEBM, AAR ZG SRAM A, EEE 
BEHA F 通常 都 是 复数 。 但 对 PME Z, B 和 下 二 党 部 是 实 
数 。 ` 

引 理 2.13, fü — 4 DTE TE 5425 G HAR AE Pr UE 
REV 和 工 按照 式 (2.53) 分 块 ， 又 如 果 电 压 源 和 电流 源 是 具有 相同 
频率 的 正 继 函数 ， 那 么 二 次 型 


BT 


GHG e)5G @ RVG oHG o)V,(j o) 
(2.277) 
BMS H Hs B He ae HD WG WJ eS PLAIRE Uk 355 2) o RE 
倍 ， 式 中 HS A, 分 别 是 Zot M Y RR RRENO, HERR ER 
AR, 
证 明 ， PUTED AR Z 的 情况 ， 另 一 PPA OLRM TA 
的 方法 证 明 ， 央 为 G 是 初始 松弛 和 的、 根据 式 (3.53 a) 我 们 有 E,—ü 
和 
TGo)V (jo) =T GeV, a) + TUeV, o) 
-XGo)VGo)c DGZ jo), Ga) 
(2.278) 
ReV (jo) V (12) - Rel Go) VG o2 + DGL Geo) 
(2.279) 
注意 式 2.277) 中 的 二 次 型 总 是 实数 。 众所周知， 在 网 络 理论 中 
Re Go) V (jo Min Rel, G oV, Go) sp BIE G dU GY 
SEDER ERIS. Dez, REEM., SRI 
"E Rel (joYV(Go3-:0, 该 引 理由 此 得 出 。 
FS e FD Y 38 25 2128 WG FR BUD T Ag or yr EUG Sk PS 
E SOR SANE, Tub. WER. 27T) RP 
一 次 型 网 任何 一 个 在 perc 则 该 网 络 G 不 能 
RASA RE ASS. BH, 如果 上 述 二 次 
BEB EE EEE.: OMUADQIR G* 总 能 够 连接 传 为 一 放大 器 或 一 
振荡 器 工作 。 
下 面 我 们 将 征明， 如 果 式 (2.27?7) 中 的 二 次 型 不 是 蚀 等 于 零 , 则 
现 络 具有 唯一 解 。 


定义 2.30, 欧姆 性 。 


“Ue 


SF RRR LAS X. RRAZ 0, Me 
EOR LIS DM Z bc ista, 

定理 2.33, WZ EREHE, BAZ ERR, SIL 
当世 是 欧姆 性 的 ， 则 Z Sy AH, 
证 明 : 变 吕 是 非 奇 异 的 ， 则 存在 一 韭 零 解 X!， 使 ZX, 一 0。 这 
SX 0R, Z1ZX,--0 Jl: THI, MEAZ 必须 是 非 奇异 的 。 
EW, MAE ARX. HXIZ 'X,=0, VE 


Z32X,-X)Z/X,—0 (2.280) 
FUE, MRI tE OE ih kja DRAR, TUNA, S 
Xi FOB, X:Z3N,=0, UG Z ÆR RHA, BELA Z- 
AREA, RRIA, 如果 2 EREHE, WIZ) L =Z ae 
是 欧姆 性 的 。 定 理 证 毕 。 

引 理 2.14, EF X BE pq. DOS pM, AUR 
ZÆ q BAEP, Wi PZT tb uh, 

证 明 , WX ERE p- 人 矢量 。 我 们 轿 要 证 明 X'FZF'X 半 0。 
AME ARS, ux 


X :=F'X (2.281) 
X. E~ a-Rd. DIU F Bp, LAA XM, FI X569, 
HA ZERRE, RAXZK 0, R 
XjZX = X7FZF X <0 (2.282) 
引 理 证 毕 。 
定理 2.34， 设 台 是 一 不 包含 有 任何 可 路 (切割 ) 仅 由 独立 的 和 
SPARS BE RRB ESOB. EGY EMPERAN D 
BASOA, AR G* HERRICO R ABE Z, CY JR 
SHEN, IA GRBE (UAFA) 短 阵 BZB'CQY Q^) EE 
奇异 的 ， 同 时 网 络 G 的 解 足 唯一 的 。 
WEB]. UE B* 和 Q* said Glo ERE Se aa AC ETAGE. Di 


B 


Ay Loy A Ye 是 欧姆 性 的 ， 从 定理 2.33 05188 2.14 fll DEZ qi E 
B*Z,B* 和 Q*YoQ+: 二 者 均 是 欧姆 性 的 和 非 奇 漠 的 。 定 理 的 第 一 
部 分 即 可 以 推论 2.11 和 2.13 得 出 。 

AMER; US BTR (Vi h) M (Va t) 
是 两 个 不 同 G 中 的 支 路 电压 和 支 路 电流 矢量 的 集合 ， 它 们 满足 式 
(2.40)—(2.42), XE 


Y-V,—V, 和 I=L- (2.283) 


Wo nV,-0 8 Bv.-0, IYER Dv 0, MEH 2.12, drm 
HYS 使 


Y-Q'V. (2.281) 
其 次 ， 因 为 
I-L--:YV,-YV,-YV (2.283) 
FAA QI=0, MRO. 284) 80(2. 285) FE 
QYQ'v.—D (2.286) 


fH SEHEN Bis. QY EIER, AER. 288) IX 
具有 和 零 解 Vc 二 6。 Ash (2.284) 10.285), TU V=0 I= 
D RETARA. LAV, L) AS. 因而 解 确实 是 唯 
一 的 。 

推论 2.91. 如果 G* 的 Zer 或 Vor 的 哈密 特 部 分 是 正定 或 负 
定 ， WASHA NL 

现在 我 们 将 以 上 结果 应 用人 到 “RLCM fay”, 


定义 2.37, RLCM 网 络 。 

ti HEELS rui a DUC ELCHE TRE EI PD PY RCM 
网 络 。 

对 于 一 RLCM 网 络 G* BAD PL EE Zo CR AXE HR, 
通过 局 时 交换 行 和 列 )， 能 够 根据 G* 的 电 嚼 器 、 电感 线圈 和 电容 器 
分 块 成 如 下 形式 


DE LER 


R 0 0 

Ze=]O sL °| (2,281) 
DO O0 D/s 

AR ROGESSDEIERRSHBDE. D 也 足 这 祥 、 工 是 正定 或 M 

EH., EEL be a eM A PRIA 系统 

Éy. RAZ, EAA AR Babes Ch fU HBS 

阵 工 项 不 是 正定 也 不 龙华 定 的 ， 那么 我 们 能够 形成 -个 nux 

Lippe LUE ER EY US. PR RAINE. 

DA ME URA RUE WR ARER, 因此 证 明 对 于 工 的 

假设 是 正确 的 。 

BUELL BANE LUZ, WL SEA, ERE - 
SETH AR. AURTE— Ub RRA, EPH 
PETRI, MIEP ERRER EA E ens. 
则 这 一 组 线 图 称 为 是 全 得 人 台 的 。 如 果 一 个 RLCM RA A 
s 则 钴 降 工 将 为 非 奇 嫂 ， 加 着 是 正 立 的 BR RATHI 

;, DT BeBe AE ms. 

EM 2.35: 设 G 是 一 

仅 当 它 不 存在 epe 的 
" M GAREA, 

WAY, ARE EHET HAER BZB RI Q YO 要 求 非 奇异 
BF, XE AR AEBS RIFE SE T 

MAERA. 272) 00, BRA RA ERE RIERA 
这 个 条 件 是 必要 的 。 XERPERULSDADCPÓARUSÉLAD EA 08. WE, HG 
AUS HR LBC RSPR TERE Z du Y 技 式 (2.53) 分 块 。 又 设 基本 畦 
ESA: B 和 基本 切 荐 年 阵 Q 的 列 与 Z 2t Y 有 相同 的 边 序列 并 该 下 


4b Arf) RLCM Bos ng 
路 和 仅 注 电流 源 组 成 的 急 淖 


El 


B-[Bu48;] A QSC (2.288) 
DTI 
BZB'-B,Z,B'; $0  QYQ-Q;Y,Q — (2.289 


D 


samm 


RTRA GEE, ERR ATE, MERHER 
DEA. BUBURGETRES 条 件 存在 包含 G 的 所 有 电压 源 的 — BRE t 
(习题 3.48}。 因此 ， 对 应 于 补 树 t CG rE t Meh PD693805 那些 列 
GE BoP, RPE., Bard mA TABPE, OD. 
AES E: K GrP Se LPT FLESH APES IS ERE SEE 
据 式 (2.287) 对 于 正 实 数 s，Z,。 是 正定 和 能。 ME Z, REI UO. 
根据 式 (2.2897 和 引 理 2.14, 得 出 的 BZB 是 韭 奇 异 的 。 类 似 地 ， 
应 用 习题 2.44 我 们 能 够 证 并 Q YQ 也 是 非 奇异 的 。 该 定理 证 毕 。 

值得 花 时 间 证 明 我 们 前 次 对 于 回路 分 析 不 存在 电流 源 ， 对 于 切 
PA PEATE HE EER E ee BS, HD At FA EE 
Bey FRE AN ABRE NAJE PE TE RBS OR A, 
BOS BEA CE ETE. WAN TELE Jc UR Ve AT ES RE 
切割 法 分 析 读 IIR SE BS AG E A s aA RU HU 等 效 网 
TR), — BOE FRU METER SE EL A 00 ER VEO EUER URBE LRL ES3 .2 
和 $3.3 中 已 经 求 得 的 解 {习题 3.43)。 星 而 易 见 , 如 时 此 解 对 每 一 
种 情况 都 是 唯一 的 ， 那 么 网 络 的 解 对 于 摧 类 电源 都 存在 对， 也 一 定 
是 唯一 的 。 

最 后 ， 我 们 设 两 种 也 许 在 其 空 场 台 被 名 视 的 情况 。 第 一 ， 没 有 
不 能 应 用 问 路 或 切割 方程 组 的 特殊 网 络 。 第 二 ， 一 个 网 络 支 路 可 以 
ERARE BRRR BAe i RE RARA a 
ERETI RRAC IE, ERATE. MERITAR 
元 件 的 叫 联 利 (或 ) 并 联 连 楼 为 网 络 支 路 ， 网 络 的 支 路 阻抗 或 支 路 导 
纳 矩 阵 通常 可 使 之 为 非 奇 者 的 ， 这 又 能 砍 动 我 们 决定 它 的 唯一 可 解 
性 。 举 例 说 明 这 后 一 陈述 ， 假 设 我 们 把 图 2.13 中 的 网 络 元 素 和 
Ls 看 作为 -. 单 个 支 路 。 扎 设 我 们 对 gais 和 R RRA. N 
BAS AS REHE EA 


E] 


向 


DES 


0 9 c] 
Ms Ls 0 0 0 O 
1 


z-|° 0 < 9 0 0 
a 9 0 R; 0 0 
0 D Sga R, 
Lo 0 0 0 9 Z. 


式 中 元 件 Las 和 R, LSS Fly PELA ER 参考 方向 。 如 
果 这 两 个 电感 线圈 TEEMA M ZÆ Ri, HUE 于 式 
《2.61) 的 支 路 明 抗 矩阵 却 是 奇异 的 。 


8 8. 结束 语 


本 常 中 ， 我 们 从 与 有 向 图 相 联系 的 算 阵 的 基本 特性 开始 讨论 。 
应 用 这 些 结果 ， 电 网 络 问 题 在 基 泵 赶 赤 定律 和 砍 且 定律 的 基础 上 ， 
己 却 精确 假设 的 方式 进行 系统 病 述 。 许 多 甘 论 痢 充 分 一 般 化 使 之 适 
用 于 一 般 的 线性 系统 。 为 了 求解 网 络 问题 ， 我 们 还 介绍 了 两 种 重要 
的 方法 ， 末 路 法 和 切割 法 。 

我 们 已 经 证 了 明了 网 络 行列 式 的 许多 不 变量 特性 都 能 够 纯 粮 从 图 的 
理论 推导 得 出 ， 而 不 必 认 物理 论据 求 得 。 替 此， 网 络 行列 式 不 变量 
的 等 狂 不 仅 对 电网 络 适 用 而 且 对 其 它 系 统 也 适用 。 因 为 网 络 邱 阵 元 
素 的 代数 余子 式 对 于 不 论 是 回路 还 是 切割 变换 通常 不 是 不 变量 ， 它 
们 值 的 不 变性 只 论 用 精确 定义 的 被 称 为 广义 代数 余子 式 的 里 值 来 陈 
XR. 已 经 证 月 ， 盟 然 网 络 行列 式 或 广义 代数 余子 式 对 于 一 般 的 回路 
系统 或 切割 系统 不 是 不 变量 ， 它 们 以 一 实 常数 相 联 系 ， 这 一 实 常数 
仅 决 定子 回路 或 切割 的 两 各 选择 。 而 对 于 了 问 路 和 f- 制 集 , 平 曾 图 
身 珊 孔 和 关联 切割 的 集合 等 这 样 一 类 最 通用 的 和 主要 的 类 型 它们 全 
是 不 变量 。 同 时 还 证 明了 网 阁 矩 阵 的 行列 式 和 它 的 革 一 广义 代数 余 
子 式 之 比 或 两 个 广义 代数 侈 羊 式 之 比 关于 回路 或 切割 的 选择 是 不 变 


.Hā- 


A. RADE, HULA BAJ ERO P 2 Met k OR 
BTE. REPRENE (ORE SE PA Ch e ER US 
不 是 它 支 路 特性 的 结果 。 


我 们 还 证 明了 赚 络 甜 阵 的 行列 式 及 其 广义 代数 余子 式 ， 虽 然 它 


们 对 于 关联 函数 徇 选择 通常 不 是 不 变量 ， 但 对 于 一 艇 的 电网 络 却 是 


应 用 这 些 建立 的 福 等 式 推导 出 了 RLC 网 络 揭 拓扑 公 式 。 它们 


对 网 络 分 析 和 网络 综合 都 有 应 用 。 在 分 析 中 ， 盾 扑 公式 提供 一 种 求 
AGAR ARR PR WGA. A ER Te eR 


ALARM RR a TA, ERAST, “EAN RT HRAN 


SRK MA SE BENE. ROE S JH T AOR 


总 系统 。 


后 ， 我 们 提供 了 对 一 般 阿 络 问题 存在 唯一 解 的 充分 条 件 以 及 


对 一 个 非 全 耦合 RLCM 亲 络 唯一 可 解 性 的 必要 和 充分 的 条 件 。 


2.1. 
2.2. 


2.3. 


2.4. 


2.5. 
2.6. 


2 HW 


对 一 非 连 通 有 向 图 如 证 明定 理 2,1。 

设 B 是 一 -节点 连通 医 G 的 一 个 子 图 。 证 明 如 果 g 且 有 {nn 一 1) 
RAATTAMA, MgA GHA. 

de" — 3388 AH AGM E B, URED STORE 
E. 

证 明 引 理 2.4, 

证 明 引 理 2.5 。 

证 明 一 有 向 图 台 前 任 一 切 制 和 任 一 回 BH 公共 边 数 BOLA 
数 。 上 应 用 此 结 膝 证明 如 果 一 个 切 草 与 菜 一 回路 具有 2 上 条 公 
共 边 ， 则 其 中 kK 条 过 在 该 声 宰 和 该 回路 叫 具 有 相同 的 相对 万 
$,mX Ck it spy RÀ — fy A 路 中 具有 
相反 的 方向 。 


fem 


证 明定 理 2.6 。 

写 出 定理 2.9 i554) HE A EE, 

EHe- A AAGA LAEE, MARTE Ga 
ADDER RPA, ERRIA H ih KIER ase, 


。 证 明 如 果 G 是 含有 5 个 连通 片 的 n- 节 点 有 向 围 ， 则 当 且 仅 当 


QA (nol FB FIA PiE HG PAT ME 
BOR 相 接 05 3 K mp Géj—-4- dat. WER de AE HE 
5. 


2.11. EVAR 24, 

2.12. 证 明 自 将 节点 分 成 Vi 和 Ws PUES k: Bl OT, SH 
卜 当 由 集合 Vi 和 Vs 定义 的 两 个 局 部 子 医 尖 是 连通 子 图 时 ， 
则 该 切割 是 一 害 集 。 

2.13. 对 一 非 连通 奇 向 图 定义 一 -齐集 信 合 和 一 T- 回 路 集合 。 

2.14. 证 明 推 论 2.8 。 

2 SGRAQ. 49) (2.50) EA, 

2.18, BARKER k JAAT AtA AA GRRR, 又 


2.18. 
2.19. 


UGARGPRUAISPAKBRBE 得 的 有 SE. uu 
PRAG RAAPA Zi ed PERS TER, WA. AG* 
PBA RIE 


. HZ,=[z,]R-RLCA A G8 BEARER, inh. 


Za = X(W à p amy LBB) (2.296 2} 

2,2 Dab i j| j 以 招 同方 向 经 过 的 所 有 公共 支 路 的 阻抗》 

一 (回路 1 和 j 以 相反 方向 经 过 前 所 有 公 闪 支 路 的 阻抗 
(2.290 b) 

AP itj, TE, 的 元 素 规 律 是 什么 ? 

写 直 证 明 推 论 2.11 的 详细 过 程 。 

#Y.= ly JR-RLCRAG OW HPA, UA, 

Yu= Gn Bi P ff Be A REN) 


BI 


to 


mom or 


.20. 


Y4-2 EDU dE ideigsb juara tE 们 的 所 KARL 
3855 588) — (22 S] í 和 切割 jj 以 相反 方向 经 过 EET BC 
LEX DEI 

(2.251 b) 
RPA. XH AROMAT A 
JA RS. T E do UAE, START dS 82.1688 RAR 
中 国 路 的 回路 方程 组 。 将 其 结果 与 式 (2,69) 进 行 比较 。 


， 证 明 习 题 ?.19 中 对 各 。 元 素 给 出 的 规律 ， 当 用 的 是 关 Ros 


时 能 够 简化 如下: 
yar DC HVS í RBH A AS Sh) 

(2,292 a} 
YN 一 一 并 (连接 节点 和 了 之 问 的 所 有 支 路 导 纳 ) 

(2.292 b) 


其 中 ij APL, —RLCBM&G HS S Bh48 k OE fb 
如 上 获得 。 


应 用 习题 2.21 中 给 岂 前 需 律 ， 对 如 2.17 所 示 网 络 写 下 节 


点 启程 组 。 


. 证明 推论 2.12。 

， 诈 明 推 论 2.13， 

.ORP ARS 2.26302. 17 e p — EA 9 ES, 

, ENA R & 35 KoOP360 BOL. HOLS ADA 


数 时 ， 列 k(B) 和 k(Q) 都 是 1。 


27， 证 明了 -回落 和 了 -齐集 系统 从 一 种 变换 成 另 -” 种 必 项 包 合 一 


个 具有 行列 式 的 值 等 于 1 或 一 工 的 给 降 。 


.证明 一 RLC 网 络 G 的 此 一 节点 导 纳 短 隆 的 行列 式 ， 当 与 局 的 


BAWABA GALE, ARbDubé sp AG) SES CU. 
AAG PRB RR, 


.28, ik" ~ Ë 38 P io 6d sP A (det) /k(B) 
.80. 


FeR- 6 FIR US ipa BOB S RR ede REESE So, 


MB 


P) MOM oM 


31. 
,32. 
.33. 
34. 


.$5. 


.36. 


97. 
.38 . 


39, 


+40, 


Al. 


那么 我 们 总 可 以 对 网 络 的 支 路 重新 编号 ， 用 这 样 的 方法 使 它 
HEP KALE E ABE , 

证 明 恒 等 式 (2,169 a 4 (2.169 b). 

RR AO. T8) S d A (2.189) , 

ER A(2.83) Fk 2X (2.191), 

EA- RAG ARARAT Gib W Soon d RUE 
X. REZ, RRBQHHRA MAY Hawt, B 
络 行列 起 是 不 变 童 。 

证 明 习题 2.34 中 给 出 的 陈述 也 过 用 于 网 络 和 矩阵 元 素 的 广义 代 
数 会 子 式 。 
WAAAY BBE 31,7 E] A PAR HO RR 
# AGITUR XO 30542 REY, 

证 明 引 理 2,11。 

证 明 推 论 2,50。 

导出 定理 2,32 中 给 出 的 恒等式 。 

对 由 网 络 中 的 独立 电压 源 或 独 主 电流 源 释放 的 原 功 导出 类 似 
FAC. F 给 出 的 二 Xm GRR, BAX (2.275) 的 虚 
3. 

证 明 一 连 适 平面 图 G 的 每 条 回路 这 包含 在 台 的 两 个 而 且 仅仅 
是 两 个 网 孔 之 中 ， 其 中 和 包 oH PDA AHH 成 前 Kl 


ab, 


42, 


. 43, 


s44. 


355 83.249 83.3 中 已 经 求 得 前 解 利用 网 络 的 线性 和 点 用 
选 加 原理 ， 对 同时 含有 电压 汶 和 电流 源 的 网 络 导 出 用 支 路 电 
压 源 和 支 路 电流 源 和 失重 表示 的 支 路 电压 和 支 路 电流 天 重 的 公 
As 

PN-REAGHTBABRASEASAMBM, MEA 
G 的 菜 一 村 的 一 部 分 。 

证 明 一 连通 习 G 插 子 图 当 县 仆 要 它 不 含有 总 的 切 公 时 ， 则 能 
35k Gis X — AF405 BD, 


2.45. 


EI 
E 


BU OBGSSZATSIEM,. iS FAM H rx b, 
BAT, ADRAL —1de0 heh BABE -0 时 ， 
EEGA —4F3 i G H— 41941. 


DORQUUE SI G 04 k EG BMH, ik 5 F3 ak j mb, 


KAM, 3484186089 1,—1 fo D EAR QF —0 时 ， 
WERE - XE PE BA 一 个 边 不 相 接 回路 FR 
(Sasgu 和 了 seoL19613) 。 


启用 定理 2, 和 0 求 如 图 2.2 所 示 有 向 加 的 基本 关联 超 阵 的 是 一 


APA GE, 

HZA—-LAG RRR AOA AEE, unte AEB Z- 
B, i A APB, ZB P sh 2S de G2 E.P X ATS A 1, 
cade DES AAECECRSEGHR ACT S 阶 的 ， 离 开 对 xs 
SPRANG SF Brown] 19683) , 


， 在 习题 3.48 中 ， 如 果 BtZBi PORE RIS ARR, MAA 


BADAN 1, —1d4e0 0 BRP, ix 


PE ZBP i (2.293) 
-R Rd j 


APRiPR: 包含 所 有 的 正 项 ， 及 : HEER 55 8 8 
相同 的 符号 (Baows[ 29683). 


.图 2.37 硼 示 一 简单 的 反 销 玫 大 器 及 其 等 效 网 络 。 应 用 该 网 络 


*151° 


图 2.37 RUA REM SANE 
验证 推论 2.28。 
2.51. 证 明 各 果 M 是 各 项 分 别 为 1， 一 1 和 0 的 任 一 方 HE, CA 
一 列 或 行 中 含有 偶数 个 E 项 ， 则 detM HERA — d XE 
数 。 


图 2,39 一 平面 让 向 到 


2.52. d 


2.54. 


2.55. 


EBA 40H. 38> HARE GA yA RAB EBR, zas 
型 个 回路 如 图 中 所 a, ii k(B)=(m—1)*, (Brown i 
Bonner. 19651). 


. &B2.39i, SORA Ge 362 da TA V, 


= (k, nhe V,, ix £V,£ VA, 2, Pied x 
C, AGE. CGU Y 8 ORKO TRV PV, Cay 
JA VA Vi, Me RORY iT Gi (n—1) HH 
RCH k k SUS EBE, ak(Q)-(n—2)*, A Fk=1, 2, 
e, n=l 

AB—RGBRLCHAR, R ASTAR e 相 联 条 emn. uc 
WAZ, RAW c (Ede e, AM) Hb E Xon ALL MCA E 
a, RI 


D (z/Z,) =m (2.294) 
par 
AJALI, ERY, RA e. 的 两 个 端点 看 进去 的 策 
动 点 导 纳 函数 ， 则 


3YOr (2.298) 


AP yim ln. 


， 二 明 如 果 某 网 络 G 对 它 的 文政 电 清和 支 路 电压 入 量具 有 有 唯一 


解 ， 那 么 全 存在 这 样 一 种 村 1, 使 独立 的 和 非 Mox: eo 
AAA Tae, Rats fab 独立 的 电压 RAR t ILES 
(Snsno 和 Reep[L19611)。( 提 示 : 见 式 (2.272) 下 面 的 讨论 并 点 
用 定理 5.4). 
证 明 在 一 丰富 或 无 向 轿 台 中 彰 在 (2 一 1 个 非 EE 路 和 这 不 
REBAR. vee mots 

it Ato RERDP BE FY, 346 F 的 行 和 列 后 得 
Bayer, PAE BFE, ARA 下 的 行 或 列 后 得 


aee 


EI 


.59. Su—v,XAv; S ohus=viky 651528 F, ur LR 22.30 
.人 9、 证 明 式 {2.2) 的 完全 解 是 Bx， 这 里 有 8 是 一 实 常数 ，x 仅 由 元 训 


Sia) jg E XR EERIE, 


1am, RF, 应 用 引 理 2.1 及 其 证 明 的 第 一 名 中 — 
RR) 


,61。 对 于 由 两 个 充 有 不 同 电压 的 完全 相同 的 电容 并 联 连 接 构 成 的 
网 络 ， 我 们 知道 能 量 是 不 守则 的 。 在 这 种 情况 下 ， 定 理 2.18 
会 发 生 什 么 变化 ? 

.62. RP 3382.61, Huh X — 4 E 虱 网 络 。 如 果 可 能 ， 给 
出 这 样 网 络 的 简单 特性 。 

.63， 证 明 以 下 三 个 公设 
QI()=0, BVO)=0, ECGDOYCD=0 (2.296) 


其 中 任何 两 个 应 该 也 含有 第 三 个 


RAE ”线性 代数 方程 组 的 有 向 图 解法 


TN 


ü 


线性 系统 的 分 析 最 终归 结 为 闲 解 一 组 联 立 线性 代数 方程 组 ， 不 
同 于 冰 解 系统 的 -一 般 常 用 的 代数 法， 有 可 能 通过 研究 与 系统 相关 联 
的 某 些 有 向 图 的 性 质 ， 来 获得 系统 的 和解 。 方 程 组 中 的 未 知 量 对 应 于 
图 的 一 个 昔 点 ， 空 们 之 间 的 线性 关系 用 连接 节点 的 有 向 边 的 形式 米 
表示 。 在 分 析 工程 技术 问题 中 , 尤其 是 线性 问题 ， 这 种 有 向 图 法 特 
别 有 用 ，、 因 为 在 很 多 情况 下 ， 无 需 首先 建立 有 关 方 程 组 ， 可 以 通过 
观察 物理 系统 的 结构 ， 直 接 建 立 伴随 有 向 图 。 它 提供 了 一 种 看 得 见 
的 结构 ， 在 其 中 各 变量 间 的 四 果 关 系 可 尘 楚 地 显示 出 来 并 进行 对 
m. 

ATS Bl S HARPER DERE, eh 
MASON[1953] 提 出 的 ， 这 样 的 图 疲 称 为 信号 流 图 。 后 来 COATES 
51959] 提 出 另 一 种 称 之 为 流 图 的 有 向 图 来 描述 线性 方程 组 。 按 实际 
情况 而 论 ， 这 两 种 形式 的 图 在 有 向 图 池 形 成 和 求解 过 程 或 拓 扩 公式 
上 有 着 非常 密切 的 联系 。 由 于 信号 瀛 图 在 文献 上 也 称 为 流 图 ， 为 了 
避免 可 能 的 混 洪 ， 这 里 将 信号 流 图 称 为 MASOKN 图 , 流 图 称 为 CO- 
ATES 图 ， 以 示 区 别 。 

本 章 主 要 介绍 这 一 此 是 的 基本 概念 ， 而 不 涉及 这 些 图 对 于 物理 
系统 的 专门 应 用。 关于 MASON 图 应 用 的 许多 例子 可 在 CHOW 和 
CASSIAGNOL[1982]EL TRUXAL[ 1953] HABA PIE, AB 
侧重 在 这 些 方法 的 证 明 上 。 

如 前 所 述 ， 加 权 有 向 图 是 这 样 的 一 个 有 向 图 ， 它 的 每 条 边 都 赋 
有 一 个 权 。 我 们 用 G, Dick 的 边 (i， 站 有 关 的 权 。 WRG 
是 全 的 一 个 子 图 ， MG76(6 表示 空 图 )， 则 了 (G,) 表 示 为 

f(G,) :=11f (ij) (3.12) 


DE 


; THUR STL G, dn 
FRANG, j) JEL 
f(g) =0 (3,1 by 
Per 如 果 台 的 权 赵 到 
之 于 一 全 数 域 中 的 值 ， 则 
rade f RAE AA 
在 所 有 子 图 集中 ， 以 及 取 
ETE FA CE BRP RT ER 
数 ， 这 样 对 于 台 的 每 个 了 
图 G, 来 说 , 式 (3.1) 成 立 。 
例如 在 图 3.1 中 ， 令 - 
Gh G4535(3.1), (2.2). 
(5, 4) dn(3, 5) HTE 
则 ， 
£(G,) =£(3, 
1)f(2, 2)f(5, 
4)£(3, 5)=3:1:2.3 
图 3.1 加 权 有 向 赂 =18 
对 于 G 的 一 种 特殊 类 型 的 子 图 Guv， 符 号 


2t(Guv) g RILE Guv) 
和 雪 示 对 这 一 类 型 所 有 TENTE Guv RAL 


1. 伴随 COATES 


行列 式 的 展开 项 和 对 应 的 伴随 有 向 图 的 子 图 之 间 对 应 关系 的 基 
本 概念 并 不 是 新 的 。KONIG [1916] 是 应 用 图 论 方法 来 求 行列 式 信 
的 第 一 个 人 ， 从 那 时 候 起 ， 许 多 作者 为 了 各 自 的 目的 采用 过 这 - - 方 
法 (例如 参看 LUCE 和 PERRY[1949], KAC 和 WARD [1952], 
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HOHN fg SCHISSLERI 1 LAE COPI 1958), 我 们 的 目的 是 
JR CHEN-1967 s] 能 研究 成 果 ， 对 这 些 对 应 关系 给 出 一 个 既 严 格 


定义 3.1, COATES 图 。 


HFA n N A= [ao]， 其 伴随 COATES 图 用 符号 后 
Ge( 和 ) 或 简单 地 用 Ge 表示 ， 它 是 一 个 具有 OSA, dR. 如 标 
的 在 向 图 节点 从 整数 Bn 依次 标号 。 和 如 as 关 0， 则 从 节点 i 到 
j 之 间 有 一 个 有 向 边 ， 该 边 的 权 为 ai(i，j=1，2，'a)。 为 了 方 
BAL, AMPA G, (A HIAR RA G, (A) 中 共 权 为 零 的 
x. 

UL EfüiBirxt BE SHARE RE] COATES 图 。 从 COA- 
TES FPE (Fido PE DU EER I RR IRL ÉL HE, EA 
详细 描述 。 作 为 便于， 如 经 陈 

10301] 
01200 
À-| 13211 (3.2) 
20102 
L006301,. 
它 的 伴随 COATES 图 如 图 3.1 所 示 ， 反 之 ， 如 给 定 图 3.1,G。(A) 
的 伴随 矩阵 A 也 很 容易 得 到 。 因 此 ， 抢 阵 和 COATES 图 之 问 存在 
一 一 对 应 的 关系 。 按 HARARY 71962 a] SAKETE BE HG 
WAR, COATES 图 G, 而 伴随 知 隆 不 过 是 其 变 元 邻接 拭 阵 的 变换 ， 
或 者 按 HOHW[1957] 等 人 的 意思 ， 是 基 杰 原 邻 接 钼 阵 的 变换 。 


LI RATHI RTE EK 
在 这 一 节 中 ， 我 们 头 论 证 矩阵 A 的 行列 式 展开 项 和 G.{ 太 ) 的 


O BMI RP ANG OLE, A T. Vere ERI CI PEE 
TERES RAN ETRE — Spe 


某 类 子 图 之 间 的 密切 关系 。 它 们 是 由 KONIGT1916 首 光 提出 的 ， 
并 由 COATES[1959- 利 用 有 向 图 的 关 身 算 阵 作为 工具 ,严格 而 系统 
地 推 异 出 来 。COATES 公式 的 一 个 简单 推演 是 由 DESOER [1960] 
Silio. 


XX 3.2. 1-RF. 
有 向 图 名 的 1- 因子 是 全 的 一 个 生成 子 风 , BEERA 1 TE 
Bl, 
YER PEOR PES — Bn d Verb, 1-DUP OG p oz Fo dole HS 
大 的 作用 。 更 直观 地 说 ，I- 瑞 子 是 包括 G 中 全 部 节点 的 节点 不 相 按 
有 向 到 路 集 。 HI, LATET XH beh Ee PRB 
(DESOER[1960], SESHO 和 REED 195118 10.2), (Ask. mF 
术语 1- 因 子 更 直观 ， THERE ER P - 集 圈 使 用 之 前 早 该 使 出 


Ce He) i "e, 


图 3.2 X i.1COATES XI) 1-R ERS 
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fn, TUTTE 1952 D, PSU 4 E MGE EUR Erma, 5 
TREE, BSL WE RS r, 

SHEE A 的 行列 式 和 COATES A G.A) Z (BH pad SE RR 15 
考 行列 式 的 定义 得 到 


det A= De ee da do (3.3) 


Dm 


POD ie 25 1, 2, ou PL, 09 Y 288 BD 


o 


这 种 排列 的 和 ， 而 当 hhh ARRA, Swor 1 ES 
voce AERP ARYL eue 是 一 1. 
定理 3.1, W; GCA) n [ERE A J PEB COATES 图 ， 则 


cet A—(—1) 3  C— 1) f(n) (3.4) 


其 中 是 G.(A) 中 一 个 二 因子 ，L Xe h rh fis 

证 明 ， 设 某 一 个 排列 ， 

miña na HO (3.5) 

BR. Mapes G, HTB h BW, D. (je 2). 
GS n), FS k EPPA, FEO 
P, =A R-E, BRAHMI, BULBRHB. be 
点 的 入 度 和 出 度 都 是 1。 因 此 ，h 是 G. 的 一 个 生成 子 图 ， 它 是 度数 
为 1 的 正则 图 ， 也 就 是 G, 的 1- 网 子 。 反 过 来 说 ， 显 然 对 于 每 个 G。 
的 LAF h 都 有 式 (3.3) 中 众 一 的 一 个 非 零 项 与 之 相对 应 。 因 此 ， 
武 (3.3) 中 的 非 零 项 和 G. 的 上 -因子 之 问 存在 一 一 对 应 关系 。 还 需 证 
Beste, 的 符号 由 Ls AVE 

设 


E 


路 数 。 


Gi, LUC, iU Uu, b) (3.6 ay 
是 中 长 度 为 w 的 一 有 向 回路 ,组 成 一 个 (2 xzw) 一 数列 如 下 : 在 第 
Arh, TAE, ood 的 序列 排列 ， 而 在 第 二 行 中 ， 排列 成 
in da, e, 显然 只 要 tw 一 1) 次 置换 足以 把 第 二 行 的 次 序 换 成 
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BRY. UE, meh 具有 由 w, w. wa ROBA L, 
个 有 向 回路 ， 则 总 的 置换 数 为 
《wa 一 1D)+(Cwa 一 1 + + (9, 71) (3.6 b) 
在 对 应 于 SRA I Ca) 中 足以 使 列 标的 次 序 整理 为 与 行 标 次 序 
FRI, ER, AAA yee (—1) t° 
(3.60) 


定理 证 毕 。 

上 面 的 结果 实际 上 是 度数 为 n 的 对 称 群 理论 中 一 个 著名 结果 药 
变形 ， 它 盖 明 每 一 个 排列 都 能 分 解 成 为 不 相 接 “ 园 ?的 族 ， 而 且 这 种 
分 解 是 唯一 的 (例如 ， 参 见 MACLANE 和 BIRKHOFF[1967]), 

另外 ， 式 (3.4) 中 项 的 答 号 可 以 由 对 应 的 二 亲子 的 偶 片 数 来 确 


A. 


定义 3.3: HCH. 


如 果 有 淘 图 G 的 一 个 片 含 有 的 边 数 为 侦 ( 奇 ) 数 ， 就 称 为 偶 ( 奇 ) 
片 ， 孤立 节点 认为 是 个 片 。 


推论 3.1, (—1)"'ttf(h)=(—1)ef(h) (3.7) 
其 中 qs 是 工 因子 h 中 的 侦 片 数 。 
这 个 结果 在 按照 有 向 回路 的 长 度 是 奇数 还 是 偶数 来 确定 1- 罗 子 


的 每 个 有 向 问 路 是 冠 以 正 符号 还 是 负 答 号 中 是 有 用 的 。 

在 线性 系统 分 析 中 常 需要 计算 符号 系统 函数 ， 也 就 是 函数 以 字 
母 和 而 不 是 数值 形式 作为 元 。 例 如 ， 在 电网 络 的 频 域 分 析 中 ， 网 络 矩 
阵 的 元 通常 契 复 变量 s AMA, ARABI s 的 多 项 式 之 比 。 
虽然 ， 其 行列 式 可 以 由 常用 的 高 斯 消去 东 或 主 元 销 去 法 来 求 得 ， 但 
是 过 舟 缓 则 而 且 复 杂 。 有 向 图 法 对 问题 提供 了 一 个 有 效 的 解 战 。 但 
是 ， 它 的 效果 到 决 于 用 它 产生 有 向 图 的 -因子 的 效率 。 对 于 一 个 揽 
Aui COATES 网 来 说 ， 由 主客 的 1- 因 子 数 通 常 是 很 大 的 ， 最 好 有 
一 个 简单 的 公式 预先 确定 1- 因 子 的 数目 ,以便 在 式 (3，4) 的 展开 式 
中 所 有 项 都 不 会 遗漏 掉 。 解决 这 个 问题 的 一 个 方法 如 下 (CHEN 
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(1965 22), 

APT—ÁAÉCERUCNEWE, PST HEMI, EEEE 
HUG BE 5X ERENER., -AFE A 的 恒 式 用 符 导 per AK 
表示 ， 它 的 定义 除 良 开 的 各 项 均 取 正 号 外 ， 其 它 都 与 矩阵 行列 式 的 
Een 


per A= Y ayuno, (3.8) 


iB Aka m dez] 3.62 rp, ors THURU Ti 
ME H SHRIVER et.a171969] 写 出 。 

对 于 一 个 0- 节点 的 有 向 图 G， 令 CCG) 一 [Co3， 为 表示 G 的 
RAD oxo SER, 而且 仅 当 G 中 有 上 条 边 从 节点 i 指 向 j， 则 
cu=k, BM, cu=0. BR. C(G) 是 一 个 非 负 整 数 的 逢 阵 。 现 在 
可 以 表明 CLG. HAST O. H 1-AS RA. 

推论 3.2. COATES 图 中 1- 因子 的 数目 竺 于 矩阵 CrG。) ft 
式 值 。 

HEH, EA 是 G, 的 作 随 和 矩阵， 易于 检验 COG.) EN ERA 
fis ARTE AT SEE Le. dT ABE BORAST HEUS f fl 
式 ， 根 据 定理 3.1， 在 式 (3.8) 的 求 和 中 ，G. 的 每 个 二 因子 贡献 一 
Al, Ak. COG) WHA G. 的 1- 内 子 的 总 数目 。 这样 推 论 
ASIEN, 

由 于 C(G.) 是 元 素 为 1 利 0 WEF. EH A LO 
是 不 难 的 。 作 为 一 个 例子 ， 考 虚 图 3.1 PUR COATES B, G, 的 
二 因子 数目 由 下 式 给 出 


[1901107 

01120 
perC(G.)=pey, 1i 0 11 24 (3.9) 

00130 

i 0111. 


+ 361. 


JS 3,2 1089 5587 G. BJ i- BET. dr 
detA — —2,,552, 2,855 t a ddl — 
add ds + An Azda 
=—1+6—ë+6--5 (3.10) 


1.2 RR TIRA A 

扼 阵 苑 素 欧 余子 式 值 ， 其 求法 类 似 于 行列 式 。 不 过 在 必 要 先 介 
MEX. 

XX 3.4, -AFFE 

有 向 图 GG 中 从 节点 i 到 j 的 一 个 LATERE G 的 一 个 生成 
FR. GES) 从 节点 i 到 j 芍 一 条 有 向 路 径 ， 0) 包括 G 的 全 
痢 节 点 (已 在 (1 中 的 除外 ) 的 -- 组 节点 不 相 接 的 有 交加 路 。 

图 3.1 的 G。 中 从 节点 1 到 市 点 4 的 1- 办 子 连 接 集 例 示 于 图 3 


T ea 0 
VT — 


D 


EI 


图 3.3 3.1 By COATES Bh h AX L3] CÓ LODUPUEXERE 
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3. ATEREA IERCCOATES[1959]). 
定理 3.2. BEG.(A)A n Br A 的 人 些 随 COATES Bl, Vaf 
Ay C1) 7 3567 2)" f (h^) = 33 C71)" FO) 


(3.11) 
by= (2 (yet (1) = Y (- 0n B, GA 


Bo my 
(3.12) 
PR A A 的 元 素 S(i， 门 的 代数 余子 式 ， WRG. CASU 市 的 1- 
Hs H; GAD PAGE AC PAT jo 1 因子 连接 ，Lw 和 La 
Sy BE dE S REL, hdi REIS AG 是 从 A 中 划 反 第 1 行 :第 
IURRETAN W q 和 qa 分 别 是 在 和 Hz; 中 的 偶 片 数 。 

TER, 我 们 仅仅 证 明 式 (3.12) 的 第 一 部 分 ， 其 余 的 可 直接 从 定 
理 3.1 和 推论 3.1 中 得 出 。 

为 了 证 明 式 (3.12) 的 第 一 部 分 ， 注 意 到 A5 是 从 A 中 用 一 个 零 
PERRE A 的 第 j 列 {除了 第 i 行 元 素 为 1 以 外 ) 的 行列 z 式 。 设 新 产 
生 的 矩阵 用 符号 A, eas. OT inthe AL 的 行列 式 值 , 注音 到 
JERE COATES 图 G.(A.) 可 以 从 G.CA) 中 得 到 ， 内 和 需 篇 单 移 去 所 
有 了 以 节点 j 为 起 点 的 边 ! 包 括 在 草 点 j 的 自 环 )， 然后 加 一 条 从 节点 
JBM MH LIA., MURRE COAL), AE 


Aj =detA,=(—1P 30 {-2)""F(h,) 


= DD (- 1 fy) 
(3.13) 
sh h, GCA.) BI 1-8, L, 是 hs AER. 第 二 行 
是 根据 下 面 理由 桓 得 ， 册 于 在 如 (ae) 中 每 个 ho 必定 含有 权 为 1 的 
Wilh. 面 且 汇 这 条 边 移 去 并 不 影响 边 权 的 乘积 ， 由 此 可 见 ， 在 


T O 我 们 此 的 是 在 A Mars iM ANERE 


GCA riy h, $0 G.CA) B Ha 之 癌 存在 一 一 对 应 关系 ， 遍 以 f 
(h,)--f(H.), 由 于 H; 的 有 向 回路 数 包 bo 的 有 向 回路 数 少 1.682 
有 Lr=Ls 一 1。 BIE, 

还 有 一 -个 答 号 问题 ， 我 们 可 以 把 H.;( 在 日 前 情况 下 ， 不 是 有 向 
路 就 是 有 向 路 答 ) Boden, KURA OUR SOR TE 
BRAT SRR, WAC DNH) 不 过 是 H, 的 有 符号 的 这 
BRE. 

推论 3.3, 在 COATES 图 G, UAT i BI j 的 工 -因子 连接 的 
数 日 等 于 从 年 隆 CCG.) PAAR TAG i SST RE AE BE C (Go)n 
WEA. 

HFHETAASPEORE RTA, BARR 
GCA) EHR GAY GEB", goRTBUEQSEERO, 那么 定理 3.1 和 
3.2 仍然 成 立 。 唯 一 的 例外 是 我 们 必须 把 Ha 理解 为 从 节点 j 391 Li 
不 是 节点 i 到 j 的 1- 因子 连接 。 这 就 是 为 什么 在 定义 3.5 中 ， 我 们 
HER, WHat, WEG. 中 存在 一 条 从 i 指向 ITD a; < 
0。 因 此 ， 我 们 也 可 以 利用 定理 3.! 和 3.2 来 求 变 元 邻接 矩阵 (HA- 
RARY[1962 aD ASTANA AE EHR TAERE 
CHONN et. al[1957 了 ) 的 行列 式 值 。 

WREE 3.109 COATES 图 G:(A)， 从 节点 4 到 4 的 1 
名 子 连 接 数 由 下 式 给 下 

0110 
110 1 


1011 
MEM 


E 


rient] 


(3.40 
HUIS 3. SER RU Ge CA) fig S 3838, fr 


Anm aiaz 


-asiata8aa838 — 3:35304531; T a 838185: 
=12 +1—6+6=13 (3.15) 


BUD 


更 在 我 们 应 用 以 上 结果 来 解 系统 的 联 立 Gb) BERERE: 
组 ,用 短 阵 形式 写 出 系统 方程 组 是 方便 的 ; 
AX-B (3.18) 
AOBA [s DERE RS, XA AAA. Xu B 的 转 避 分 
Sr xs xs, 0+ Xe TES bs, ses, bL. 
定理 3.3. Ap RGRÜKABERAGEZET ME, JUN. 16) 的 解 由 下 
式 给 出 ， 


2, CODO uaa) 


LINADE 


Xi— 
E cnt 
7 


MEm12,-5,) (3.17 


APH (DEGAN) HAT in Ak- ATHE, AUEM 
AT REA BB SR In — 34 B, KEPE UU AR EU FUR — £75 
TARRE ER VEGA PHL- 因子 ， Laon L^. 分别 是 在 
Hair yH E EE 

EB], GFARM RR, ROA BAG. 16) 8f 
PRA: 


xQ—iRL (3.185 


式 中 心 x 是 det 入 中 si 的 会 子 式 ， 如 果 有 必要 交换 Au 的 列 ， 不 难看 
到 ， 式 (3.18) 的 分 子 可 以 用 Au 的 子 式 来 表示 。 


YrbA = (—1) t-t de Au) rs: (3.19) 


式 中 (起 Uw)s 司 从 Au 让 划 去 第 i 行 和 第 j 列 所 得 的 矩阵 。 利 用 定理 3.2: 
连 问 式 (3,19) 一 起 有 
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Yars nemn D Han) 


(DE 


(3.20) 
Lips FEE 


detA 2 C^ D'3:C- D fh) (3.21) 


将 式 (3.20) 和 (3.21) 代 人 式 (3.18)， 我 们 就 得 到 所 希望 的 结果 。 定 
理 证 毕 。 

这 里 ， 滞 些 说 明 可 能 是 必要 的 。 我 们 可 以 不 考虑 系统 (3.16)， 
而 考虑 下 面 的 等 效 系统 。 

AuX”=0 (8.22) 
APK HREL Xt tXo Kand, Wx], AE xe Ap- 
389293. 1933.21) 21. 

由 于 Ge(Au) 的 节点 与 Au 的 列 或 行 有 关 ， 分 别 把 变量 xx» 
“Xp 分 本 给 Go(Au) 的 节点 1 ，2 ，……，n 宁 1 是 适宜 的 。 这 
些 变量 可 以 认为 是 与 COATES 图 的 节点 有 关 的 权 或 信号 。 为 了 方便 
起 见 ， 我 们 将 不 严格 地 说 与 节点 权 或 倍 号 xx 有关 的 节点 K 而 就 称 为 
节点 xxz。 节 后 一 个 节点 Xe 一 x+: 是 与 输入 变量 xs 相 联系 的 ， 它 取 为 1， 
面 且 称 为 源 节 点 ， 因 为 在 应 用 中 ， 洗 相当 于 源 而 且 没 有 边 指 问 它 。 
边 权 也 称 为 传输 唱 马 ， 在 这 一 章 中 ， 边 权 和 传输 年 作为 同义词 。 实 
际 上 ， 我 们 可 以 把 节点 看 作为 反馈 环 路 断 开 的 高 增益 运算 放大 器 。 
因为 在 那 种 情况 下 ， 如 时 输出 电压 处 于 放大 器 的 线性 范围 内 ， 则 流 
和 人 输入 节点 的 电流 和 必定 是 非常 搂 近 等 的 。 因 此 系统 方程 式 可 以 由 
每 个 节点 c( 不 包括 源 节点 ) 的 射 人 边 的 传输 虽 和 射 人 边 的 起 点 变量 
的 乘积 之 和 等 于 零 而 得 到 。 大 概 这 是 命名 为 们 号 流 图 的 一 个 原因 。 
最 后 应 当 指 出 ， 如 果 G.(A) 是 给 定 的 ,G-(Au) 可 以 简单 地 由 Ge(A) 
添加 一 个 源 节点 x5 耐 得 到 ， 这 样 如 果 bs 志 0， 则 从 源 节点 指向 K 有 一 
条 传 输 量 为 一 bx 的 边 。 

所 有， 其 他 作 首 称 此 为 边 增 窒 。 
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RS. GE PRR BE 
i 


EM ai 0 ais | |x; | | bi 
0 an az 0 D ix; | | 3 

As dus O as as | |x ]-| D (3.23) 
8a C Gu 0 as X, D; 

-3 0 A Q9 Wm j| LX is] 


让 我 们 求解 x 。 储 随 COATES 图 GCAu) 如 图 3.4 所 示 。 除 了 RUE 
外 ，Ge(A3? 的 所 有 1- 因 子 都 列举 于 图 3.2。、Ge(Au) 中 愉 x 到 所 有 
的 1 世子 韦 技 集 示 于 图 3,5。 根 据 定理 3.3 有 ， 

Xe = (— Diag 892823855 —D 39 Asg42cAg5 + D AgrAssdesBee 


9538 22— Da cod 22928) 1 — Dg asd sarda 


aaz” b;assaiyaa Ber 十 bzatsaitasz823 
+ b53:35:3,522:) / 1118258 48.1855 — 21) asas Aasi 


esas ayasa is — asa nas ARs) 


图 3 系统 方程 式 (3.23) 的 位 随 国 
在 线性 系统 分 析 中 ， 特 别 在 电网 络 中 ， 在 许多 清 况 下 ， 伴 随 C 
OATES 图 可 以 直接 从 网 络 图 得 出 ， 不 必 首先 建立 矩阵 涉 式 的 方程 组 


DU 


3 x 
x 22 p 2 
xz 
xo Z Xo 
*& “e XU 
*s Xs 


图 3.5 ES HS COATESSI d MAXX Rod te 8 
€CITENC196 70 T2, FEE Fit 例子 (一 般 类 型 的 晶体 管 反 馈 放大 器 ) 来 说 
Mik dam, 


Bjs.2. A3.6(a) GPR HCA, (OB EMER, A 
了 说 明 起 见 ， 系 统 的 节点 方程 式 给 出 如 下 ， 


[Git gs 一 名 -G 7| (wj [^] 

— Bet Bat Be Be TE 中 0 | 

| —G, 一 ge 二 cg。  Geeg t Gud bv. i 0 N 
(3,24) 


Apr v flly j N rB Bose Et SE Aufl FEEECO ATESRI G.( Au) 
如 图 3.7 所 未 。 将 图 3,6(b) 所 示 的 等 黎 网 络 与 Ge(Au) 相 比较 ， 不 难 


DU 


看 出 ，G:(Au) 可 以 直接 从 等 效 网 络 得 出 ， 不 必 首先 写 出 节 Js EE 
式 。 假 设 需要 求 放 大 器 的 电流 增益 函数 11,， 
那么 


> . 
Lo OW, GT (OEH) 


C DU) 


Ü G. (=I) (76024 t (710 7g) (ag,—g)] 
I Lau 25g. t £ig Lg. — ag.) — Gagap — EF 


一 和 Bain 一 aatazsaaaj 


Gi g.(g.—og) - GyCg. r g, rg. og] 
Gg, beer Cag. 'Gi gg (G ge F GO 


T ©2880 r iG (gc eg.) (3.25) 
APPa = Gym gasi Leb Be Be ap as =G, Ga go Hoe 
Ge(Au) 四 从 xa 到 vs 的 1- 因 子 连 接 ，hy' 是 GCA) AT, MLA 
L, 分 别 是 Hes 和 5a* 中 的 有 向 回路 数 ， 


(a) (b; 


图 3.5 wk 


TE^ BRUT S ERR du 063 


i IIS, 
HRA. MRM x faic 
TRE 1. AD S.A x Bl vi 的 传输 量 从 
一 [改变 为 一 1, 那么 在 分 子 上 每 一 项 所 出 现 的 电 蔬 源 变量 工 可 以 取 
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请 。 由 于 这 些 修改 ， 那 么 
PLAY. IL AMER 
给 出 。 因 此 ， 一 般 来 说 ， 
An, hE UTER, M 
么 如 式 (3.17) 有 边 所 示 ， 
系统 方程 式 (3.16) 的 解 将 
以 xeyxo 给 出 ， 而 不 是 单独 
的 x< FEAR x./x, 称 为 Ge 
《Au) 中 从 节点 zs 到 x, 的 
图 3.7 图 3.6 放 大 如 的 们 点 COATES 图 流 图 传输 系数 。 下 面 正式 
下 定义 为 ， N 


定义 3.5: G. 的 流 图 传输 系数 。 

设 Gc 是 仅 含 有 一 个 信号 源 节点 x。( 和 信 度 为 零 的 节点 ) 的 K 有 
Ucc DAC RE, Bon ASSET 1, 2, +++, n) ARE 
FARREA PIECE 


s. eH DME uu 
ELE SÉ (3.26) 
up 

AMPH AEG Ax Bos ART, Ded A Ge 中 移 去 源 节 点 x。 
SL MF, MLM Li 分 别 是 Hwt 和 中 的 有 向 回路 数 。 

这 个 外 现 上 箱 单 的 新 群 念 是 非常 有 用 的 ， 在 大 多 数 工程 问题 上 
需要 计算 符 呈 系统 国 数 〈 它 定义 为 具有 以 字母 而 不 是 以 数 信 形 式 给 
出 系统 参数 的 两 个 函数 之 比 )， 可 以 用 它 RER AUR AUR BAG 
代数 方程 组 。 轩 此， 这 种 方法 的 优点 是 明显 移 ， 我 们 一 有 机 会 就 使 
用 这 种 方法 。 从 数学 上 看 ， 根 据 *, 求 <， 式 〔3.23) 所 确定 的 流 图 传 
输 系数 的 求 值 与 汶 解 以 下 系统 方程 式 是 等 效 的 。 

AX=x,B (3.27) 


HELL, ERCRAAR MAPK, GRRE TERR, 
ADMRG AAS MAS, TURAMA Bas BERS 
BAR, WEE GSP SERE. 

其 次 ， 如 果 我 们 所 研究 的 系数 矩阵 中 所 有 元 素 是 不 同 的 ， 一 般 
说 来 在 式 (3.17) 中 不 会 出 现 对 消 项 。 但 是 在 许多 工程 诺 用 中 ， 焉 各 
专 上 给 册 的 锅子 中 所 看 到 的 那样 ， 这 并 不 总 是 存在 的 。 因 此 在 这 意 
义工 ， 公 式 53,17) 芳 不 具有 很 高 的 葱 率 ， 但 是 通过 COATES 图 的 简 . 
单 改 进 ， 它 能 够 做 到 效率 更 商 ， 这 将 在 $3 中 进一步 讨论 。 最 后 底 当 
指出 ， 对 于 每 个 如 式 (3.16) 闭 样 的 系统 方程 ， 有 一 个 唯一 的 对 应 伴 
孟 COATES 图 Got,)， 反 之 亦 然 。 但 是 如 果 出 现 于 起 《3.15) 中 方 
程式 的 次 序 改 变 ， 自 于 矩阵 ABE, TERE COATES 图 也 明星 
地 改变 ， 因 此 一 组 方程 式 与 COATES 疼 的 唯一 对 应 性 只 有 当 这 组 方 - 
程式 处 于 确定 的 序列 下 才 大 有 有 意 站 的 。 


1.4 ”等 效 和 变换 


一 豆 给 出 COATES 图 ， 有 可 能 直接 写 出 从 源 节点 到 其 ETE fT 
节点 的 流 岁 传输 系数 的 解 。 但 是 在 应 用 前 面 导出 的 一 般 公 式 之 前 ， 
对 图 先进 行 某 些 变换 和 和 简化， 通常 是 有 利 的 。 对 此 ， 有 一 系列 的 方 
落 可 以 利用 ， 每 种 才 洁 都 类 似 于 线性 方程 组 的 一 般 代数 运算 - 

(A) 消去 节点 

求解 线性 方程 组 ， 使 其 中 一 组 变量 表示 为 另 一 组 变量 的 攻 教 ， 
标准 的 代数 方 潜 是 有 条 理 地 逐步 减 少 方程 数 和 变量 数 ， 直 汉 得 到 似 
包含 所 需要 变量 的 一 组 方程 为 二, 对 于 代数 车 中 这 样 的 一 种 方法 ,有 
一 个 与 之 对 应 的 与 方程 式 有 关 的 有 疝 图 上 的 拓 御 简化 法 ， 使 得 与 简 
化 后 的 图 有 关 的 方 虱 式 就 是 应 用 代数 约 化 法 得 出 的 方程 式 。 为 了 达 
到 这 个 目的 , COATES[1359] 给 出 了 怎样 得 到 比 原 图 少 一 个 节点 的 
靠 效 COATES 图 的 方法 。 这 个 步 又 可 以 重复 进行 , 直到 需要 移 去 的 
节 虚 都 被 移 去 为 止 。 在 下 面 我 们 将 介绍 COATES 靶 的 一 般 规 别 ,这 
一 规 由 可 以 镇 认为 是 对 COATES 图 的 多 重 节 点 吸收 算法 ,是 由 CHE 


“lL: 


和 N[1964a] 首 先 提出 来 的 。 

为 了 简 俐 起 见 ，Gc 的 图 行列 式 用 detGc 表 示 ， 意 轧 是 与 COAT 
ESH Gç 有 关 的 年 阵 行列 式 。 回 下 在 第 一 竟 中 对 有 向 图 的 局 部 子 图 
所 规定 的 定义 和 符号 (定义 1.15 和 第 一 章 的 85,1)， 有 了 这 些 准 人 符 以 
后 ， 现 在 开始 讨论 COATES 图 的 简化 方 洗 ， 

设 Ye 是 CoATES 图 Ge 节点 集 Y 的 一 个 非 空 颠 子 集 ， 设 Gc 是 由 
下 列 步 骤 从 Gc 中 得 到 的 简化 COATES 图 ， 

O 从 Ge 中 移 去 局 部 子 图 Ge Vc), BEEBE S Veh EH 
点 相关 联 的 所 有 节点 和 边 。 

(让 ) 对 于 在 V-Vc 中 所 有 的 和 j，Ge: 中 与 边 (i, 放 有 关 的 权 或 伟 
Mk Cuir Fx HIS, 


C= CC1y G/k) (DH 


= (ke) 23 (= Daun (3.28) 


SOPH, EGF GL VoU As ALBIN - PER 3E V u: 
FERVOR, JAI: a, La Man 2 EH YA, Ti 
和 侦 片 的 数目 ， 而 kx. 是 局 部 子 图 G.[V.] 的 行列 式 ， 其 逢 可 由 下 而 的 
公式 求 得 : 

k, -detG([V.]— IP EDL a’) (3.29) 


Steph" EGY LAP, PAIL", 分别 是 V. Ab rho aT 
BRM A, imi, GVO], mA AR i 
Bn - APER IB A SCOSGLCV HAAF. 

Pi, SEL LRRD ORE JEDER SR ECC Be, ER 
要 稍微 考察 一 下 它 的 拓扑 结构 便 可 得 到 证 实 。 在 下 而 我 们 将 征明 在 
式 (3.28) 中 给 出 的 传输 量 Gu REGERE G. 的 某 些 改进 的 局 
部 子 图 中 的 流 图 传输 系数 《CnzwL969a])。 


€ 不 在 Ge 中 的 边 认为 县 具有 零 权 的 边 ， 因 北 ， 训 以 有 在 Ge HERE Ge 中 的 边 。 
Time 


ATP), W OLVEVEM MSA GLY hse Ba 所 有 终 
IPA i 939 PAAR j BROU, BUSES j 附加 传输 
AN 1 BJ Ë 3083089 Cons. FAL, cu fA GIVETH 
从 节点 让 到 j 的 流 图 传输 系数 。 

对 于 i=j， 有 类 似 的 物理 解释 ， 在 局 部 也 图 GIVI, 我 们 
BRAMATA TA V AVERTA E OLV] I A RA 
AA i UDRIGERBUERUAT ci 出 发 : MERR ARPA i 
的 边 现在 都 终止 于 节点 记 。 然 后 在 i" 附 吉 传输 其 为 一 1 的 自 
环 。 设 所 得 的 访 图 用 符号 G [VIDE TUR. DH EE o, R 是 在 G; 
VIRATA i P| i” TUS ET MEI A A i 
Brit ROSA i RAS TN ER, KEE ARRE 
TERA ARS (GUER Hosa L 19501), 

APE SBA EEE. TEER AL (HIE 
3.5), 


定理 3.4， AUR K. AEA. 那么 
AetG,=K,detG,, (3.30) 
证 明 , 设 A 是 G MERE, IBF G, 的 节 点 重 新 标号 对 应 
TAIRE A 的 行 和 对 点 的 列 ， 不 失 一 般 性 ， 可 以 肯定 抵 阵 A 以 
这 样 的 一 种 方式 分 割 致使 Ar 对 应 于 节点 集 V,， 


(3.31) 


R An 和 And? SIEUT 8302 — B 的 子 方 阵 ，n 是 G。 中 的 节点 
数 ， 丽 出 于 假设 KB SAY, An ABUSE GEG: Ay TIR 
AURA PRISE 1 行 和 第 j STR TER, RAR 会 产生 任 
BEL) 

R BERRIENA TERUR: 


-175+ 


| U; D i Au An] 
—An ATL Ug An Anl 
TAn As 

= AncAnATAs J (s.32a) 
和 

detA — (det A, )det( A; — Aj ATIA) (3.32 b) 
式 中 U, E x Brit h EAE SECUS, 0 十 相应 阶 的 零 答 阵 ， 而 ATI R 
A; oid SRE, 

对 于 k, t=1, 2, 设 
An= fai (3.33) 

式 中 下 标 和 j iT FH hi 

An—AnATAL mi (8.34) 
ABK detAu, MHF u, v=1, 2, 05. Ww 一 有 


ca Kano D att Abe, al (3.35) 


DR 


skr AB 是 ADER, KP, M Kom KAHA 1 


到 8。 根 据 定理 3,2， 对 于 KK SUA 
Ake = (De ila") (3.36) 
WX K =K: ff 
Abs = K CD f(E) (3.37) 


Ap hof Hte 分 别 是 在 GLY {KIM GVA K] K, fio 
开 - 因 子 和 1- 因子 连接 ， 而 月 qu 和 au pee ee OY 和 HE, EE 
的 数目 。 

dRicurfdüüjev- 8, 从 式 (3.35) 一 (3.37)， 有 cy = 
TD Gat X2 X (1 1G KO f CHE MOS, 


m HS septs 


D+ XXX i mi Yk, i) (3.38) 


mam 


me 


Sb RRE h” PRIHA, EE, SEAT Fie wa, 
(— f! ^E(ht5 = (—1)f(h”) (3.38) 

Ak. Hog GIVI RB 1-8 T AGLI VU rh f 1-3: EHE 
Wi ps3 93638, GEVA dtr E Pi) 包括 一 条 唯一 的 
WOLD: 并 注意 在 这 情况 下 ，qdw =a", 

BIA KK: BR, HUE OLV] 中 的 二 因子 连接 HHHz, 和 G, 
[VÄDRA 二 因子 连接 Hi 之 间 前 一 一 对 应 关系 ，GLVe] 的 有 向 
BE Pu GE), LI RES Pic AUR (kisi); 而 个 片 
数 之 间 有 的 关系 仍然 是 a; 

最 后 ， 当 k =k, {K} É; 1-]8-fF 36 G.L Vš) 
的 1 iE AY ZiR GEVAAR PES PY 
DIGG KO D, THERE, qa 二 quiti。 

BE ht et GOV." H -ATER Fc; 是 以 上 三 种 类 型 之 

一 ， 从 而 有 


CH (3.402) 
= Sp ata) (3.40b ) 


pon 


第 二 行 是 直接 根据 锥 论 3,1 得 出 的 。 

BRT, RASH (ti COATES 图 Ge 实际 上 是 式 《3.34) THE 
AR BABERE 1 /K JAER COATES FB, IAB, EU (3.92 b 
和 (3.34) 有 

detG, =detA = K.det (CL/K.)[e2:]) = KderG,r 

定理 证 毕 。 

在 VY. 弘 含 有 单个 节点 冶 特 丈 情 况 下 ， 以 上 所 概括 的 步 踊 能 够 
Wb. 并且 由 以 下 给 出 。 

Hb 3.4. 如 果 wi 是 与 G, 0, j) 有 关 的 权 并 有 a0, 
出 

1etG, = w..detG,, (3.41) 


DU 


式 中 GRISE ig RA G 中 得 出 的 ， 
G MG. EX uk. 
Gi) 在 G. PSG, DR es 由 下 式 给 出 
C m Wa wa wawa (3.423 
定理 3.4 ff FE ok F PS MAG 3.55), 
定理 3.5, An G. 是 G, Ref COATES 图 ， HA K0 
is ， 则 对 于 不 在 V. 中 的 所 有 í Aj 


DD Fk CDE — (3.43 


I E 

= 
Mi) waa) =k, 30 (cg) (3.44) 
im iy 


A Hy 和 Hy, 分 别 是 在 G. 和 Ge 中 从 iE j US 1-B FEHR, La 
3n Li 分 别 是 在 H 和 HC, 中 的 有 向 如 路 数 ，qx 和 ah BE H. 和 
H; PHRES HA AK, 是 贞 式 (3.29) 所 定义 的 。 

证 明 , VE GT 是 从 G, PEERAA j 作为 起 始点 的 所 有 有 
WARATA i RIA, REAA) A i EE Ae 
为 1 svi Als COATES B], HF, 设 OS 是 从 Gz 中 采用 前 而 
所 提出 的 步骤 ， 通 过 移 去 CLV. mB Al G? 的 简化 COATES Be. 
则 


detG?  K,detGz, (8.45) 
用 于 与 G* 和 G5 A RAK ES J sd E.G. da G., ATK 
ñi EO, DHATA. RIEF 3.2, detG? 和 detGF yl 
是 能 够 由 G. 和 G.. 的 子 图 求 得 ， 经 过 简单 的 代 换 ， 定 理 随 之 得 出 。 
现在 江 我 们 应 用 以 上 结果 来 求解 (3.16) 的 系统 方程 式 。 设 G。 
=G.(A.), 假定 点 不 在 V. bh, MAA 
推论 3.5。 对 于 所 有 与 Y。 CES PUE, # B 3 BN 
(3.16)? 的 解 可 以 在 G 中 也 可 流 在 Gu 中 求 得 。 
fib 3.6, 对 于 所 有 不 在 V. 中 的 节点 ， 从 尝 节 点 xo 到 任何 其 


ETE 


图 3.8 HW COATES EIC DL 


它 节点 的 流 图 传输 系数 在 G。 和 Go a, 

我 们 用 下 面 的 例子 来 说 明 简化 步 矣 。 

BE 3.3。 考 虑 如 图 3.8(a) 所 示 的 COATES 图 。 图 的 谍 线 部 分 
是 被 移 去 的 局 部 子 图 G.[2,3]。 图 3.8(b) 是 G: 的 简化 COATES 图 
Go. 为 了 说 明 应 用 ， 我 们 来 计算 Gu 的 与 两 类 典型 边 (5,1) 和 (4， 
科 有 关 的 权 。 局 部 子 图 G[1,2 ,3,5] 以 及 G.[1,2,8,5] 中 从 节点 5 
到 1 的 所 有 1- 因子 连接 si 如 图 3.9(a) 所 示 。 因 此 ，w5 是 Gabr 
G, DR, SAA w 的 Gu MS DAR cs, FRR 
C D'O/K)LCG 1) Wes War Wee 7 (1) We Was a2] 


(1:-3.1+1:-3.2) 


AP K. 二 一 6， 类 似 局 部 子 图 G23. URE GI2, 3, 全 中 所 
有 的 人 因子 如 图 38.9(6) 所 示 ., 那 么 在 Ga rh I ERR C ARH 
Cu FEN 

Cu CLP G/EOECT 1) Wau Wiswa] 


Ham 


7 d^ P 


tb) 


Gu 的 图 行列 式 可 由 定理 3.1 WARNE, SES, o, 


的 图 行列 式 在 式 (3,10) 中 已 计算 出 等 于 5。 四 此 我 们 有 
detG, = ( — 6)detG,, (3.46) 

Bob, Ge WSR c 也 能 如 在 GELVE Th MA SE BE 
Hifeti RAIER. PA, cs Rica 分 别 是 在 COATES 图 G;' 
1.2, 3, 5180 G7 (2, 3. 4] 中 ， 从 节点 5 到 1 AAR 4^ 3I 47 
的 流 图 传输 系数 、 如 图 3.1 所 示 。 为 了 说 明 向 题 ， 我 们 计算 这 两 
个 流 图 传输 系数 如 下 : 

根据 式 (3.26)，csi 的 分 子 不 过 是 在 图 3,190 (a) 中 从 节点 5 到 1 
的 1- 因 子 过 接 有 关 的 所 有 权 乘 积 的 代数 和 ， 由 下 式 给 出 ; 

(I) WaWa Wit (一 ] Ws: WaW 9 

es: DREMA 3.10 GO PEAS 所 得 的 COATES 图 的 所 
AAP RRR REAM, BPI N 


NUI 


(—lwawswas = — 8 


Wbeu--9X-9— 5. DDR, c. 的 分 子 和 分 母 能 能 从 图 


3.10 (b) 中 得 出 ， 分 别 给 出 如 下 。 
(-1) wr ww —1 
和 CSIW wis — 6 
Wik, us (~D ÈE: RE wa 表示 在 图 3.10 中 与 
ibG, DIB 


tol 


图 210 ASIRIA K BORSA EE cst cu PEDE 
ALL ERE, KEINE TE COATES E d HR RE Be AA 
数 的 公式 也 能 够 用 来 求 与 简化 COATES 图 有 关 的 传输 量 。 浴 一 的 
差别 是 现在 是 应 用 于 原 COATES 图 的 某 些 变型 的 局 部 子 图 。 
(B) 分 解 为 子 图 
在 许多 情况 下 ，COATES 图 G, 可 以 分 解 为 不 连通 子 图 , 使 G, 
的 图 行列 式 等 于 子 图 的 图 行列 式 乘积 ， 此 处 、 由 定义 ，f( 中 ) =0。 


定义 3.9， 可 分 解 的 COATES Hl, 


Ju COATES 图 G, 的 伴随 矩阵 A 能 被 分 割 为 如 下 形式 、 则 
G, 认为 是 可 分 解 的 。 


(3.47) 


DE 


Pub ALB As 是 方 子 阵 。 如 果 有 有 必要， 可 交换 A HAT k S 
行 和 列 不 要 求 同 时 交换 。 


EX 3.7, Enea, 


ER V Beso to d Fic B] G HAGE) Ra w CV 
fa—w*(V)), Je Ab a 3E Ve BETRI WVA Oy CE ORE OUR 
Sgt Ct E) Af V, pta nsi E GR f P 

作为 说 明 ， 25 E de BQ 3.11 BF e COATES E G., i£ V.= 
43, 4}, ROTATE Ye 中 的 边 的 终止 节点 集 是 {2，3} ， 而 终止 节 
AE Ve 中 的 边 的 起 组 节点 集 是 G 的 节点 集 。 因 此 ，a 二 2, w(V.) 
=R w*(V.)=5, itus 3 和 4 所 惑 定 的 G, HA S| 是 
0 和 一 3。 

定理 3.6, 当 卫 仅 当 COATES 展 存在 一 个 节点 焦 的 非 空 真子 
集 ， 且 其 差 或 逆差 是 非 负 时 ， 它 是 可 分 解 和 的。 而 且 如 暴 差 及 逆差 中 
只 有 一 个 是 正 时 ， 则 G. 的 图 行列 式 等 于 零 。 

证 明 ， 息 定 存在 一 个 非 空 直子 集 V. EG 

a—w(V.)2:0 
sh eR w CV) I OREO 3.7 中 相同 ， 就 Ge OPERE EBE A BJ 
PATS. AK uw, WV.) EE A 中 至 少 具有 一 个 非 零 元 
RSE V. MAROC TSA, 如 果 i 是 在 (VY 一 RR 
(Dh, Hi) g Voth, WA docs aa 为 零 ， 此 处 RV.) Ra 
始 节 点 在 V. PER, 而 Y 是 G. 的 节点 集 。 但 是 ， 由 
假设 
(n—w(V.))+az2n 

六 此 ， 由 于 n, w(V.) ma RITEV, RVOR V. 中 的 元 素数 ， 
在 入 中 总 存在 一 个 阶 为 (n 一 WIV.)) xa ST. BEL, Ge 
可 以 分 解 的 。 反 过 来 同样 是 正确 的 。 类 似 地 我 们 可 以 证 明 非 负 北 差 
SUL. 

WAR AEM, Jë2(n—w(V.)) +a 大 和子， 这 就 意味 着 如果 
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HIGHER RIP ty 相对 应 的 行 或 列 展 开 A 的 行列 式 ， 
则 每 个 子 式 至 少 含有 一 个 零 行 或 淮 宙 。 因 此 ，detA :=0。 相 类 似 ， 
SPE. Bay, REE. 

SIAR uk, REST ae COATES, ZWI 
WAGE Bik COATES 图 能 分 解 为 子 图 的 效率 。 后 面 ， 我 们 将 
讨论 一 种 分 解 步 又 。 

AS CERE TT i M j 的 交换 对 应 于 将 Ge(A) 迪 集中 终止 节点 
为 了 的 移 置 到 i ,而 将 终止 节点 为 i DEBS i, MRR STA 
SWRA RP, MR, th Oak IEPA A i 或 j 的 情况 。 
B, APRA RGA obi i F j A 
zek. UR. A AEA i $ j ZR Ej GL CAD ALE iE d 
Rota Ze, 因此， 如果 V. E G. HAAS SSM, 
RSA i Mj OÆ Ve (VAROV) Jii j Æ RV) -ROIN 
Vo) IL AE SER. epis G. 交换 为 没有 从 V. pA H 
F]V — V, 中 任 向 节点 的 边 的 COATES 图 (自行 证 能 )。 And. MHIE 
(a, YY) 的 边 ， 具 要 4 在 (V 一 Ve) 中， 而 Y 6: V. rR, BERI G, 
(4A) 中 移 去 ， 不 会 改变 其 图 行列 式 。 这 个 过 程 至 少 分 解 3, WET 
分 最 G 和 Ga, HE, 分 量 的 蔬 点 集 并 就 是 VY， 而 且 有 

detG,: = (~1) (detG,,) (detG,,) (3.48) 
Sot BANDS, WE V AAR, 可 以 得 到 一 个 类 似 步 
又 (习题 3.54)。 

fl 3.4， AER 3.11 SIN COATES H Go, HFAA V. 
{a GERE, FERRER G. 能 分 解 为 片 ， 在 G。 中 节点 2 和 4 
的 入 边 交 换 结果 形成 COATES 图 Gy , GI 没有 过 从 V. 中 任何 节点 
Hera (1, 2. Sb EAR. Hb, Cs, 8), (2, AARC.) 
可 以 从 Gy 中 移 去 ， 而 不 会 改变 其 行列 式 。 这 个 过 程 分 解 G. 为 两 个 
HG. 和 和 G。， 如 图 3.12 所 示 ， 这 样 有 

detG, = (—1)'(detG, ) (detG,,) 
HOP SHE F G, ERDER ad EER. 显 


‘B 


E 所 分 解 的 片 


RG, 的 这 些 边 不 能 食 于 G. 的 任何 1- 因 于 中 被 称 去 不 会 影响 其 图 
行列 式 。 另 一 方面 ， 对 于 包含 于 G. 的 有 向 回路 中 的 边 ， LIE 
者 明 如 何 使 这 些 边 中 有 些 还 能 被 称 去 而 不 影响 其 图 行列 式 。 更 具体 
地 说 ， 我 们 表述 为 下 列 推论 ， 其 证 明 留 作 练 习 ( 习 题 3.47) 。 

推论 3.7， 设 V. 是 G. 的 节点 集 Y 的 一 个 非 空 真子 集 ， 如 果 
Vee AEN, WAG, DR Ci V-V) d, PEE 在 RLY.) 
中 ) 能 从 G, 中 移 去 而 不 影响 其 图 行列 式 。 类 似 地 ， 如 果 v. 是 零 逆 


BL 


20), WG, DURE 在 Re(Y.) 中 ， 而 j E CV— V 中 ) 能 从 
G, 中 移 去 而 不 影响 其 图 行列 式 ， 此 处 ，RCVY, 和 R*C(V.) 分 别 是 在 
.中 具有 起 始 和 终止 节点 的 过 的 终止 和 起 始 节 点 的 集合 。 

(C) fk 

在 上 述 内 容 中 ， 我 们 已 经 使 用 交换 两 节点 的 人 边 运销 来 分 解 
COATES 图 为 片 。 在 这 一 首 中 我 们 将 表明 这 种 类 型 的 运算 怎 祥 用 来 
转换 有 向 路 径 或 回路， 并 且 计 算 任 何 两 节点 之 间 的 流 图 传输 系数 。 

W G, BARANE x i COATES E, M xo A G. h fE 
何其 它 节 点 X, 的 图 传输 系数 定义 为 xx 对 xs 之 比 。 慨 定 我 们 希望 
让 算 xs 对 za 之 比 ， 为 了 达到 这 要 录 的 一 种 方法 只 不 过 是 首先 计算 
从 源 节点 xs 到 xs 和 xi 的 图 传输 系数 ， 然 后 取 比值 就 可 以 了 。 由 于 
这 些 图 传输 系数 具有 同样 的 分 母 ， 所 以 它 完全 不 必 计 算 。 由 CHEN 
[1969 b] 提 出 的 另 一 种 方法 如 下 。 首 先 交换 池 点 xs 和 x; B AGRAR 
后 在 所 得 的 图 中 计算 从 x, 到 x, 的 图 传输 系数 。 这 是 容许 的 ， 因为 
x BERGER BD RECS, dip xe 在 G, 中 是 浙 节 点 ， 所 以 交换 
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B 8.18 式 (3.24) 的 CO4TES ER 图 3.1 BAY. 
ERARE 


DU 


节点 xs 0 x 的 入 边 相当 主 把 原本 络 止 于 节点 xi 的 所 有 边 移动 到 终 
止 于 新 的 节点 x。， 同 时 保持 所 有 边 传输 其 不 变 。 对 于 这 个 问题 的 理 
由 是 在 G, 中 两 节点 入 边 的 交换 对 应 于 与 G. RRUAR A H E 
列 ， 因 此 这 不 会 改变 系统 的 解 。 

诈 为 一 个 例子 ， 考 虑 如 图 3.6 SRÍAECHURCK S. BERTE 
x Vs 5 V WIRE, SAO. 24)ff COATES 图 G.(A. an 3,12 
所 示 。 因 为 我 们 希望 计算 V/V: 的 比值 ， 让 我 们 把 终止 于 节 点 V; 
WOT WSN IFA, 结果 形成 一 个 新 的 COATES 图 如 到 
8.14 Bog, TER EUER PAA V: 到 V, 的 图 传输 系数 出 式 (3.28) 
npa 


Vs _ (g: 一 Cg)go 十 (gs —g, ge ag.) Gy (3.49) 
ve (G,+G;+g.)g + Gig. 


在 分 子 内 的 各 项 对 应 于 在 新 的 COATES 图 中 内 V, 到 Vs 的 因子 
和 连接， 而 分 母 办 的 项 对 应 于 在 新 的 COATES 图 中 节点 V: 被 移 去 
之 后 的 1- 因子 。 


Bais 通过 变 杂 团 3.13 [y COATES 图 中 有 向 路 径 所 得 COATESIS 
BS. 如 果 交 换 两 节点 人 沈 的 运算 连续 应 用 于 超 始 于 源 节 点 的 
有 向 路 径 或 有 向 回路 ， 则 在 很 多 情况 下 (但 并 不 是 所 有 的 情况 )， 有 
ARBRE APE, Bin, 如果 在 图 3.13 p, BEE 
SRNR LAV, 然后 Yi 和 Vs， 则 在 所 得 的 COATES 图 中 
项 来 的 路 径 被 转换 如 图 3.15 所 示 。 自然 ， 从 V: BEL 的 流 图 传输 


DU 


ARERG 26) HARK FEBS 
HEC, VORA BA, WA 
S BEAD FT RR BEER BRIM o 


明 ) 。 另 一 方面 ， 和 如 果 将 
在 所 得 的 COATES 图 中 ， 


82. 伴随 MASON 图 


存在 另 -- 黎 把 有 向 图 与 给 定 的 抵 阵 联系 起 来 的 方法 ， 称 为 信号 
沪 图 。 信 号 流 轩 的 概念 最 初 是 由 SHANNON (1942) VER 
算 机 时 提出 的 。 信 号 藏 图 的 系统 d E = # 51 2 EB -E 
MASONT1953、1956]， 他 表明 怎样 利用 信号 流 图 技术 以 比较 简单 
的 方式 法 解 某 些 困 难 的 电子 学 问题 .因为 最 初 应 用 干 电 子 学 问题 以 
及 与 电信 和 号 和 系 忱 的 访 程 图 相 联 系 ， 洒 以 采用 术语 信号 流 图 。 自 
1956 年 以 来 , 在 系统 地 阐述 信号 流 图 方面 已 经 取得 相当 大 前 进展 ， 
并 且 扩 展 它们 的 应 用 于 统计 学 、 力 学 、 热 传导 学 、 气 体力 党， 微波 
系统 和 多 环 反馈 系统 (LORENS [1964] IE RIEGLE fi LIN 
Fl1972])。 在 此 ， 信 号 蔬 图 称 为 MASON 图， 以 与 另 一 类 称 为 
COATES 图 的 济 图 相 区 别 。 


定义 3.8, MASON 图 。 


对 于 一 个 给 定 的 n 阶 方 阵 A, A 的 伴随 MASON 图 用 符号 G。 
《A4) 或 简章 地 用 Ga KET BE A-U, MTER COATES 图 ,此 处 
U, Rc n 阶 的 单位 矩阵 。 

Blyk, DTME E MASON 图 得 到 COATES E, RIE 
反 每 个 自 环 的 传输 量 去 挤 1， 并 且 对 MASON 图 没有 自 环 的 每 个 节 
点 加 进 传输 量 为 一 1 的 自 环 。 反之， 如 果 COATES 国 给 定 ， 为 了 
得 到 对 应 的 MASON 图 ,只 需 简 音 地 对 每 个 在 在 自 环 的 传输 量 加 1, 
而 对 于 COATES 图 中 没有 自 环 的 每 个 节点 加 进 传 输 量 为 上 的 自 
环 。 

使 用 MASON 图 的 更 由 是 它 比 COATES 图 更 加 自然 地 表 去 了 
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LIEU NECI UE TSE TOE RP EROR Së Bs 
f. JERASEVER BR D AE e jg EB 09 LE PEE H. 像 
COATES 图 一 样 ， 在 许多 情况 下 ， 物理 系统 的 伴随 MASON 图 可 
以 直接 共 系 统 方 框图 画 出 ， 而 不 必 首 先 建立 矩 血 形式 的 方程 式 
(CHENT1976 bJ), 
FER 03.16) 线性 方程 组 ， 它 可 以 用 稍微 不 同 的 形式 写成 如 
T. 
{Ait Uys) XK" =X" (3.50) 


式 中 A, 与 在 定理 3.3 中 所 定义 相同， 而 区 ”的 转 置 是 [xb xs， …， 
x.，xs+i](xatl 一 t+) 。 现 在 能 把 以 上 系统 方程 式 


(aa -DA-bxutjagxex, k=1, 2-..n (3.51) 
HEH G. CA D PRO S des. 由 于 GLCA 的 节点 与 A. 的 列 或 行 
AK, WER COATES 网 那样 ， 把 变量 X, x... x DB R 
FGA) 的 节点 1，2,……，n+1， 有关 的 节点 权 可 以 认为 节点 
信号 x， 那 么 ， 每 个 方程 或 其 于 节点 的 信 导 为 由 各 人 边 人 信号 的 代 
数 和 ， 每 个 人 信号 是 边 传输 量 和 该 边 起 点 信号 的 乘积 。 由 于 在 给 定 
节点 上 的 信号 是 人 信号 之 和 ， 出 边 的 存在 并 不 直接 影响 该 点 的 全 
号 。 特别 是 在 G。fAu) 中 代号 的 流动 被 解释 为 如 图 3.16 所 示 那 样 的 
情况 ,这 个 解释 是 直接 从 方程 式 (3,51) 得 出 的 . 渡 节 点 信号 x xa 
看 作为 在 代数 方程 中 的 独立 变量 ， 并 日 所 有 其 它 变量 都 能 够 用 
独立 变量 来 表示 。 因 此 ， 对 于 一 个 大 的 物理 系统 来 说 ， 表 示 方 车 是 
非常 方便 的 和 直 现 的。 正轨 为 这 样 ，MASON 图 及 其 公式 比 
COATES HE biti. 
MASON 图 Gn( 和 4) 芍 图 行列 式 用 detGn( 和 A) 来 表示 ， 意 思 是 
MEE A TAR, BZ, Gu( 专 ) 的 图 行列 式 与 G-(A) 的 相同 ,但 
是 求 值 公式 是 完全 不 同 的 。 
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< - > 
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~ $ m 
x x 
PK. 5 
图 3.16 MASON 图 的 物理 解释 


2.1 求 行列 式 值 的 拓 扩 法 

oR MASON 图 的 图 行列 式 值 的 规则 是 由 SHANNON[18422 if 
REKK. HARRAPARIEN. HEFE MASOK 于 1953 年 
发 表 了 第 一 范 研 究 成 果 之 后 ， 他 的 研究 成 果 基 本 上 仍然 无 人 知道 。 
三 年 以 后 ，MASONL19561 通过 研究 行列 式 慎 以 及 当 变量 被 加 到 图 
上 时 它 如 何 变 化 ， 再 次 揭示 这 些 帘 律 ， 并 予以 征明。 接着 第 三 种 证 
Aid LORENS' 1954198 04, RIL TEMA RRR BR 
$) CRAMER 法 出 之 癌 的 关系 .但 是 ,在 这 些 推导 中 所 采用 的 论据 是 
ARLHS, MLM LO. 严格 的 证 明 是 出 ASH 1959] 
和 NATHAMNT1942] 祖 思 某 些 与 有 向 图 有 关 的 行列 式 的 简单 性 质 给 
出 的 。 在 下 面 我 们 将 根据 COATES 图 提 岂 另 一 种 detG,, 的 简单 拓 
HELIUM 

至 今 我 们 所 考虑 的 COATES 图 是 没有 并 联 按 的 有 向 图 。 很 容 
易 证 明 ( 习 题 3.1) 如 果 G, ROSE ij) 由 并 联 边 (i,j) x (x=1, 
2，'…，ki) 来 代 奉 (包括 i=j 的 情况 )， 这 样 


16,3) = YiGG») (3.52) 
那么 所 得 的 COATES 图 和 G, 具有 同样 的 图 行列 式 和 图 传输 系数 。 
在 证 明 话 多 后 述 定 理 中 ， 这 一 推广 被 发 现 是 非常 有 于 的 ， 而 且 每 当 
合适 场合 、 我 们 就 采用 这 种 方法 。 


DU 


例如 在 前 面 所 述 的 与 MASON BIG, 对 应 的 COATES 图 G, 很 
容易 从 MASON 图 的 每 个 存在 自 环 的 传输 量 中 减 1 和 对 Go 没有 
自 环 的 每 个 节点 加 进 传输 量 为 一 1 的 自 环 而 得 到 。 可 以 等 同 地 说 成 : 
简单 地 对 Ga 的 每 个 节点 加 一 个 传输 二 为 —1 的 自 环 就 得 到 了 与 之 
对 应 的 G.。 因此 、G 在 它 的 每 个 节点 至 多 食 有 两 个 自 环 和 至 少 含 
有 一 个 自 环 。 

有 J 了 这些 准 备 之 后 ， 现 在 我 们 着 手 证 明 这 一 节 的 主要 定理 。 

定理 3.7, 设 G。(A) 足 n 阶 方 阵 和 的 伴随 MASON 图 ,那么 


inc uPMCS IC | (3.53) 
v>0 
式 中 €, E G, r v PAR AHA aR u I THEE. 
TEM, É G. 是 从 G. 中 对 Ga 的 每 个 节点 加 一 个 传输 量 为 —1 
的 自 环 而 得 到 的 对 应 COATES 图 .如 果 by G 中 第 i 个 1 因子 ， 
(G AR 证 个 附加 的 传输 量 为 一 1 的 自 环 ) ， 而 且 如 果 Q, 是 在 j 个 
附加 自 环 移 去 的 情况 下 从 bu 所 得 的 子 图 ， 那 么 ， 对 子 j=0,1，…， 
n 一 1, 有 
f(h;)=(—1)f(Q.) (8.54a) 
以 及 对 于 j= A 
f(h¿)=(—1)! (8.54b) 
出 定理 3.1 0218 2.1, hu 与 适当 的 符号 一 起 的 总 体 恰好 是 A 的 行 
列 式 ， 


detA = (— 1 33 (7 DER y) 
ed 
-cvhi-zEcosne)| (3.58) 
mer] 


式 中 Lo 是 Qi; 中 的 有 向 回路 数 。 由 于 在 G. 中 对 Qu 的 每 个 选择 ,在 
Ga 中 对 应 于 一 个 具有 v 一 Lo 的 唯一 的 子 图 C,,， 反 之 亦 然 ， 从 而 入 
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Wr AA Bil G, PFH C,, REH G, 中 的 Q. 求 得 。 只 
楼 重 新 安排 式 (3.55) 的 项 ， 我 们 可 以 得 到 另 一 个 更 有 各 的 展开 式 


dt A- CC D'[1& rC ] (8.50) 
定理 证 毕 。 

R COATES 图 那样 , 变 求 预 先知 赣 式 (3.53) 中 的 项 数 , 这 样 可 
以 避免 在 展开 式 中 丢失 一 项 的 可 能 性 (习题 3,53)。 

推论 3.8. AARG. 53) ORCECS HB EE C(G.) + U, HE 式 
值 ， 此 处 ，C《G,) 的 定义 与 推论 3.2 中 的 定义 相同 。 

TEX — + BUT SEEN CR. 2) n 
矩阵 ， 其 伴随 MASONBEIG,CA) # 
图 3.1? 中 给 出 。 如 果 用 公式 (3.53) 
KR A 的 行列 式 值 ， 那 么 在 式 
(3.53): By BER nb DUBE PUCE SEE: 
C(G,) ~U: AL, 由 下 式 给 出 

pei[ CCG,) +U,J=per 


r2 0 1 1 0 

0 2 1 0 1 

1 1 2 1 1,-78 

0 0 1 2 0 | 

1 0 1 1 2 图 3.17 式 3.2 知 阵 的 


PSRIMASON BI 
(3,57) 


此 数 大 约 是 相对 应 COATES 图 的 项 数 的 20 倍 ， 这 就 说 明了 非常 重 
要 的 一 点 ， 在 行列 式 的 计算 中 ,MASON 图 具有 大 量 无 用 的 元 会 项 ， 
而 利用 COATES 图 的 方法 ， 过 些 是 可 以 避免 的 。 但 是 ， 正 如 我 们 
将 看 到 的 那样 ， 只 村 对 自 环 传输 量 作 适 当 的 变换 ， 就 有 可 能 大 大 减 
少见 祭 项 的 数目 。 因 此 ,在 COATES 图 和 MASON 图 之 间 的 优 缺 
点 下 能 简单 地 从 这 个 原因 来 确定 。 在 工程 分 折 中 ， 特 别 当 我 们 考 虚 


DE 


FEMA ALG RR EI, AE SRI MASON 图 而 不 用 COATES 
图 ， 是 有 - 些 重 要 的 根据 的 。 在 这 种 情况 下 ， 正 如 前 面 所 提 到 的 那 
FÉ, MASON 图 道 常 能 直观 地 反映 反馈 过 程 (例如 ， 参 见 TRUXATL 
[19551)。 在 实际 应 用 中 ， 反 馈 评 的 数 晶 通常 是 少 的 ， 而 且 ， 短 隆 
的 元 素 以 字母 而 不 是 以 数值 的 形式 给 出 。 外 此 MASON 图 公 直 的 优 
点 是 组 显 的 。 上 面 给 册 的 数值 例子 目的 促 是 作为 全 证 。 答 阵 元 索 通 
常 是 以 复 变 量 s 的 有 理 函 数 给 出 的 。 


2,2 RACE Xl liat 
利用 作 随 MASON 图 中 的 某 些 子 图 来 求 矩阵 元 素 的 余子 式 的 公 
趟 ， 可 以 类 似 于 求 行列 式 余 子 式 的 方式 导出 。 


定理 3.8, VEG. CAD AE By n> 2 PET TEBEM ASON E, 3E 
2, AFiS LA 


asci Dierre | (3.582) 


hc Cay? P+ Xconl (3.58 b) 
式 中 A BA ROC CL DRTE, Ch E GSCA Dip v AU EAR 
接 有 向 回路 的 第 个子 图; PIARGICA) dA Bx à SIS 8 J BUSSK 
TARRE: Di 是 t 个 节点 不 相 接 有 向 回路 的 第 s 个 子 图 ， EG. 
入) 中 ,此 有 向 团 路 也 是 与 P 节点 不 相 接 的 ,而 A: 是 人 失信 中 由 划 
A i GAH j AU PEE, 
证 明 : 定理 的 第 一 部 分 吉 接 根据 定理 3.7 得 出 ， 定 理 的 第 二 部 
分 可 以 类 似 于 证 明定 理 3.7 的 方式 进行 证 明 。 
设 G(AA) 是 对 GolA) 的 每 个 节点 加 入 传输 量 为 一 1 的 自 环 而 
得 到 的 Ga(A) 的 对 应 COATES 图 。 如 果 Hj GAHA i 到 
于 的 第 s 个 1- 因 子 连 接 ，G.(A ASH (Cd EOS —1 5 x RE Jú B 
HR, EWEA Hn 中 移 去 x 条 附加 自 环 而 得 的 子 图 ， 那么 对 于 
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x=),l,...n—2,# 
fH = 1)f(W1) (3.59) 


根据 定理 3.2 和 习题 3.1，Hg Sf ze TE S fe I ASTE SE J: & 
WK A, 


Ag= (1) iC arm] {WT) (3.60) 
Gb Ly 是 在 WE 中 的 有 向 回路 数 。 如 果 Pu EE W 中 从 i 到 j 
WAAMA. TE, WE Di; 是 对 应 于 WS 的 节点 不 相 搁 有 向 回路 
集 的 子 图 ， 闭 么 式 (3.50) 能 够 重新 写 为 


Ss CD? DP [i ay) | (3.61) 
ATM fg G.CA Im P 和 DiS 的 每 个 选择 ，GufA) 中 存在 Pi 唯一 
对 应 的 有 间 路 从 Ph 以 及 在 Ge(A) 中 在 在 具有 £= L, 的 Di: e—a 
应 的 节点 不 相 接 有 启 回 路 集 DI KZI, JAN. RATA As 能 
SAGE GCA FA Pr 和 Di, 侧 不 是 从 GLA) 的 子 图 P53 A DEE 
求 得 ， 只 要 在 式 (3. 虹 I) 中 代 和 人 适当 的 项 ， 我 他 就 能 得 到 所 要 求 的 展 
开 式 (3.58 b)。 定 理 证 毕 。 

推论 3.9. 在 展开 式 <3.58} 中 的 项 数 等 于 从 矩阵 CG + U, 
中 划 去 第 j 行 和 第 i APRA, 

因 比 ， 在 图 3.17 由， 如 果 用 公式 (3.58) 求 Atk， 那 么 在 展开 式 
中 所 要 求 药 项 数 仅 仅 是 以 下 先 阵 的 恒 式 值 


(3.62) 


==. 
Pi = 
em oH 
"co 


其 值 是 18, REEE 3.8. A 


DUE 


Wa WaWar— Was Wss — Was Was 

Wa Wes + Wa Wes Wia + War Wis — Was Wss 
War Was— WaWa Wes) + Ws Waal — Wi — Wes 
Wa Wos) + W. W.W. (1— Wa) 

=13 (3.63) 

RÆ G.CA Il DASE ATE 


2.8 求 线性 代数 方程 组 解 的 拓扑 法 


应 用 MASON 图 技术 有 求解 线性 方 种 组 是 简单 明了 的 , 推导 类 
位 于 和 1.3 的 内 容 ， 我 们 仅 陈述 结果 ， 而 将 证 明 禄 作为 练习 《习题 
3.46), 
定理 3.9, MERRER A RIAR, MARG. DOM 
由 下 式 给 出 
Edad 14 DODD] 
x-- = (3.64) 


1+ 1 (—1F(C,.) 


EXPE 


Bop Paco 是 在 Ga (AL) POAT n E138] j 的 第 EF 条 有 向 路 径 ， 
Ds dé (0 0) 3 25 AS HH JE OSB s 个 子 图 ， 有 向 回路 也是 在 
Ga( 态 ,) 中 与 Prn; 节 点 不 入 楼 的 。 太 ,是 定 理 3.3 中 所 定义 的 增 广 
HBE. T Cok GolA,) 中 六 节点 不 相 接 有 向 加 路 的 第 w 个子 图 。 

SONG. SL) REE, Jn GAD 的 每 个 节点 上 与 节 
点 信号 X. 扯 关联， 那么 式 (3.51) 的 每 个 方程 式 表 示 节 点 信号 为 由 
SAD SORRM, BAY SO GEM AS 
积 。 因 此 ， 式 (3.64) 的 解 表示 在 最 终 节 点 n--1 上 信号 x. a BB 
本 节点 | 上 的 信号 。 另 一 方面 ， 象 COATES BMH, MB x 
任意 选 定 的 情 叶 ， 那 公式 (3.64) 的 右边 表示 在 GCA.) x, 对 us 
之 比 ， 比 值 称 为 在 GefA,) 中 从 节点 xe Bx, 的 图 传输 系数 ， 它 正 
式 定义 如 下 。 


sipe 


定义 3.9. G, 的 图 传输 系数 。 


设 Go 是 至少 名 有 一 个 源 节 点 x 具有 零 入 朗 的 节点 ) 的 MASON 
Bl, 在 G。 中 ， 从 节点 %o SIE x 1,2,--- ,0) 的 图 传输 系数 定 
义 为 如 下 比值， 
Er) exco] 
HO £ m 
Ko 


(8.88) 
1 DIF RC.) 


式 中 Pš, 是 在 Ga ih JA i AR X, 到 x, 058 k ATR DY > 
CARE AE s 信子 图 ， 有 向 回路 也 是 在 Go 外 与 
PSA BO, m C. 是 Gu 中 VOD OF EE ARS 
Su eE, 

在 定理 3.9 p, UR GANRE, M| GLCA IRAE M Ga (A) 
中 得 到 ， 仅 需 对 Gm AMA & 8a ARO, PA 
一 条 传输 量 为 一 bt 的 从 源 节点 指向 节点 k 的 边 ， 严 格 地 说 , 我们 应 
当 在 节点 xus 上 加 一 条 传输 量 为 1 的 自 丈 ， 这 样 ， 按 照 定义 3.8. 
G.(A.)=G.(A,+U,,:) ,实际 上 ;是 很 少 这 样 做 的 ,因为 在 节点 Xor1 
上 附加 一 条 传输 量 为 1 的 自 环 等 效 于 对 式 (3.27) 增加 一 个 方程 式 
xarls=xotl， 因 此 它 可 以 从 图 上 删 去 ， 而 不 影响 图 传输 系数 。 同 样 ， 
在 节点 具有 零 人 座 的 意义 上 ， 删 去 会 使 节点 x... 确实 成 为 一 个 源 
节点 ， 在 这 章 整 个 余下 部 分 ， 对 所 有 的 OA) 我 们 都 银 定 这 一 


点 。 


我 们 强调 指出 式 (3.65) 只 着用 于 计算 从 源 节点 到 非 源 节 点 能 图 
传输 系数 。 但 是 它 不 同 于 COATES 图 ， 在 COATES 图 中 ,计算 图 
传输 系数 时 ， 每 次 只 允许 让 一 个 源 节点 ,而 MASON 图 在 求 图 传输 
系数 中 可 以 具有 个 源 节 点 。 

di. AUTRE. des(3.60 rh, Paus; 也 称 为 正 向 路 径 ， 
了 (P:541;) 称 为 路 径 传 输 系数 。 有 向 回路 世 称 为 反馈 环 路 ， 击 它 的 


BD 


和 权 乘 积 为 环 路 传输 系数 ， 册 于 项 
1+ GDDR (3.66 


实际 上 是 从 Ga(A。) 中 通过 移 去 所 有 Parn 中 的 节点 和 所 有 与 这 条 
路 径 关联 的 边 所 得 的 MASON 图 的 图 行列 式 ， 通常 称 它 为 在 G, 
(Ah Pio; BRATA. 

例 3.6, 考虑 图 3.6 给 出 的 晶体 管 反馈 放大 器 ， 伴 随 MASON 
图 只 项 从 对 应 的 COATES 图 (图 3.13) 中 , 对 每 个 自 环 加 1 而 得 到 ， 
如 图 3.18 所 示 。 简 单 的 计算 表明 ， 式 (3.64) 的 分 母 中 有 16 项 , 为 
了 诚 少 这 些 项 的 数目 ， 以 稍微 不 同 的 形式 重 写 方程 式 (3.24)。 


vi 


0 
V, | 本 
[m —1 g/a 0 Tv |? (3.67) 
"Gas Gafas -1 a jp] bo 
1 


BOP ansan 和 05 的 定义 与 式 (3,25) 的 定义 相同 ， 式 (3.67) 的 fE 
Bi MASON 图 G, 如 图 3.19 所 东 。 根 据 推论 3.8， 很 容易 表明 , 式 


-1 [9m G8 ni 


图 3.15 式 (3.24) 的 MASON 流 图 图 3.19 式 (3.67) 的 MASON 流 图 
《3.64) 的 分 母 中 有 6 项 ， 净 减少 了 10 项 。 假 定 要 求 计算 放大 器 的 
WR, BMA L/h, RA GV:/L, WEER 3.9, AL 
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到 V, 的 图 传输 系数 由 下 式 给 出 ， 


Vs GAa(G/au) ~ (1/ai (gv aa) (g. Za; —age/d:) 
1 NES G, £, S, Rf Ro as.) G, B 
al Asy 33; Bo amas Ms! Ap ñ 
(3.38). E. p. Ge 
ku Gay Ero Qu Bas 


_ 3n, gege age? 
ioris 7 22,05 — ai — au B. (B, — ag) -Gagal ETRE) 


— BAG. (3.68) 
” KIRDE BI REER, H ana Uso 的 对 应 量 
代 人 式 (3.68)， 在 最 后 的 展开 式 中 ， 许 多 项 将 相互 抵消 、 因 此 ,在 
PRE, SR, RAR BSR ERB, 
但 是 对 MASON BU MHP. RAR Ste, ea 
将 在 8 3 中 进一步 评论 。 

另外 值得 一 所， 通过 以 式 (3.67) 形 式 重新 改写 原来 的 方程 式 系 
AAHH MASON Bl, 其 系数 定 阵 的 所 有 第 ii 元 素 都 是 一 1， 
HTPR RRA BRL, HOSKINS -1961] 称 它 为 原 系 统 方程 式 芒 
正则 MASON 图 ， 显然 每 个 MASON 图 都 能 使 之 成 为 正则 形式 。 


2.4 等 效 和 转换 


象 COATES 图 那样 ， 在 应 用 前 面 导 浊 的 一 般 公式 之 前 ， 对 
MASON 画 进 行 某 些 变换 和 笠 化 ， 这 通常 是 有 利 的 。 这 节 的 推导 千 
ERUF § 1.4 的 内 容 。 

(A) 消去 节点 

对 于 MASON 图 的 节点 消去 方法 完全 类 侯 于 对 COATES 图 的 
方法 ， 而 且 可 以 利用 类 似 于 证 明定 理 3.? 所 采用 的 步 W, MEE 
3.4 中 直接 导出 ， FmHA MASON 方法 的 推广 (CHENL1964 
51. 

UV. JE MASON 图 G, 的 节点 集 Y 的 非 空 真子 集 , 并 设 G。 是 
PHORM Ga 中 所 得 的 简单 MASON 图 : 
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GQ) 从 Go PRE BBS HCV), hapa Se V. hii. 
hU ALORS IHREN AURA 

GD 对 所 有 在 V-V. iir 和 小 Gers. DSS Ae 
fe E PRES HB 


ma-(- D) AO SOP) Dt TEI) FED RY, 


(3.595 
AH PERETE G, (Vi) 中 其 节点 1 到 节点 了 的 第 区 个 有 问 路 
f. Kub Va 是 集合 Va Ai, i} MIE SE: DIF 8 (070) 节点 不 相 
HAMAR SP TR. ARM WIE EG VE) p PT 
点 不 相 接 的 ， ei Vi rh HPA, 6, WPA TS 
(KRONECKER'S delte), Mi Kn 是 局 部 了 图 Ga(V,) 的 行列 式 ,这 
能 由 下 面 公 式 求 得 


Kee Vad= cnr is Xi cay fie |, (3.70) 


式 中 Coy 是 G,(V rp OSO PATARA MARHE uH, 
有 是 V. AR. ioi. Gal VAME X G [VL JÉ H. 
RRE Hk RABE PIT BH G, Va 中 含有 节点 的 有 向 
isi. 

# COATES FIGHT TESERE, MERES DELE RHS SR UE 
BR, 下面 我 们 对 这 个 步 又 作 一 简单 的 物理 介绍 (CHEN [1969 
8D. 

对 于 i=f GOVE TEAST CLV] 中 移 去 所 有 指向 节 
点 让 和 从 节点 j 离开 的 边 所 每 的 图 ，mi 是 图 Go-V5] 中 从 节点 i 
到 j 的 图 传输 系数 。 

对 于 ij， 有 必要 在 G-LV5J 中 首先 分 裂 节 虑 i ARTA 
RURI, RE, Gal Vil Dr MS i TR, WERA Y 
LIE I TT E ESCORT i hi, E E LR RMA 
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Ei OLVILB. ma ORAE D A i BDA 让 的 图 传输 系数 。 £ 
言 之 ， 在 简化 的 MASON 图 中 ， 求 传输 量 ms 的 公式 除了 现在 是 
应 用 于 变形 的 局 部 子 图 GOVE ) 以 外 ,与 求 G。 的 图 传输 公式 (3 .65) 
是 完全 相同 的 。 

定理 3.10. du KER, WA 

detG =K.detG., (8.71) 

HEB, RG. 是 从 G. rh: Ga H dg f n ee — 1 
(OA ATA HUY COATES 图 。 在 G, 中 ， 由 于 所 求 的 图 传输 系 
数 是 与 在 G, 中 所 求 得 的 区 传输 系数 (在 相同 节点 对 之 间 ) 相同 的 ， 
VL GTV GoL V4I] 梢 诺 对 应 的 COATES 图 (此 处 ，V, 二 Vs)， 
所 以 KK. 二 Ko， 而且 并 于 ij,， Cm Hk cy BAK (3.28) 
来 定义 的 。 对 于 i = i. 有 


Sas CD (UK) DE Dr(h") 
中 
SCAK DD rat) + X2 CDU ap] 
by Lr 


-Q/KO [- K, -C-D^3 5 (pe £0] 
at 


= KA E tD [i+ Xx: corem 

一 一 上 十 Ti (8.72) 

Sot OE GCVIEPEgS LAP RE G IV Pb UA i Et HE AE 

为 一 1 的 附加 自 环 的 1-88. hr 是 GuEV] 中 节点 i 上 不 含有 传 答 

量 为 一 1 MRHAR -AF ML, L Ld DAR at, b? 

和 hi 中 的 有 向 回路 数 。 第 四 行 是 用 类 似 于 证 明定 理 3.7 的 论 证 方 
Bia fs. 

因此 ， 如 式 (8.28) 中 所 定义 的 Go RAM F Gu, 的 COATES 
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图 根据 定理 3.4， 有 - 
GetG, —detG, == K,detG,, = K,detG,, (3.73) 
定理 证 毕 。 
特别 是 ， 当 V。 只 含有 间 个 节点 时 ， 则 定理 简化 为 与 MASONX 
所 给 出 [19533 的 相同 。 
推论 3.10， 如 果 w. 是 Ge 中 与 边 (i， 廊 有 关 的 权 ,以 及 wa s= 
1， 那 么 
de, = (n7!) detG,, (8.14) 
BOP Go, ih PRS NOE EM 
G) AG, 中 移 去 节点 K; 
GD Ga HAG, J) SSI m: 由 下 式 给 出 
My = Wy Waw, /(t wu? (8.75) 
ULESEBUS RIS TET EAR UH 
定理 3.11, 如 果 Ga 是 G, RIL MASON Bl, LARK 0 
AN, 那么 对 于 所 有 不 在 V. ñi fi, 有 


(y Y: reip fae po] 


=k. Drom ir geron], ^ cs 


At PHA P 分 别 是 Ga 和 Ga PA i BS kA w 条 有 向 路 
E DIA DAAE SDA v(v>0) 节点 不 相 接 有 向 回路 的 第 
s 和 第 0 个 子 图 ， 有 岗 回 路 也 是 G, H-5 PIA Go rh 5 Pir 节点 不 
FAB, Te AK, 是 式 (3,70) 中 所 定义 的 。 

此 定理 是 二 接 从 定 鳌 3.5 中 得 出 的 ， 而 且 可 以 用 类 似 于 定理 
3.10 那样 的 方式 来 证 明 ， 细 节 贸 作 练 习 ( 习 题 3.6) 。 

推论 3.11， 对 于 所 有 V. 中 与 节点 无 关 的 变量 ， 系统 方 程式 
《3.16) 的 解 可 以 在 Gu 中 也 可 以 在 Ga 中 求 得 。 

推论 3,12， 对 于 不 在 VY。 下 的 记 有 节点 ， 从 源 节点 到 非 源 节点 


1198 


的 图 传输 系数 在 G。 和 Gu 中 二 者 保 
FH, 

RETEA FIS 05 BEF RUS S 
DET M 

i 3.8. ZBR 3.17 Br = By 
MASON H, 假设 要 求 从 G. 中 移 去 
局 部 子 图 GeL2.3]， 图 3,20 是 G.S 
fait MASON BIG... 为 了 说 明 起 见 ， 
我 们 来 计算 与 Ge: 芍 两 个 典型 边 (5.1) 


图 3.20 图 3.17 MASON 


和 (4.4) 有 关 的 传输 量 ， 局 部 子 图 G。 ”” 流 图 的 简化 MASON WA 
[1.2.3.5] 以 及 所 需 的 子 图 如 图 3.21 所 示 。 wj 是 Gs 中 (i, 站 的 
权 ， 由 式 (3.69)，Gw PH (G. DER Ema 


ms =(—1)(1/ Ka) ovs [14 C71) wa] 
十 ws (—1)'wawa j CL) 
HE1) wat C71) WaWa} 


=— Ca I (=t 2]+ tt (= 118-2) 


+(—D!+(—1)':2+(—12(2:1)1) 
3 


2 
Atk, 是 局 部 子 图 Gs[2.31 的 行列 z 式 ， 它 可 以 由 公式 (3.70) 求 
a. 
Kas (1) 1 (- D'wact C-1) Wst (1) wawa; 
+ (—1)ws Wi] 
=1—2—1—6+2 
-—86 
TARE, Ga 中 边 (4.4) 的 传输 量 m. 可 以 在 局 部 子 图 Ga (2.3.4) 上 
RA. G.T 2.3.43 以 及 所 有 需要 的 子 图 如 图 3.22 所 示 ， 根据 式 
(3.59). 
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{ ES | Po 1 Ne 
E s . "e 


{by 
图 3.21 RER ma 的 局 部 子 图 心 -[1.2.3.5] 及 共 子 图 


m.=(—1P'(1/K,)(wa[1+ Co vie (—1) we 
AKI) WaWa (1) Was] Wawali Co 1) was) 


--Lheacier eer F1:1:(1—-2)] 


els 


Gua SERES AIK RT E d S3 53298 VEG, JE EST-Ž, Mit, 


detG, — K,detG,, 
fEXULEJPEUg — ih, Ga 的 边 传输 量 mo TASER 
形 局 部 子 图 上 求 图 传输 系数 那 全 来 计算 。 例 如 ，ms 和 ma 分 别 是 
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2b 2 
Oo = D t> ou Z 


D be 
co D 40s 40 0s 
1b) 
图 5.22 ACA ma OAT G.L2.3 4: ROC 
MASON 图 GZ[1.2.3.5] f Gz[ 2.3.47] rh. MARS 到 1 和 从 节点 
由 到 节点 4" 的 图 传 洽 系 数 ， 如 图 3.23 所 示 ， 为 了 说 明 起 见 ， 我 们 
来 计算 下 列 两 个 图 传输 系数 ， 
根据 式 (3.65)，ma 的 分 子 和 分 母 分 别 由 下 式 给 出 : 
Weil] — Wiz — Wss — Was Waz + WazWss.]  WeyWaiL 1— was] 
—1:(4—2—1—6-2)3:(1—2) 
一 一 9 
L— Wa Wes — Was Waa = WarWas 
=1—2—1—6+2 
=—6 


Bi, ma = 31076) - 3, BE, mu Had PRPs TFR 


2 


给 出 
Waren 1— Wa— iT Wis Woe t Wawea] +t Wowaw Ll— wasl 
=1:'(1—2—1—6-+2)+1:(1—2) 
一 一 了 


l— Wi Was Wer Wan + WaWa 1-2-1 6 +2 


B ma--TAC- 9-1. 


(a) 
tb) 


图 3,23 利用 滞 传 按 系 败 来 求 传输 量 ma 和 m. 的 图 


例 3.7: HRA 3.24(a) 所 示 的 MASON Bl, 它 是 由 晶体 管 
ARFER. BEERA Gs 中 移 去 节点 @;，v; 和 is， 为 了 避免 
SETE. Dv. iis 和 ,分别 用 9. 1.3 和 4 表示 。G。 的 简化 
MASON 图 如 图 3.24fty 所 示 ， 为 了 说 明 起 见 ， 我 们 分 别 计算 Ga 
PIRG, VOM, LYRE E m 和 ma。 

传输 量 mu 和 mat 在 图 3.24(cy 所 示 药 变型 局 部 子 贺 中 分 别 是 
DUAL 到 节点 va 和 从 节点 1 到 节点 i 的 图 传输 系数 ， 其 结果 是 

ma=aR,[1—(A/R,)(—1/sC;)]/[1—(1/R;)(—1/5C;)1 

=aR,, 
toy = {a(—1/sC,32—1/ (R14 8L Je (1/50) —1/ 
+2026 


(Ri+ SLOTI/LL- C/R;)(—1/sC)) 


— (a — 1) Rs/[(R; +SL,)(1+ sC;R;)] 
EXT 


mg, =1/(R+ SLi) 
my =R;(1—a)/(Ry + SCR 


ma = REIR + SLi) (1 + sC,R;) 
myu=R, 


图 3.24 (a) MASON IB, (b) 简化 MASON 图 (0) R my. Mm, 的 图 
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Myst 1/R, 
1557 —Rs/(sC,R,R5+ Ry) 
CB) 分 解 为 子 图 
MASON 图 分 解 为 不 连通 子 图 和 有 向 路 径 或 有 向 同 路 的 变换 与 
COATES 图 完全 类 似 。 由 于 对 COATES 司 已 经 详细 地 讨论 过 了 ， 
几 季 没 有 必要 在 相同 的 问题 上 再 次 详细 讨论 。 下 面 我 们 将 只 毅 述 结 
论 ， 而 洛 去 细节 。 


定义 3.10， 可 分 解 的 MASON 图 。 


一 个 MASON 图 ， 只 要 共 对 应 的 COATES 岁 是 可 分 解 的 ， 就 
被 认为 是 可 分 解 的 。 

由 于 我 们 只 要 仅仅 众 自 环 的 传输 量 中 送 过 钼 1 和 加 1 就 能 从 
MASON 图 变换 到 COATES 图 ， 及 反 变换 0g MASON B], 我们 
可 以 利用 在 $1.4(B} 中 所 讨论 的 对 于 COATES SOROR 57 ff MASON 
Bl. 显 热 ， 可 分 解 的 MASON ASE APHID St RIA RGR 
积 .包括 符号 在 内 。 象 COATES 图 那 奉 ， 所 有 被 移 去 的 过 没有 必 
要 一 定 是 不 包含 于 任 全 有 向 回路 中 的 馆 ， 存 在 这 样 的 MASON Bl, 
它 所 有 的 边 都 包含 于 大 些 有 向 加 路 ， 然 市 它们 仍然 是 可 分 解 的 。 自 
然 ， 没 有 坡 包 含 于 任何 有 向 回路 的 边 总 可 以 从 MASON 图 中 移 去 ， 
而 不 影响 其 图 行列 涛 ， 这 是 由 于 它们 不 会 在 起 (3.53) 欧 任 休 边 中 出 
更 。 如 果 分 解 后 的 MASON 图 的 一 个 片 A an 点 ， 根 据 定义 ， 
WE fi) 二 8， 那么 其 图 行列 式 是 零 。 

假定 图 3.25ta) 的 有 向 图 是 一 个 纵 定 物 MASON 图 Gn， 对 G, 
相对 应 的 COATES 图 G. 是 对 Ge 的 每 个 节点 通过 如 进 传 输 量 为 一 1 
的 自 环 得 到 的 ， 根 据 定理 3.6， 由 于 Ge 的 节 点 集 存在 零 差 的 子 集 
(3, 4}, Ék G. 是 可 分 解 的 。 利 用 在 § 1.4(B) 中 所 概述 2b UR. $8 
biG G. 分 解 为 厅 ， 再 将 这 些 COATES 图 的 片 变换 成 所 要 求 的 
MASON 图 片 ， 如 图 3.25(b) 所 示 ， 由 于 在 分 解 的 G, 中 需要 对 两 
PERNA TITS EH, 则 Go 的 图 行列 式 上 只 不 过 是 MASON 图 


EE 


REVISAR SUE, TERA G. eed dr Tey PE] 
路 之 中 。 

最 后 我 们 提 一 下 ， 如 果 在 MASON 图 G。 中 ， 存 在 一 个 仅 由 不 
在 任何 有 向 回 路 的 边 所 组 成 的 割 案 ， 则 移 去 这 个 市 类 ， Ga 就 分 解 
为 片 ， 这 种 类 型 的 分 解法 MASON 和 ZIMMERMANN [1960] 称 
之 为 因 式 分 解 。 


(b) 
Ëq 3.25 (a) MASON dH, 《bj TARBA 
CC) 反 向 变换 
如 前 所 述 ， 式 (3.65) 中 所 定义 的 图 传输 系数 的 公式 仅 应 用 于 计 
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算 从 源 节点 x 到 任何 其 他 非 源 节点 的 图 传输 系 数 。 但 是 ， 在 许多 
应 用 中 ， 有 必要 计算 从 非 源 节 点 到 另 一 个 非 源 书 点 的 图 传输 系数 ， 
比如 说 xi 到 x:， 一 个 办 让 是 先 计 算出 从 诛 节 点 x 38 xim x, 的 图 传 
答 系 数 ， 然 后 反 其 比 伟 ， 由 于 这 两 个 图 传输 系数 有 相同 的 分 及 ， 所 
以 分 母 根本 无 需 计 算 。 另 外 -种 方法 是 直接 变换 节点 xz: 为 源 节点 ， 
或 者 将 从 节点 xs | xi 的 存 向 路 径 进 行 反 向 变 换 ， 然 后 计算 所 需 的 
图 传输 系数 。 

由 于 MASON 图 很 容易 化 成 COATES F, PEE Dp. Rit 
实际 上 最 容易 的 办 法 是 先 将 MASON 图 变换 为 对 应 的 COATES 
Bi. RBA x 和 x 的 人 人 边 ， 最 后 再 把 它 变 回 为 MASON 图 . 记 
住 ， 在 变换 为 COATES AZN, VA MASON 图 的 节点 xu 
加 传输 量 为 1 的 自 环 ， 见 下 面 式 (3.65) 的 讨论 。 但 是 ， 在 最 终 所 得 
的 MASON 图 上 ， 在 节点 xi1 的 传输 量 为 1 的 AREARE, EF 
影响 其 图 行列 式 。 

就 式 (3,27) 中 所 定义 的 线性 代数 方程 组 而 论 ， 以 上 的 运算 相当 
于 取 变 量 zx 为 独立 变量 ， 而 所 有 包括 xe 在 内 的 其 ERR IK 
GDA x 的 形式 玫 示 出 来 。 如 果 式 (3.27) 中 对 应 于 除 x 以 外 的 
变量 的 列 是 线性 独立 的 ， 则 式 (3.27) 的 解 是 唯一 的 ， 在 所 得 的 
MASON 图 中 ， 就 从 x1 到 xz 的 传输 系数 而 论 ， 这 些 列 的 线性 独立 
表现 为 它 具 有 非 零 分 母 ， 这 分 母 和 符号 一 起 也 是 图 行列 式 。 

TE MASON 图 中 ， 另 一 个 相当 有 趣 的 运算 是 BRAD, KA 
传输 系数 不 会 由 这 称 运 算 而 受 烈 影 响 。 实 行 这 种 运算 如 下 所 示 : OS 
于 -一 个 MASON H Ga, HGP MARG, D. HEWsfIG, j), 
RmURW. 1, RRA Kg a ib hutin BRL 如 下 因 
+, 

1 


1—W,. 
节点 上 的 自 环 即 可 移 去 (2 题 3.7)。 因 此 ， 和 如 黑 在 G. rh Pri kil 
量 为 1 的 自 环 ， 消 除 每 个 自 环 的 运算 等 效 填 变换 给 定 MASON 图 
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为 其 正规 形式 的 运算 (参见 82 ,3)。 

最 后 ， 在 与 给 定 的 MASON 图 机 对 应 的 COATES Hh, Au 
变换 两 节点 入 边 的 运算 连续 应 用 也 有 向 路 径 或 回路 ， 在 大 多 数 情况 
下 ，MASON 图 的 有 向 路 径 或 回路 将 反 向 。 由 于 MASON 图 的 这 
一 特点 ， - 般 的 反 向 规则 简单 地 等 同 于 在 对 应 的 COATES 图 中 , 沿 
有 有 向 路 径 或 回路 胡 继 交换 两 个 节点 的 人 这 。 一 般 的 规则 表示 如 下 ， 

在 Go 中 ， 为 了 使 从 源 节 点 i WADAG, DRA, KEEDA 
TAEWA j 的 边 集 终 止 于 草 点 j， 并 将 因此 在 节点 i 产生 网 自 环 
的 起 始 节点 移 到 节点 j， 然 后 ， 在 所 得 的 MASON 图 中 用 L/w, 8E 
RIAU, ERRER Wi,， 并 对 所 有 其 它 终止 市 点 已 被 移 
动 的 思 的 传输 量 乘 以 (一 /ws)。 为 了 反 向 变换 从 源 节点 流出 的 有 
向 路 径 或 有 向 回路 ， 我 们 内 需 对 那 一 有 向 路 答 或 回路 中 所 有 的 边 相 
痰 进行 反 向 变换 。 

此 外 ， 具 休克 向 变换 … 下 比 用 语言 描述 更 容易 体会 ， 作 一 下 练 
可 (习题 3.9) 就 不 难 发 现 这 些 规则 的 正确 性 。 

例 3.8, HER 3.28(a) 络 出 的 MASON 图 Go, 假 定 需要 计算 
只 节点 到 节点 xs 的 图 传输 系数 ， 为 了 应 用 公式 (3.65)， 有 必要 
变换 市 点 xs 为 源 节 点 ， 这 是 很 容易 做 到 如 下 ， 

与 Ge 相对 应 的 COATES 图 GAA 3.26(b) 所 a. (E G, P, 
AOA x, ALWAR, WAE 3.2606) Br 示 的 GE, Epi, 
与 人 相对 应 的 MASON Gi 各 图 3.26(d) Bias. 注意 ， 为 了 得 到 
Gx， 在 节点 x, 上， 已 出 去 传输 量 为 1 的 自古 、 因 此 ， 从 节点 x; 到 
节点 xs 的 图 传输 系数 由 下 列 给 出 : 

Xi/Xsc[— jgh(1 s dm—I--dm:1)-t ede (1—1+i— ab—i 1 一 

—iab) —1 agh(15 dm) —ckagh —cdpagh ]/A, 
-:}—{—dm—en—i + ab-- 1 —kagbnm- npagh} 
+ dmi—enl-il- iab— abdm —aben -- idm + ien) 
—(ildm-ilen rabidm + abien) 


- —ab(lcrirdm ren: idm Fien) c agh(nmk — np), 


MI. 


> (a) 
18 3.26 RR WRTA 
BERM, PRAIA TIA x: 到 xs 的 图 传输 系数 ， 则 有 
Xx 2: [—jghnm(1—1) :cll -enti—1l~ab—npagh—i 1— 
—en i—iab--aben--ien—i 1 en — iaben) -1 aghnm] 
/A 
=[—abe(1+en+i rien) ~—agh(nm + npe) V/A, 

例 3.9. 考 虚 与 图 3.6 驳 体 管 反馈 放大 器 有 关 的 图 3.19 的 
MASON 图 G。， 假 定 需要 计算 故 大 器 的 电压 增 Re V/V 28 
了 应 用 图 传输 系数 公式 (3.65)， 有 必 可 变换 节点 V. 为 源 节 点 ， 为 
了 懒 齐 这 一 步 ， 利 用 以 上 所 祝 述 的 一 般 规则 ， 在 Gs 中 变换 由 边 
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《五 ，YD 和 (ViVY2) 所 组 成 的 有 问 路 径 , 所 得 的 MASON Elis. 25 
所 示 ， 在 新 的 MASON 图 中 ， 从 节点 VR Vo 的 图 传输 系数 可 以 
HG. 65) gH, SEH SRA, 


Vs 2 L8BO BS + (gts tg ag G. 、 
Y. (Gt G, 278, Gag, (3.77) 


48 3.27. 由 变换 图 83.19 MASON 图 p 的 有 向 路 公所 得 的 MASON 图 


$3. COATES 图 和 MASON 图 的 改进 


FRR ARGH BASAL BRE, RL 
BERDEA, ATPASE RL es dE TEE EE RED BT kE 
别 有 意 义 的 ， 但 是 ， 正 如 草 醒 所 指出 前 那样 ， 这 些 公式 在 计算 电网 
阁 函 数 中 效率 低 ， 其 主要 原因 是 存在 大 量 的 对 消 项 。 在 这 节 中 ， 我 
(HERA. tO MA COATES 图 或 MASON 图 的 自 环 有 关 的 权 稍 
作 改 进 ， 那 么 可 得 到 更 有 效 的 公式 ， 而 且 在 分 析 中 ， 当 使 用 洁 点 方 
程 系 时 ， 那 是 特别 有 效 的 (参见 第 二 全 83 .3 和 习题 3.10、3.11)， 推 
导 过 程 完 全 是 由 CHENT1965b] 得 出 的 。 


3.1 COATES 图 的 改进 


FEA 3.262 BRI ERE, SERA SER BL DUAE Hor ets 
COATES 图 G. 如 图 3.28 人 fb 所 示 。 和 根据 定理 3.1， Fl RP RPE 
的 行列 式 人 由 下 式 哈 出 ， 
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AS Cay r Zy) {Za Fm YO bzs Fee) —(—24) nen) 
(oF Zs Za) = {24 £n) 


Ts EY t Zot Ze) t (Z) bI Za) (3.78) 


2S 


* 
Fei. 
ta) (b) 


Ti 3.28 (a) BED (b) 其 COATES 图 (c) ¿tuk COATES 图 


仔细 检验 以 上 方程 表明 ， 这 些 对 消 项 存在 的 主要 原因 是 与 每 个 
自 环 有 关 的 权 和 包含 着 其 些 以 该 自 环 所 在 节点 作为 终止 节点 的 边 权 ， 
对 于 与 网 络 节 点 导 纳 矩 降 有 关 的 COATES 图 来 说 ， 这 同样 是 通用 
的 。 例 如 例 3.2 中 给 出 的 情况 ， 为 了 得 到 更 有 效 的 公式 ， 用 下 面 的 
方法 来 改进 COATES B, 


定义 3.11， 改 进 的 COATES 图 。 


对 于 一 个 COATES 图 G. 来 说 ， 其 改进 COATES 图 用 符号 G 
来 表示 ， 它 是 从 G. 通 过 改变 与 每 个 自 环 (i， 让 有 关 的 权 为 具有 节点 
i 作为 终止 节点 药 边 权 之 各 而 得 的 有 向 图 ， 同时 保持 其 它 所 有 的 边 
权 不 变 。 

数学 上 的 等 就 说 法 是 ， 如 果 wi 和 wi 分别 是 G. AG. 中 与 边 
GO, DARK, MA, WF iS, 
# Wie Wy (3.79) 
而 对 于 i=j, 有 


(3.80) 
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r 


Mn 


Atak CMR, iin, EBL3.28 (c) 是 图 3.28 (b) 的 改进 
COATES 图 .在 图 3,.28(c) 中 ， 有 wi=z, ws=0 DL E Wis=—zs 


Tis, 


XX 3.12, 部 分 因子 。 


有 向 图 的 部 分 因子 是 一 个 生成 子 图 ， 它 不 含有 长 度 大 于 1 的 任 
何 有 向 回路 ， 这 样 ， 其 每 个 节点 的 人 度 为 1 。 


La 


z a O 


f& 5.29. 图 3.28 OANA G 中 部 分 办 于 的 集合 
作为 说 明 、 图 3,28(c) 改 进 COATES MA; 所 有 可 能 部 分 因子 
的 集合 如 图 3.29 所 示 ， 以 上 定义 的 直接 结果 如 下 : 
引 理 3.1， 有 向 图 的 每 个 部 分 因子 片 恰好 含有 一 个 自 环 ， 而 每 
个 片 中 的 边 数 和 那个 片 中 的 节点 数 相同 。 
现在 ， 我 们 来 证 明 下 列 定理 。 
定理 3.12. BUE G: 是 给 定 COATES 图 G. 的 改进 COATES 


E 


Hi mH A 是 与 G, GRE, WA 
detA = Je fC) (3.81) 


AH RE Gi 的 都 分 因子 ,而 ga 是 R 中 的 个 片 数 。 

证 明 : 对 G: 的 边 数 利用 归纳 沫 来 证 明 式 (3.81)， 不 类 一 般 性 ， 
假定 A 不 包含 零 行 。 

如 时 G: 仅 有 一 条 边 ， 虽 然 定理 成 立 ， 假 定 对 于 任何 具有 了 一 1 
RLS) GL, MM. AT RAIA, BER, HF 
bab, ABR. 

假定 在 Gop, WERU, k), IERRA G6: 的 节点 x 来 
B A d-(ky2>4 GOL, Keb d(x) 3 m Gp x the ARE, 
RHE, AURA BH. 出 于 A RTH MES. MAF 
这 种 情况， 定理 成 立 。 设 Go, 是 从 G: 中 通过 Baw (k, k) PT 得 的 
ARA, DUE GU 是 从 G; 中 通过 移 去 所 有 的 边 (t, DUS. 2, 

1 k—1, KK 1，… ”加 所 得 的 有 向 图 ， 此 处 上 是 G. 或 台中 的 
节点 数 ， 下 面 考虑 王 种 情况 ， 

情况 1 ， d-(1022, 对 于 a=1 和 2， 设 Go 是 Gta 相对 应 的 
COATES, AH, RAM Gf TERR, HH GL EE GAA 
较 少 的 边 ， 由 归纳 法 假 设 有 


detA,— 3; (- 1) f (Qa) (3.82) 
m 


Rp ,是 G'. 的 部 分 因子 ， 而 qs Q. rp UPS 
X A=[a,LA=[fy], Ai] 
从 改进 COATES 图 的 定义 中 ， 不 难看 到 对 于 所 有 的 isek 有 
a47f,—h;, 
TüspTi-kd 
f,-a; f-1,2,-,k—1.k-I,'**,n, 
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fau $58. 


par 


以 及 by=0, f=1,2-;.,k—1, k+l, +++ 
hos Dian, 
= 


BEFAS KT A. 和 六 :的 第 行 之 和 ， 以 及 由 于 所 有 其 
它 A，A: 和 A 的 对 应 行 是 相同 的 、 从 而 有 
detA det A; + detA, 
SECDHA) 4 D-H" = (0) 
TEU-DUÉ) (3.83) 


POLARS. (Ga) 中 部 分 因子 和 G: 中 那些 部 分 因子 之 闻 存 
在 一 一 对 应 关系 而 得 出 的 ， 每 个 部 分 攻 子 在 节点 & 含 有 (不 含有 ) 
自 环 (k,x) 。 

情况 2，d7(k) 二 1, 这 意味 着 ， 和 如果 G。' 欧 节点 x 上 有 和 直 环 (x,x)， 
那么 ，(x，x) 是 玲 一 具有 节点 x 为 共 终 止 节点 的 边 ， 因 为 否则 4-(k) 
SCO) > BSR. 

HA EMANA SB K ERR KIT ASE, HGH A 
TEBECOA TESEE Gou 的 改进 COATES 图 ， 从 以 上 过 论 , 不 难看 到 ， 
Ga! 也 能 从 G HERBERTA K, REY O 无 自 帮 的 每 个 市 点 J 
附加 权 为 一 ai 的 自 环 。 注意 ， 与 G, 有 关 的 自 环 G, D 的 权 是 au 。 
HF G, RAH G gbina, HERRENE 

detAu = Y ( DMFC) (3.84) 


APURO MME, fig RO: rh yB EL 
Hk, WEG. HD FONG’, 中 的 部 分 因子 了 之 间 的 一 
一 对 应 关系 ， 从 而 有 
f(R)-C-DhafiQi) (3.852) 
APAE RRIA ERES EE. q8ESIEIS 1, H-+ Q, 
的 每 个 分 量 恰好 含有 一 个 自 环 , 则 俊 Gu —1,2, 1,8) 是 Qs 的 片 ， 
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Ty 


不 失 一 般 性 ， 让 我 们 假定 Ga, Gur Gs (y As) 是 片 ， 其 中 每 个 
片 都 省 有 权 为 一 a fo B 30 BER GER KS), BIR, Gao, 
Girat Gu HERNA , WR n Æ Ga 中 的 节点 数 ， 再 一 次 从 引 
理 3.1 得 到 
(De pee hose ean 
(qt UM ape te tas Dy 
sam, (3.85b) 
第 三 行 是 从 有 具有 (8 一 Bs 二 1) 个 片 这 一 情况 得 出 的 ， 而 (a+ ms 十 
… tn TD 是 含有 G. 的 自 环 《Kk，k) 的 R 的 片 中 的 市 点 数 ， 在 式 
(3.84) PICAR (3.8sa 和 (3.85b) 后 得 到 


detA,,:- 3, C- 1) /a F(R) (3.850) 
E 


忠于 av 是 入 的 第 K 行 中 唯一 的 非 零 元 素 ， 从 而 detA —audetAu, 在 
简单 的 代 换 之 后 ， 得 到 所 希望 的 结果 ， 定 理 证 毕 。 
& COATES 区 那样 ， 如 果 使 及 的 每 个 片 按照 片 是 奇数 还 是 偶 
数 与 下 号 或 负 号 联系 起 来 ， 则 产生 的 乘积 将 给 出 如 《一 1 相同 级 
符号 。 
考虑 图 3.28(c》 的 改进 COATES 图 G'。, 其 部 分 因子 集合 如 图 
3.29 所 示 ， 因 此 ， 根 据 以 上 定理 有 
detA = z,(Zs t Zo) Tt Z924(2s - Ze) + Z: (2; + Ze )Ze 
ors zs) Za) 
=Z Os + za) (Z, + Zs + 2e) + One zn Os + Ze) (8.86) 
MAHER, ATERT, SAGE, RT. Hi 
FRR. THREAT. MEARS, RTT 
HEL, PEWS, AR ARE RAR EBB Bris 
BRE, A EAA Pd 
出 对 应 的 COATES 图 (SREE 83.3 以 及 习题 3.10 803.112. 
特 员 是 对 于 没有 互感 而 合 的 无 源 网 络 ， 这 种 方法 不 能 象 进行 
COATES ifii MASON 图 技术 那样 计算 任何 多 会 项 。 
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定义 3.13，x- 部 分 句子 。 


向 图 G 的 一 个 生成 子 图 在 下 列 情况 下 称 为 是 G 的 ke 部 分 因子 
(用 符号 RGus des cos dO 表示 )， 在 将 自 环 Go jO (u=1，2， 
Us K) WPRO j; ，…; 衣 )， 所 得 的 图 成 为 对 G 没 有 自 环 的 每 
个 区 点 i. 上 附加 一 个 自 环 所 得 的 有 向 图 的 部 分 因子 。 

因此 ，k- 部 分 因子 每 个 分 量 不 是 含有 自 环 就 是 完全 没有 自 环 ， 
不 含 任何 自 环 的 分 量 数 恰好 是 k。 在 许多 情 癌 下， 如果 两 个 指定 的 
节点 ji 需要 出 现在 同一 片 中 ， 将 用 到 k- 部 分 因子 ,那么 符号 了 (小 
ij 所) 表示 节点 j 和 i 出 现在 同一 片 中 的 Kx- 部 份 因子 (ji 
jos ey 。 注 意 ， 在 R(ji， ja ccs O PALMER, 
以 及 在 k- 部 分 因子 中 ， 共 一 个 或 多 个 片 可 以 各 自由 一 个 孤立 节点 组 


ate 


E 3.30 在 图 3.28(c) 的 有 向 图 中 1- 部 分 因子 R(12) 的 集合 


ESAR 


图 3.3) 在 图 3.28(c) 的 有 向 图 中 1- 部 分 因子 R(I) 的 集合 
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图 3.28Cc) 的 1- 部 分 因子 R (1) 的 例子 如 醒 3.30 或 图 3.31 所 
示 ， 除 了 图 3.31(a) 之 外 ， 由 于 节点 1 和 2 都 包含 在 同一 片 中 , 所 
有 这 些 1- 部 份 因子 也 是 1- 部 分 圈子 R112)。 
定理 3.13, VEG, 是 COATES 图 Gc 的 改进 COATES 图 ， 如果 
Aj 是 Ge SPR G, j AFA. BA 
Á = DR (3.87) 


Ap Rap BOW 1-082 ELT, T aR PARR. 

证 明 : 设 G 是 从 G. 中 首先 移 去 所 有 以 节点 i 为 终止 节点 的 边 ， 
然后 对 所 得 的 图 附加 私 为 1 的 琴 条 边 (i， 外 和 (j,i 而 所 得 的 有 向 
网 。 园 样 ， 设 9 是 从 G. 中 首先 移 去 所 有 以 池 点 为 终止 节点 的 边 , 热 
后 对 所 得 的 图 附加 权 为 1 CJ, 了 而 得 到 的 COATES 图 ,不 
难看 到 ，Gs 是 Gs 的 改进 COATES. HF Ay 与 GF 的 图 行列 式 
是 祖 同 的 ， 则 根据 定 班 3.12， 有 

Aq: TTR (3.88) 


式 中 R” 是 Gr 中 的 部 分 因子 ， 耐 9" 是 R* 节 侦 片 数 ,由 子 Ge 的 经 个 部 
RARER MESA, DRG, i). WR” 总 是 能 表现 为 

R”=R*U(k, i) {3.89) 

式 中 下 =j 或 1， 而 R* 和 (k， 匀 表示 部 分 因子 R" 的 补 子 图 显然 ， 在 
GG. 中 ，R* 的 对 应 子 图 形成 G7 的 1- 部 分 因子 RAi)， 从 而 

F(R") =F (RCD) (3.90) 

Jak, SERCH AAR UGH N. TEG" REE 

存在 唯一 的 部 分 关子 RUG iD AEFI 

(=D RRUG, 1) =(~ RUC, 1), — G.9D 

式 中 gj 和 q? 分 别 是 部 分 因子 R*U (i) R*U GO mir, 

Z, MRE UGLY EC 的 部 分 因子 ,这 样 i 和 j 不 含 于 同一 分 量 中 ， 

那么 在 GT 中 总 是 存在 具有 以 上 省 质 的 险 一 部 分 因子 R+ UG i)e PN 

IE, RE 5s FU ROTER rp Ha E — RAR PA TY 
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BUSH RT RI UGH, 

最 后 ,注意 在 9”. 中 没有 对 消 的 部 分 因子 R*U (Ci, DAG hI 
部 分 因子 R(i，j) 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 同 拜 注意 ; AR UG ih 
BALG, i), H 1 增加 或 减少 R* UG, DESEE REFUS 

(S DU f(R*UCG, =D RG, iD, (3.92) 
EREE, 

作为 一 个 例子 ， 再 一 次 考虑 图 3.28 (C) 所 有 示 的 改进 COATES 
图 G1,1- 部 分 亲子 RL12) 和 R(1) 的 集合 分 虽 如 图 3.35 和 图 3.31 所 
示 ， 因 此 有 

Ans E (ODERA) 
naz 
= (Za HZ2) (2541 zs) (ZYP Za) 2 
(nuu. bru) (3.93) 
ñu = C71) ERO» 


= (25426 )%4+ CZs `H Za)Za4 (Za + Zz) (Zo + Za) 
== (Zp 426) (Ze t Za 2a) Ts i Za) a (8.94) 
现在 可 以 应 图 这 些 结果 来 未 解 线性 方程 组 ， 以 下 给 出 的 定理 ， 
可 以 类 似 于 证 明定 理 3.3 的 方式 来 运 明 ， 因 此 仅仅 提出 概括 性 的 证 
m. 
3383.14, ZUR RAAB SRW, NAXPTE-1.2, 
n, 3G. 16) 5 RE IH PAS Ld 
E (~p if(R(SK)) 
moti o 3.95 
^ YCOoo (3.85) 


x 


A s=n+1, R(SK) 是 G'.(A,) LOAF, R EG'L CA) 
的 部 分 因子 ，G'.(A) 和 G2(A.) 分 别 是 COATES 图 G.(A) 和 
G.CA ) IBEIGIECOA TESBI, qox 和 qs 分 别 是 RCSK) 和 R 的 偶 片 数 ， 

而 A. BLA TPREIS— B 到 À 的 右边 ， 然 后 在 合成 矩阵 的 底部 加 上 
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AF SG TR OIL) XE 。 
WES), 考虑 等 效 的 系统 方程 组 
A.X“- Ü (3.08) 
OPM RE RAB 1 Hi, Xto malb EZM. 
的 证 明 宁 所 给 出 的 那样 ， 香 出 一 个 类 似 的 结论 ， 系 统 方程 的 解 可 以 
写 为 
Rye C7 EC det A (detAY 
= (19°F! det(A er etdetA) (3.97) 
S&P CA DEM Are RITE AS FALSE SEE ÆR (3.97) 
中 代入 (3.81) 和 (3.87?) 前 结果 之 后 ， 立 即 得 出 式 (3.95) 的 定理 ， 定 : 
理 证 毕 。 


3.2 MASON 图 的 改进 


COATES 图 的 改进 推广 到 MASON 图 是 简单 明了 的 ， 步骤 是 
相 辐 的 ， 因 而 不 必 进 一 步 详 织 计 论 。 


定义 3.14， 改进 MASON 图 。 


对 于 一 个 MASON 图 G.. 其 改进 MASONRIDH TES Gal Ra, 
它 是 大 G。 中 改变 与 每 个 自 环 (i, 记 有关 的 权 为 以 节点 i 268 1 8 080089 
边 权 之 和 而 所 得 的 有 向 图 ， 同 时 保 特 其 他 所 有 边 权 不 变 。 

定理 3.15， 设 G' 是 有 n 个 节点 的 MASON 图 Gs 的 改进 MASON 
图 ,那么 

dag, Ci * Y ER) (3.99) 

式 中 R" 是 G'- 的 第 u 个 v- 部 分 因子 ，q- 是 R 的 个 片 数 , 而 REUS 
Gr. 的 第 个 部 分 因子 。 

TE. VG, E EG. 相对 应 的 COATES 图 ,同样 设 G'. 是 Gc 的 改进 
COATESH, RREN, C 是 可 以 从 Gs' BMG." 的 每 个 节点 附 
WY AAA. RW" BEAK RA 1 的 附加 自 环 的 


£e 


台 。 的 第 ;个 部 分 因子 ， 那 么 根据 引 理 3.1， 有 

ECW) = (DAR 

DEw =(— R (3.59) 
式 中 k 的 范围 从 4 到 9 一 1， qia, 2 pwu MO" REHAT Ec. HO 
是 从 w* 中 移 去 k 个 附加 自 环 而 得 到 的 ， 根 据 定理 3.12， 具 有 适当 入 
号 的 w “和 项 (一 1)" 一 起 的 全 体 答 好 是 与 G. 有 关 的 短 降 行列 式 , 即 

detG,—(—1)*4 Y (—1)Sf (Quy (3.102) 

显然 、 在 G 和 中 OQ" 所 对 应 的 子 图 R"* 实 际 上 是 Gw fik HEADS P, Fh 
TEG 中 子 图 Q“ 和 Ga。 中 的 k- 部 分 因子 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 , 从 
ADR RHG. ATA MO", 因此 ,根据 式 (3.100)， 
得 到 所 要 求 的 展开 式 

$n, Coa SEL neri (3.301) 
定 浊 证 毕 。 

下 面 的 定理 直接 根据 定理 3.13 得 出 ， TATAA RATEN 
定理 3.15 的 方式 来 证 明 ， 这 里 仅 提 出 结论 ， 而 将 细节 留 作 练习 ( 习 
13.42), 

383.18, VE G^, 是 0- 节 点 MASON 图 的 改进 MASON 图 ， 如 
RA, £5C ARGC, DRER. MAMTA, A 


AY) X cope, (3.102) 


sop Ry Ai ul WG nie tv-bay APRA, Jii; ees i), qy 
ERY PAAR, TOS in so PROM TABS PAA 
i-ul f JE. 

应 用 以 上 结论 来 解 线性 代数 方程 组 是 简单 明了 的 ， 而 公式 可 以 
直接 根据 式 (3.977 导 出 。 

定型 3.179， 如 果 方 程 组 (3,16) 的 系数 拭 降 A 是 非 奇异 的 ， 则 对 
于 K=1，2，'…， nn， 方程 组 的 解 由 下 式 给 出 ， 


nns 


> > xc DERE) 
x, = EL ii . 
(-1"+ = C- Def(g) ew 
[EA 

SUhs-n-i, RY diss He GCA.) fü u 4 vd AR II T R 
(Lk; b: c5 L), RPAEGLICOO[RSS x 48 y HOF, G.A 
X1GLCA) 2:94 MASON 图 G,(A,) 和 G,(A) 的 改进 MASON 
BI. q. 和 Gs 分别 是 Riz 和 RO MHL, mula. ies, iy 是 Ga 
CAL) 的 节点 集合 中 含有 节点 s=i 的 子 集 (A. 是 在 定理 3.14 中 已. 
定义)。 


8 4. 有 向 图 子 图 的 产生 


以 上 所 提出 结论 的 右 效 性 完全 取决 于 从 一 有 向 医 中 产生 某 些 子 
图 例如 1- 因子. 1- 因子 连接 ， 部 分 因子 入- 部 分 因子 的 效 事 。 在 
这 一 节 中 ， 我 们 将 提出 产生 这 些 子 图 的 系统 方法 ， 以 下 所 措 述 的 方 
法 非常 适合 子 数值 计算 ,为 了 简单 起 见 ， 假 定 在 这 些 节 中 所 考虑 的 
所 有 有 向 图 役 有 并 联 边 ， 悍 是 ， 这 里 所 得 的 结论 都 能 很 容易 得 到 推 
广 ， 这 些 推广 的 细节 留 作 练习 (习题 3.50 和 3,51)。 

设 G 是 0- 市 虚 的 有 向 图 ,在 图 中 每 个 边 都 赋 于 边 标识 符号 er 或 
者 ej， 所 谓 G 的 变 元 邻接 矩阵 ， 指 的 是 这 样 一 个 上 阶 方 隆 ， 当 且 仅 
^ BECHER ARIAS ex 从 节点 i 指向 节点 j 的 一 条 边 , WI 
第 过 元 素 是 e:， 和 否则 此 项 是 零 ， 正 如 在 和 1 中 早已 指出 那样 ， 如 果 
我 们 把 6G 理解 为 给 定 的 COATES 图 ， 那 么 G 的 伴随 矩阵 和 变 元 邻 ， 
接 算 阵 的 转 置 相同 ， 这 里 边 标识 徐 号 认为 是 全 的 边 权 。 

定理 3.18, 在 一 个 1 节点 的 无 图 有 向 图 中 ， 对 所 有 的 i<j- 
从 节点 到 j AREARE Pu h (U.D) H U, j) sessed 
未， 此 处 U. Zen BY 42 3EBE, i D 是 G ADT A SURG, 

证 明 ， 将 G 作 为 一 个 给 定 的 MASON 图 ， 设 G, RE SG HY 
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的 COATES 图 ， 如 果 A 3E G, ERER, TAM Ai 是 各 元 
RG, D 的 余子 式 ， 那 么 根据 定理 3.7 和 3.5 有 

detA —(—1)^ (3.104) 
VAR Asto DT! OD (3.105) 


Xp Pi ZEGPM TA i R jk AMR, WP ARE 
MERE AUE 


A's DAU, (3.106) 
Mais 
-o(—1)dst(U. D), (一 Daidet(D 一 Gu 
ave D) T det(D—U,) 
Ay. " " 
= Au E -EPR (3.107) 


AO - UD; XAO-UJ PRA | 行 和 第 i 列 所 得 的 矩阵 。 
由 于 式 (3.107) 的 左边 是 (U, 一 D)-! 的 第 这 元 素 的 负数 ， 所 以 定理 
随 之 而 得 。 

fex—^ BET. DEP 3.22 WAAG, B: Us 一 D 由 下 式 
给 出 ， 


| 1 0 0 0 0 
一 -ed 1 6 0 0 
U-D-| 9 一 ee 1i =e 0 (3.108) 
—99  —€ 0 1 -& 
—e, 0 0 0 1 


图 3.32 无 围 有 由 图 


Me 


在 G 中 ， 所 有 从 i 到 j WARP OSD KE de 28 (U,— 
D)- 的 第 坟 非 对 角 线 元 素 ， 这 由 下 式 给 出 ， 
[ 1 D 
| e, 1 


0 € a 
0 € 2 
E387 e re26; T Cute + C,E;8; Rg testy 1 ep e 
ECs + er + ejer es 0 1] e 
0 9 1] 


(3.109) 
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4.1 AFTA 1- 因子 连接 的 产生 

对 于 一 个 给 定 的 有 向 图 G ， 设 符号 SA Si 分 别 用 来 表示 以 节 
点 à 作为 起 始 节点 和 终止 节点 的 边 的 边 标 识 符 的 集合 。 

定理 3.19; 对 于 一 个 an 节点 的 有 向 图 G ， 从 节点 $6 dur 
因 于 集合 x* 和 1- 因 于 连接 集合 x 分别 由 下 式 表示 


x-(fIsin(TIs:) (3.110) 
INIT 
和 wu=(Tsn(TTs) eun 


hapus ma A Modi URBI, 
证 明 ， 不 失 一 般 性 ， 对 于 G 的 每 个 节点 i, BA a0 fü d- 
Oso AFIS 的 每 个 元 素 对 应 于 一 个 G 的 生成 于 图 ， 其中 每 


个 布点 的 出 度 都 是 1， Ti] | Scho} 338318 o MER E H, 
pn 


Rohi RA ENUE 1, Hon, RAG h 1- 因 子 能 出 现在 x 中 ， 
这 就 完成 了 定理 的 第 一 部 分 的 证 明 。 
定理 的 第 二 部 分 直接 从 以 下 情况 得 出 , BIZE G PJN 133] j Ë 1- 
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因子 连 培 的 集合 x; 能 从 G 的 1- 央 子 集合 xh, META f g. 
WUAWG, DARIAN 6;; BI. KH, CO 是 从 G 中 首先 移 去 
TAWG, u) 和 (u, (ucl, 2, e, n). BEERE RA 
节点 j 到 节点 ;附加 一 条 过 es 而 得 到 。 由 于 在 Gp r 


x=(Trszjn(Trsr ) (3.112) 


RPM k= 1, 2, "ji 一 1 joleen 有 
=S (ea) (3.113) 
siti, s. n. d 

S'-sS (e) (3.114) 
BSyasi-te,}, ieit e EGH G, j) 的 边 标识 符 ， 那 么 式 
《3.111) 直 接 根 据 式 (3.112) 和 以 下 关系 式 得 出 ， 

{e} x xg = x^ (3.115) 


ARM t=1, 2.7 


定理 证 毕 。 

对 于 MASON Hl, 在 定理 3.7 和 3.8 中 所 需要 的 那 种 类 型 的 子 
图 集合 也 可 以 通过 利用 类 似 于 以 上 所 述 的 方法 得 到 ， 叭 一 的 差别 是 
对 每 一 个 集合 必须 加 进 一 个 单位 元 素 ， 用 符号 am 表示 ， 这 样 对 所 
有 有 的 1 和 j， 有 ese meus 

JE 3.33 WARAG, A 3.1 所 示 的 相同 ， 由 于 有 


5 
[J St = 66st x {e2582} x L552 es eu) x C? x 
zen 


fex,es eoe), (3.118) 


5 
[Is (eneo 0:2} x Len, er} x {er, €s, 61,61} x 
p 


(es, 9s, €T X Ces, €), (3.117) 
那么 所 得 台 的 1- 因子 集合 其 如 下 所 示 ， 


(Ee 


X —(e x (ei) x Lei eX Tee, rey 52) X {G1,64,61)) NN 
(Ler e, 6 x (65,6 x Cu, e))] 
mee x (Ce) x [He m x (es e) MG et x 
{eses} JU S10} x [Co 60 x Gu e esed x 
{eseu DD) 
= (6; 8g) x {6636s , 46501: Pig eii Cer ab (3.118) 
TAER E HN 
之 前 ， 不 完全 展开 笛 卡 儿 乘积 
是 有 利 的 ， 同 样 ， 在 进行 用 笛 
卡 儿 和 积 形式 者 示 的 两 集 含 的 
交 运 算 中 ， 如 果 所 有 在 一 个 集 
合 而 不 在 另 一 个 集合 中 的 元 素 
预先 一 去 ， 则 大 量 的 工作 量 可 
以 省 去 ， 如 上 面 所 用 的 另 一 种 
RAN WT EM, Æ 
WU. 在 G 中 从 区 点 4 到 节点 1 
的 1- 因 于 连接 的 集合 Xi 由 
下 式 给 出 
X= Ges e) x {es, 
fm 3.33 MERMA -AFR € 03 ti) X {eg} X 
1-Bi ERES Pala (e 86,6 eJ) 
Fe 66x {es, ca} x Cer, 65 61 6) x Ces, eu) 
(ex [Ger x Les, Cros ey X fe 02 N Cea, ei x 
(es, e x fes, Cit) ] 
-denebx Ios: x eese eom < 
(es eu 1 
= ee) x Ines ecu) (3.119) 


e 
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4.2. 部 分 因子 和 -部 分 国 子 的 产生 

在 这 一 节 中 所 介绍 的 方法 是 Wang -代数 公式 的 变型 ， 册 于 
Wans- RARER ER 84.1 中 正式 介绍 ， 对 于 自前 实际 应 用 ， 我 
THT ARAR War RREH. 

对 于 一 个 有 向 图 G, 象 在 第 一 章 85.1 中 所 定义 的 G 的 子 图 以 及 
定义 1.2 是 的 节点 和 边 苑 子 集 ， 因 此 ，G 的 子 图 可 能 含有 新 立 节 
Ko BH, 所 定义 的 两 子 图 集合 的 Wang- 乘 积 仪 适合 于 那些 不 
食 有 任何 孤立 节点 的 子 图 集 千 ， 在 下 面 ， 我 们 都 将 假设 这 一 点 。 

É S, 和 S, 是 G 的 两 个 子 图 的 集合 ， 子 图 中 的 每 一 个 元 素 都 用 
WIA, 集合 S, 和 S. 的 Wang-EBUH TI S S.@S; E # 
示 ， 它 定义 为 

8.8. (v. Hn; HO: Diwa} (3.120) 
AF RRRA W: {w PARRA, 以 及 
W={g: Ug: BLESS rh, go ES; Bh, ilg ge 6). 
(3.121) 
h $ GSE, MHZ, SOS 是 这 样 得 到 的 ， 取 两 个 边 不 相 
TEL (一 个 从 8. 中 ， 而 另 一 个 从 S 中 ) 的 并 集 ， 每 一 个 集合 仅 
含有 一 个 元 娄 ， 然 后 取 所 有 集合 的 环 和 运算 。 

很 容易 表明 :集合 的 Wang- 乘 积 运算 符合 全 易 律 和 结合 律 , 运 
算 的 另外 一 些 性 岳 将 在 第 五 章 84.1 中 介绍 ， 央 此 这 里 不 再 谋 细 讨 
it. 

有 了 以 上 的 定义 ， 我 们 可 以 产生 所 的 部 分 因子 和 上 -部 分 因子 
Reis ja cea jò 的 集合 ， 以 下 所 描述 的 方法 是 对 产生 “有 向 树 ” 
和 “有 向 k- 树 ”集合 的 政 进 方法 CHEN [1966 a]) 。 由 子 有 阿 树 和 
有 向 HEANAS.. riter prie, fex Briss pu Werne, 
而 将 详细 推导 留 在 笋 四 合 §5.1 之 后 。 

WAAR, Hee, RGR, DAWA, ATER, 
我 们 不 严格 地 说 边 cy TEAR BG, DOARRE eu. 再 次 设 Sree 


mé 


示 以 节点 i 为 终止 节点 的 G 的 边 集 。 
定理 3.20, 在 一 个 0- 节点 的 对 称 有 向 图 G 中 ， 设 
Y-:5:095;Q- .-QS; (3.1222) 
Yi ds d) SOS QS. —(3.122b) 
Arh hirti 和 jj 是 整数 1，2、…… nofter foa) 
fk. ABs, Me, 在 所 有 运算 中 认为 足 相 同 元 素 ， 那 么 G 的 部 分 
因子 集 和 上 k- 部 分 因子 集 ROS: jz co dO (包括 孤立 节点 集 ) 分 
BUY ALY (io is … hao) 的 最 后 展开 式 中 的 元 素 集 表示 。 

如 果 G 不 是 对 称 的 ， 则 总 是 有 可 能 使 它 成 为 对 称 的 。 设 G, 中 
从 G 中 附加 最 小 数 的 边 给 G 而 得 到 的 对 称 有 向 图 。 为 了 使 附加 边 能 
与 G 中 已 存在 的 相识 别 ， 用 拔 号 ” a. fin, MIG, DATE 
Gh, MG, DEEG, 中 但 不 在 G 中 ， 那 么 在 GL H, G, De. 
Awe, HG, DH e 来 标号 。 

对 于 一 个 任意 的 有 向 图 G ,假设 其 对 应 的 对 称 有 疝 图 G, 的 边 已 
经 按照 刚才 采用 的 规则 标号 , JURE es 和 e; 或 eo, 和 er 在 所 有 的 运 
算 中 认为 是 相同 的 元 素 ， 那 么 G, 的 部 分 因子 和 人- 部 分 因子 的 集合 
由 定理 3.20 所 概述 的 方法 所 得 到 ， 最 后 ， 在 式 (3,120) 的 最 后 展 洁 
式 中 ， 如 果 消 去 所 有 芋 少 含有 一 个 标 有 撒 号 "字母 的 这 些 元 素 ， 
那么 在 展开 式 中 所 余下 的 元 素 就 是 所 要 求 的 部 分 尖子 和 人 -部 分 BT 
+. 

我 们 用 下 面 的 例子 来 说 明 以 上 的 方法 。 

例 3.10， 考 虑 式 (3.24) WRB A, CEBEK 3.6 所 示 
反馈 放大 器 有 关 的 ，Ge(A) 的 改进 COATES 图 G; 如 图 3.34 所 ; 
假定 要 求 计算 电流 增益 函数 hyL ， 这 同样 也 可 用 下 式 表示 

T,/] - Go Aui /(detA) (8.123) 
RPA. 是 A 的 元 素 (1.3) 的 余子 式 ， 这 样 ，G: 的 部 分 因子 集 和 1- 
部 分 因子 集 R(1) 必 须 预 先 产生 ， 根 据 定理 3.20， 它们 分 别 由 下 式 
RR: 
Y = {en eu] Q lei C22, €22}@ leis, Cea, Coa} 
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= {entssess, 6562653 610101 Pr 8101: Cae32634 

21, @xe@retoah (3.1242) 

Y (253) = (eit, tu] @ (es 6, Cas} 

011823, 613833, 871811. C2225, 81263: E2813, C1264} 
(3.124b) 

所 要 求 Ge 的 1- 部 分 因子 集 R(13) E Y (2; 3) 的 子 集 ， 并 由 下 式 给 

iH. 


estezz8ay Ča Cg 


{RC13)} = leue eii C2261, 320219} (3.125} 


Sa*age age 
E 5.32 MAURERS WTB 
MARRA H6 a EE qki PES HB 
—G, $1 C- DE(RO3)) 


a xa? 


h Ei -DUR 


GG -g.(g.—ag) + (1—a)g,G, +E.G,J/ 
A (3.126) 
式 中 A=(1—a)g[(G,+g)(g, + G2 + Gel 
+ (Gut ag) Lg. (Qu Gn 8 O1 


sh RODAR 2:1 G”, 的 1- 部 分 因子 和 部 分 因子 ， 而 ass 和 qx 
分 别 是 RC13) 和 RR 中 的 侦 片 数 ， 式 (5.125) 的 增益 函数 当然 与 式 
Ge 


(3.25) a tiff) COATES Jie MIA RAL, (uode. xx oun 
项 的 数目 显然 是 减少 了 。 


8 5. 特征 值 问题 


EEK A RUT PA RBM G.(A) 的 某 种 类 型 子 图 之 间 的 关 
系 是 出 CHENT15867 gl] 和 PONSTEIN[ 1568 ]Uf 究 而 提出 的 。 对 于 
一 个 抵 阵 的 简化 ， 利 用 图 论 的 方法 来 求 其 特征 值 是 由 HARARY 
[1959] 研 究 提出 的 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 概述 这 些 知 论 ， 并 且 用 更 合 
Bh BARREN, 

定理 3.21.1 G. JE — AXE n prii A 前 伴随 COATES, 
那么 有 


det(AU,—A) = Ate Sos! SS) fhe) | 


Joya w 
(3.127) 
及 对 于 iti 
(1 det (AU, —A om 1n * 
. 
Es Eee | 
iss v 
(3.128) 


Ap hu Hy 2339 CLV] EL GUI VUA A ERI 9S u 4° 
1 -因子 和 Y T 1 -ASER. G.L V.E G. 的 k 节 点 局 部 学 图 而 
GHLY4J] 是 G. 的 上 节点 局 部 于 图 ， 其 中 节点 i 和 j AAFS G, 
LV.] th, La 和 La 分 虽 是 be AO LESER. i (AU, A); 
ENAU, APRES i FT AE j 列 所 得 的 矩阵 。 

证 明 : 由 于 这 些 便 等 式 能 够 从 类 似 子 证 明定 理 3.7 和 3.8 所 给 
的 方式 建立 ， 我 们 仅 证 明 式 (3.127)， 而 将 另 一 武 W tE 练习 (习题 
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3.17), 

YE GT HEM G. 四 对 G. 的 每 个 有 点 加 进 权 为 一 4 的 自 环 而 得 的 
Hj HG. Ge 是 (入 一 40 的 伴随 COATES 图 。 如 果 by"(n—x) 
是 含有 (n 一 x) 个 权 为 一 的 附加 自 环 的 G2 的 第 u 个 1 因子 ,而 及 
如 果 0946-s EMA bia-v 中 将 (n 一 x) 个 附加 自 环 移 去 而 得 到 匆 图 ， 
那么 有 


Ehan) = DA 43.1298) 
ARIF k1, 2, o. n, 有 
Phra w= CL D" TOO) AF 


(3.129 b) 


根据 定理 2.1 02138 2.1, Biao 50, 1, coms 相应 符号 的 
全 体验 好 是 (A 一 可,) 的 行列 式 、 因 此 有 
| 


det(A—AU,)=(~1)" As XEXUCDe tee 


t=1 w 


arrore | (3.130a) 


或 de(2U,—A)- A^ r 31 3S C Ds F004 AP 


[um 


(3.130 b) 


BUR LE QS. PAAR. h TIF G8 中 每 个 Qie-a 的 
选择 ， 在 G。 的 局 部 子 图 G-[LV.] 中 对 应 于 一 个 唯一 的 1 -因子 ho:， 
瓦 之 栾 然 ， 从 而 得 出 (AU 一 A) 的 行列 式 能 够 通 过 G.LV 1 - 
Tha 而 不 是 通过 GE 的 1 -因子 kit-:* 求 得 ， 只 不 过 以 稍微 不 同 的 
形式 通过 重新 安排 式 (3.13 b) 中 的 项 ， 就 得 到 所 要 求 鸭 结 论 式 
(3.127), 定理 证 毕 。 
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特别 是 如 果 设 A~ 6 , 式 (3.327) 和 (3.128) 分 别 简化 为 式 (3.4) 
和 (3.12)， 在 这 意义 上 ， 这 一 定理 可 以 看 成 为 COATES 图 公式 的 
EU. RR. AUR A 是 任何 a- 节 点 有 有 向 图 的 伴 随 变 元 邻接 甜 陈 ， 
期 定理 3.21 仍然 是 成 立 的 ， 唯 - -的 差别 是 det (AU, — A), 应 当 由 
det AU,— A), ACR. 

Sk. Spec ESEHASMERL Meals, ERATE. 
简化 A 35 — E AIR Sri SR, CERA 的 特征 T E FORERO 
SE Cree SEB C FAR 

定理 3.22, WEG, ABE A! 或 者 它 的 转 置 ) 的 伴随 COATES 
B, WG. 不 是 强 连通 的 ， 那 么 A 的 特征 慎 集 是 对 应 于 G, 的 强 
连 适 分 虽 的 于 拢 阵 能 特征 已 集 的 并 (包括 要 冬 ) 。 

UIN RA Bnp, RCL 是 G. 中 对 其 经 个 节点 加 进 权 为 
一 和 的 自 环 所 得 的 有 向 图 ， BAR GX, (A — AU.) iE Re COATES 
Hj. AH, MG. 1, 2, 10 E GAREA TORRES 
AR Ga 是 G, DEEBA de G 中 与 G., 相对 应 的 局 部 子 图 
G*,, 中 O*, RE. BUG MUR A, 和 A* BILE G6 和 G*., 
BEMAR, MARIETA 3.36 ， 由 于 An BA” a SHE SCM 
G+, RBA ALES, A 


detG*, —det( A—AU,) — (delA*;; ) (detA*4;)- + 
(det Aa) 3.431 a) 
det G = det(A):- (det Au) (det Az) -+ (det Ay) 
(3,431 b) 
HEA, FLAS. RRD FREK: 
A*. = A. AU, (3.132) 
式 中 U, 是 相应 阶 的 单位 矩阵 ， 把 式 (3.132) 伐 入 式 (3.131 3) 中 , 定 
理 立 即 得 出 ， 这 样 定理 证 单 。 
Bi 3.11. BE A TET DURS BE E 方程 和 特征 信 ， 


Ine 


to 


1 


EI 
E 


10 


E 


> e ° ° ms 


a 


Sc ce e o e e° F et 


lI 
occoou.o60uoo 
oooocnucoonutu 
wee e e = OOS 

i : 

—-n 
Do e ° ° = e = ° = w 
een o o opp sS e °S o° © 


(3.133) 


2 
3 
1 
1 
1 
0 
0 
1 
e 
[U 


óonocoovoooooco 


1 
1 
2 
0 0 


JERE A 转 置 的 伴随 COATES 图 如 图 3.35 所 示 ， 所 得 名 特征 方程 
AF. 
det( AU, —A) — A7 4- (b; --25, 45 + (by — bzarr) AP 
+ (0, + babra) AT (bi + bobs— biar) A> 
+(b.b;- bib; bia.) + (bib, + bibs 
— by boas) At 
+ (bob; + Bib, — by bya;7) AP + (b,b,b; 
—b,b,2:) 42 
+b.b,b,À + bwbibs 
LAG 5 A —3 A 8345-9 A-3453 
—447+10448, (3.134) 
Ub ay JE A MHD. Hi 


Bo= —äsrär otis = 2 


bi— 一 azaa3saasas? 一 一】 

b= — (a4, + des} = 0 

b,—824855 72425 Bad, —ana =~ 5 

b,— —8,,8:45/— 5,0558. 7 40584 T utas — — 4 
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图 3.35 jBF(3.133)8k E W BRE COATES 图 


在 G。 中 ， 许 在 对 应 于 局 部 子 图 G.[2, 8, 8, 9], G.[6,7,10J 
和 G[1，4，5] 的 三 个 强 连 通 片 ， 与 这 些 片 有 关 肯 矩阵 Au, Anfi 
Aa 分 别 由 下 式 给 出 ， 


0129 
Aw |2010 (3.138 a) 
jooon 
16230 
b 


0 
| (3.135b) 
02 1 
"IE 
1 


1 

| 

| (3.135c) 
i111 


Bi, ASAE RR DRE An, Ass 和 A PEERI. 
在 § 1.1 中 ， 我 们 早已 表示 ，CCG.) 可 以 从 A ERE 的 转 置 中 通 
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LEE ERI 198. SEDE CLG.) 也 称 为 G, 的 MEE, 
必须 提出 ，CLG.) 化 竺 征 值 不 是 以 表征 G, 在 同 构 范围 之 A, MA 
之 ， 友 在 两 个 非 同 构 册 有 向 图 ， 其 邻接 矩阵 具有 相同 的 特征 值 泣 
82.19), 但是， 出 穷 举 法 罕 明 ， 对 于 其 有 六 个 节 虚 及 其 以 下 的 对 
BARA, KERTEM BA HARARY[1962a])。 对 于 有 
美的 论述 ， SW MOWSHOWI1TZT 1972]。 


8 6. EERE 


由 于 逆 上 矩阵 中 的 每 个 元 素 是 矩阵 元 素 的 余子 式 和 其 行列 式 之 
We. 则 应 用 有 向 图 方法 来 求 矩阵 的 道 是 简单 明了 的， 而且 对 下 程 应 
ELAR HNO CAE BEd A AL ABTA A A AK E ERI 
HH, 

BES 1.3% $ 2.3 中 ， 我 们 已 对 与 线 往 代数 方程 组 有 关 的 
COATES d MASON FUE MYR. 它们 是 以 因 变量 和 称 
为 源 市 点 院 独 立 变量 之 比 来 定义 御 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 把 这 种 燥 念 
E A SERERE COATES 图 和 MASON 图， 然后 夫 明 怎 
FET PRE, 

E A BPG. BECCA) GIA) AEM GCA Gu 
(4) 得 到 的 COATES 图 和 MASON 图 :它们 是 对 G.( Ay4 GCA) 
附加 一 个 水 节 附 加 一 个 涯 节点 xe， 然 后 在 所 得 的 图 中 从 节点 xo 到 
节点 主轴 进 一 条 传输 呈 为 一 1 的 边 得 出 的 ， 有 了 这 种 GA 和 Gs， 
A) 的 简单 变型 ， 下 看 的 推论 是 很 明显 的 。 

推论 3.13, WE A JE — dep ORE, p A SS 阵 的 元 素 (i， 
站 仅仅 是 在 G CA^) GLA IE BOT xs 到 节点 i 的 图 传输 系数 ， 
SS” yeh EE 

推论 3.14. W Ge 和 Ge PME GANA GLA’) 中 通过 
式 (3.28) 和 (3.69) 中 所 概述 的 方法 移 去 节点 集 V. Va 所 得 的 简 
化 COATES 图 和 MASON 图 。 如 果 涯 节点 x 不 在 V. 和 V, 中 : 那 
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ANUBIS RG, DME Ga 或 Gs 四 ( 对 所 有 不 在 V R V, 
中 多 并 天 xz) 从 节点 x, 到 节点 j 的 图 传输 系数 。 
采用 以 上 两 种 方法 的 结合 同样 是 可 能 的 ， 设 A Bobi FE 
ES 
fanan] 
Ac 


-Taj] (3.136) 
i AnA] 


式 中 An Eika ERTER A MERE th TAS 


[aB 
Ac ~~ [bu] (3.187) 
| BaB:: 
式 中 
Bi=AT +A A BAAT (3.138 a) 
B. -A pA B (3.138 b) 
Ba -Ba AnA ly (3.138 c) 
Bac (ArAnA IgA) (3.138 d) 


HG. 是 从 GAARA MIF TBI AL 的 节点 集 V. 而 得 
到 简化 COATES A, APERE Cu P Wi, 分 别 是 Ge 和 GLA 中 边 
d, DISCO, An G*. 是 从 Ge(A) 得 到 的 COATES 图 这样 
对 于 都 不 在 V.cüpimi Wf. -Cu BM, wih=w,, Eit We, 
是 G*, 中 边 (i, DAR, XD B, & Ba 中 的 元 素 可 以 在 G*。 
中 求 得 。 

定理 3.23. 对 于 在 式 (3.137) 的 B, 或 Ba 中 的 be， 有 


By CQ) EC noram (3.189) 


Xm K=det A, Hie Gt PA 30109 1-BLTGEHG mi qué HG 
PIRKE. 

证 明 ， 有 两 种 情况 需要 考官， by 在 Ba h, 以 及 bi 在 Bet, 
由于 证 明 是 类 似 的 ， 则 这 里 只 证 明 bs fe Ba 中 的 情况 。 
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d A n Brio. FARM u, v—1.2, 设 
A.—[27] — B,—[b1 (3.140) 
式 中 下 标 i 和 j 是 元 素 的 行 和 列 本 号 ， 同 样 设 Al ALA ASIE A 
的 元 素 人 i， 站 的 余子 式 和 行列 式 ， 根 据 式 (3.138 c) 可 以 得 到 


bu JO biath AMAN (3.141) 


ÄP k1,3,:-n—8 fü k-- 1,2. 8. HUP X. 《3.34) 和 和 
(3.138 d), G. Æ (Biz) 的 转 置 的 伴随 COATES 图 ， 从 而 根据 定 
35) 3.180 3.2 LI 


lit Duran) 


bc ae (3.142) 


Sub rit Ey oko Boii Hayd Go PIT Ax B y ñb 1-1 +- 
连接 ，qs 是 H., PRR. BIE: Ge AGEA ATURE A 的 
伴随 COATES 贺 申 得 到 能 有 向 图 。 辐 祥 ， 出 子 局 部 子 图 GIVAOR 
(Any SEBS COATES 图 ， 从 而 根据 定理 3.1 和 3.2 有 


HR (8,148) 
det Ai, 


Ap Hu. dE GIVI 中 从 ;到 j 的 1 -AFER Wi ane Hus 
PHR E. TIRE, dE G". n, iibro PRR One, 这 也 和 
[up 相同 ， 

Wy ut yan P aus (3.144) 
将 式 (3.142) 一 (3.144) 代 入 式 (3,141) 中 ， 并 下 用 下 式 ， 

K -:detA -- det A'— det GCA’) = (det An) (detG,,) 
(3.145) 

就 得 到 所 要 求 的 结果 式 (3.139)， 证 明 的 最 后 部 分 的 细节 留 作 练习 
(习题 3.38 )， 定 理 证 毕 
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DY 3.12. UR TEREE 


0 0 0 0 b k oF 
90000120 
000j 004 
As 
0600000 (3.146) 
00cio0008 
0808 Oh O 
-a 0 0 0 0 0 0j 


伴随 COATES 图 G. CA^) 如 图 3,36 所 示 , 所 得 矩阵 A 的 逆 的 
元 素 bs 如 下 ， 

b.:—(ge)(abcd)/(abcdefg)=1/f 

b; — (e)(h) (abed)/(abedefg) =—h/fg 

b, = (ef) (abed) /(abedefg) —1/g 

ba — (fg) (abed)/ (abcdefg) =1/e 

b; = — (cdakge)/ (abcdefg) -- — k/bf. 

by, = (dabie) (h) /(abcdefg) —hi/cfg, 

bis = — (dabief)/(abcdefg) = —i/cg 

br = — (abcjef) /(abedefg) = —j/dg 

b;; — (bed) (efg)/(abedefg) =1/a 

ba, = (cda) (efg)/(abedefg) —1/b 

by — (dab) Cefg)/(abedefg) =1/e 

b; — (abe) (efg)/(abcdefg) —1/d 
而 所 有 其 它 元 素 均 为 零 。 

TEVEA ULT, RAAT MEM S A. 的 行 和 列 而 处 于 式 
(3.47) 的 形式 。 和 如 果 这 种 情况 能 达到 ， 那 么 式 (3.138) 中 所 给 出 的 
求 逆 公 寂 可 以 大 大 的 简化 ， 换 言 之 ， 达 一 问题 等 同 于 求 置换 48 阵 
P， 使 PAP 以 块 三 角形 式 划 分 ， 下 面 我 们 描述 这 样 的 一 种 方法 ， 
这 也 是 由 HARARY[1962 b] 所 研究 的 。 
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Ti 3.36 说 明 件 随 外 阵 求 递 的 COATFS 图 


可 以 表明 ， 当 且 仅 当 A 的 伴随 COATES 图 G.(A’) 或 G.CA) 
是 不 强 连 通 的 ， A 才 共 有 刚才 描述 的 性 质 (参见 习题 3.35), 假定 
GAA) 是 不 强 连 通 的 ， 我 们 对 Ge(A7) 的 节点 重新 标号 ， 使 在 任何 
强 连 通 片 中 的 节点 以 连续 的 硕 序 标号 , WARRE P 能 容易 地 从 
单位 矩阵 仅仅 交换 对 应 于 节点 新 旧 标 号 的 列 而 得 到 。 作 为 一 个 例 
+, REF B AE 


[ir 0-3 —4 11 0 
0-1 1 00 0 
aj? 971 99 1 (3.147) 
3 5—1-12 2 
3 2 0-1 3 1 
0 0-2 0 0 8 


TERE COATES 图 G.(A’) 如 图 3.37 所 示 ， 下 而 的 表 表 示 了 根据 以 
上 规则 重新 对 G.(A7) 节点 标号 的 一 种 可 能 方法 ， 

间 标 号 1 2 3 4 5 6 

新 标号 2 4 6 3 1 5 
根据 这 张 表 ， 置 换 撼 阵 P 可 以 从 6 阶 的 单位 矩阵 Us 中 分 别 移动 Us 


E 


的 列 2，4，6，3, 1 和 5 到 新 全 置 1，2，3，4，5 和 6 fl, R 
We, ha A 得 到 块 三 角形 式 的 矩 里 P 由 下 式 给 出 ， 


"000189 
1900020 

pelo 292 2 0 (3.148) 
9100020 
9002901 
001000, 


由 于 POSSE Ee COSE 3.59), 利用 G.C A) 的 强 连 通 片 ， 
PAP-! 的 划分 可 以 很 容易 地 得 到 ， 而 由 下 列 给 出 


(3.149) 
URS (3.138) PARMA, PAP HRA TRAH 
i 0-1-3 3-8] 
3 — 1 11-18 49 
apy | 一 0 22 一 42 115 (3.180) 


0 9 0-1 1-8 
@ 0 0 0 1-2 fe 
fo 0 0 0 1-3] 
Tat, A flot 


E 


2.27 SCS Ler) Ae RIED COATIS 图 


[—1 11 49 1 3 —18 | 
@-1-38 00 1 
0 0-3 00 1 
—3 22115 011-4 
0—3—8—1 1 3 
L 0 0-2 00 1! 
(8.151) 
HO. RUR G.(AD BREMEN, 那么 ， 这 一 方法 就 无 能 为 
力 。 同 祥 ， 有 多 少 零 元 素 关系 不 大 ， 重 要 的 是 它们 的 关 刍 性 位 置 。 


AU SPO(PAP2O)Up- 
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在 这 一 章 中 ， 我 们 已 经 讨论 了 行列 式 与 余子 式 和 伴随 有 向 图 中 
对 应 子 图 之 间 的 基本 关系 ， 同 时 也 介绍 了 应用 这 些 技术 来 解 线性 代 
数 方程 组 ， 计 算 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 方程 ， 以 及 系 阵 求 道 。 


ATER TA PL, ETOP T A AR o fet 
Bik, DAHL RAR BA Jr X og T CHEZ AS 
BAER. MERAT BF tak TE EP BTR REI ER, “ESE 
用 于 作为 分 析 工 程 问题 多 工具 。 对 于 工程 问题 中 经 常 出 现 的 以 字母 
而 不是 以 数值 形式 给 山 元 素 的 天 型 稀 杖 矩阵 来 党 ， 这 种 方法 特别 有 
H. 

我 们 已 经 介绍 了 产生 1- 办 子 ，1- 因 子 连 接 部 分 因子 和 xX- 部 分 
因子 的 方法 ， 这 种 方法 多 主要 优点 在 于 一 旦 所 要 求 的 一 组 集合 (这 
可 以 容易 地 赁 观察 得 出 ) 从 给 定 的 有 向 图 中 导出 ， 那 么 所 剩 下 的 计 
算 都 是 代数 运算 ， 人 们 不 必 回 汉 原 米 的 去 从 查 所 产生 的 项 是 否 形成 

， 所 要 求 的 子 图 。 伺 是 重复 项 必定 存在 ， 因 而 不 是 非常 有 效 的 。 
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3.1, f£ COATESE F, R LAU, DIRAEEGRG, D, G-1, 
2,,K) RHR, 因而 式 (3.52) 成 立 ， 试 证 明定 理 3,1， 
3.2 和 3.3 在 也 产生 的 Coates H P BRS, wiki 3.2 和 
3.8 推广 使 包 持 这 和 情况 。 

3,2， 对 于 Mason 图 ， 重 复习 题 3.1。 

3.3. ie AAR 3.1, 

3.4. NATRA PHRMA OBL (i=1,2,+++,p) 4) Mason 
B], PRASAD AEDS TAA BSBA TR SURE 
PA, KAAGID TREH 
(—1Y'detÀ =[1—f(L) J1 —E(L:)]- -E1—£(5,)] 

(3.152) 

3.5. 证 明 式 (3.28) 中 项 eio) 实际 上 是 局 部 子 图 GV] F 
PEIEELIESEDLEIISUDPECERORAER PAH 
发 这 到 节点 这 OBL EAE, EX GE Ven] 和 Ge” [Vi] 
BAM GEV] Ge[Vo] 中 得 到 前 Coates 图 ， 并 在 虽 1.4 
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x ws 


(AFERE, 

证 明定 理 3.11( 仿照 证 明定 理 3.5 所 用 的 方法 )。 
如 果 G, 是 与 线性 方程 组 有 关上 前 Mason 图 ， 证 明 只 要 对 终 
HTK Xs 的 每 条 边 的 传输 条 数 次 上 因子 I/0—W, 
就 可 以 物 去 节点 XL 上 传输 系数 WaS 的 自 环 。 

如 果 G, A EHE Mi HAG Coates A, AREE 
THR K 的 每 条 边 的 传输 打数 除 以 Wa, 部 可 以 简化 在 节 
点 X, 前 自 环 传输 系数 Wu 为 1, 

对 Mason 图 中 的 有 向 路 径 和 有 向 回路 证 明 厅 及 2.4(c) 中 所 
ERRIAL 


， 不 先 列 写 出 节点 方程 式 。 而 直接 由 观 窜 网 终结 多 作出 与 线性 


Aiki y 3 2 AZ ta A X45 Coates 图 和 Mason 图 ， 试 对 比 给 
出 简单 的 规则 。 

对 网 络 前 国 路 方程 组 ， 重 复习 题 3.10。 

如 习题 3.1， 如果 对 改进 Coates [493 4610 HRY, 
使 得 式 (3.52) 成 立 ， 证 明 在 所 产生 前 图 中 定理 3.12,3.13 和 
3.14 仍然 成 立 。 

对 改进 Mason Hag 3.15, 3.16 和 3.17, 重复 习题 3.12。 
对 于 没有 有 互感 揭 一 般 梯 型 网络 ， 重 复习 题 3.10。 

Coates 图 Ge H k- B +ib dk H,., GE Y, afp AAAA 
同 元 素数 目的 Ge % S k 05 4 T E) UEGSOSTE. 它 包 
D: G) 一 组 k 个 从 a 中 的 i 到 户 中 的 了 的 节点 不 相 接 有 
fox p, EEXXAoAG  BULERS. (2) 一 组 节 
ADEBRA GTS, COPGHHAYR, 但 包含 在 (1) 
Pur dow PEK PHY AHIR Pall, 2,--+, 
k) 6X6, UREN a P, Tyl, 200 K-1, A 
Kino 则 阵列 Lie he HAD PMA FRR T 
SARA], Ue R A... 是 以 Go MEMBER A PD 3) A 
Aea t p ahtris Re, AJ 


-i> 


16. 
T. 
-18. 


.19. 


+20, 


21. 


.22. 


CIA, uo Do CIV Ha.g) (3.153) 


uz. 
式 中 8 是 包含 在 集合 如 quce ZE, q £ 
Hap POBHR, MOA PMR LC PRR Tid H 
列 B' 中 的 地 序数 。 
把 K- 因 于 连接 前 定义 推广 到 包括 G 人 月 不 是 空 集 的 情况 :以 
Waa XH A (3.153)(CHEN! 1965 a]), 
uA A (3.128), 
对 于 i 二 j， 导 出 类 似 于 式 (3.128) 前 公式 。 
SEA 49] + é # "R 08 AE RHA AAT 2 41165 AR 36 
降 具 有 相同 的 特征 位 。 
用 一 对 方向 相反 的 有 向 边 代替 每 条 无 向 边 ， 利 用 这 种 方法 ， 
任何 无 向 图 可 以 变换 为 有 向 图 。 借 戈 这 一 点 来 证 明 四 面体 ， 
六 面体 和 八 面体 的 邻 楼 址 阵 的 行列 式 值 分 站 是 一 3，9 和 0 
(Po/LYA and SZEGG(19451), 
AT AHS Coates 圆 ， 简 化 公式 (3,127) de (3.128). BP 
对 于 所 有 的 1 deg. WEG, P=FG, i), 
H A Xoxpik Coates 图 Gc Wi HER. PATA HH ite 
i, f fü, fü. D=yy, I Ge. RA Ge 中 得 到 的 无 向 
B A S gne s DOG, DAAG PH, HÆ Gau? i 
#gj 2 l 6 — q, RA, HAG, HIG, j) # XA 
X ya, 所谓 Go 的 线性 子 图 宰 的 是 生成 子 国 , 它 的 片 或 者 是 
Ga 的 这 或 者 是 Gc 的 回路 。 证 明定 理 3.1 可 以 简化 如 下 ， 


detA == $5 (—1) et 25 f(E PCL.) (3,154) 


APG AG. HARTA, Bi fL AIREA PR 
和 回路 组 成 的 GFA. qi, ú: 和 qs SHIRE, 中 的 边 数 ， 
L, PARDEEP L 中 长 度 大 于 2 的 回路 数 ， 而 求 和 是 在 
G. 中 取 遍 所 有 可 能 的 G,(HARARYL1962 a"), 


2MI 


5.23. 


8.2: 


3.28. 


3.29. 


$,80, 


对 于 从 GU UA A. $4 23 3.22, 


- 证明 在 习题 3.22 中 所 定义 前 对称 Coates PEE EHE SE 89 3⁄ Fi 


AST 
Lopes (3.155) 


AP KA Ga METAR, 


5. APARECE. X 3 3.19. 
cR Go 是 对 习题 3.15 MHE Coates 39k 9 3, & V, A 


得 的 简化 Coates EJ, AeX ade B hi VV. F, kn VE 
G。 的 节点 集 ， 证 明 在 G, PRAHA FA detA o, B £ + GL 
PRAGA RFA KG. KEK =detG VQ. 


. EUR 3313.15 d» 3.26 HtA ib, iz MA Wht Rae 45 — 


AFAR, AFTMVAATAS LAG KG, PH TA 
VYP RA d$ a te Ü AXE. 
对 于 Coates 图 G., HA AD eB, SERES E 就 表示 式 :对 
FG PAR, 可 以 构成 与 V ATER k yv SR 
BAAG, PA &— fia D CLG, AW, D GEAR 
BPR idej ZALIV, DAV p. 22 AB F, 
RT. y)& FO3i)=fG,j). utbs Sides & B P h, 的 
对 应 子 图 KRAH n KENTA AnA F) (CHEN 
[1965 c1), 
在 习题 3.28 中 ， 证 明 当 且 仅 当 在 了 B。 中 hs 的 对 应 子 加 b X. 
包括 BB 所 有 节点 维 节 点 不 相 楼 回路 的 集合 ，G。 4 ARTA 
hA Go 2- 因子 。 
有 向 二 分 国 B. tub e. d 

入 一 [ai lie $ C€C-[ele, PEM (8.156) 
FARMER AEM, 以 及 B 是 伴随 有 向 二 分 图 其 中 和 如果 
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Ps 


=. 


8.31. 


3.35. 


f VB 的 节点 集 ， 则 
V A nA A. VIAE DATA, 
SARS a5j 坟 9， 在 Bs 中 存在 具有 EG, Doa Gp 6 这 
G, 天， 这 里 1 在 Wi 中， 而 j 在 Was 中 : 
SERA 0, AR PAARA fü. oc. 的 有 向 过 
i,j), iX) VivT. një Vi F. 
EL 
det&C— (—1)^3:C— 1)'f (hu) (3.187) 
AP ha 是 由 含有 Vi 的 所 让 节点 的 Bu 的 节点 不 让 楼 有 向 回路 
集合 所 组 成 的 子 图 ， 而 荆 是 hs > A m m sk 3 (CHEN [1955 
cp, 
在 习题 3.30 中 ,证 明 如 果 p—n 3 
detAC 一 (一 DZ 一 DofCn) (3.158) 


式 中 hh 是 Bu 的 LAT, GL, 是 h 中 的 有 向 回路 数 。 


. 利用 Coates 图 和 Mason 图 技术 来 计 其 式 【3.133)》 所 给 出 的 


起 伞 的 行列 式 及 其 元 素 (3.1) 的 余子 式 。 


. €8 33 3.52, de CE AER S B, 7. oe 10, 
. AA (a) Cramer u), (b)CoatesB] HR, (c) Mason B] BK, 


议 及 人 d) 采 用 简化 和 变换 coates 图 和 Mason H 的 FR, 25 
下 列 线 性 方程 组 


a a aa O3 [x [ma 

9 an 9 alis] | ? (8.159) 
an 0 ass 0O||=m l] 'b 
|. 0 aa ë — Rs] bx Los 


ERE xy Fe xus 

在 短 阵 理论 中 ， 如 果 由 同时 交换 季 和 列 ， d A 能 变 RA 
AGBADA BR, RABE ARTI, ERI 各 是 不 可 约 
d$, eX Agde Ann UE. MAARTI ABUS, GAA 


ETE 


是 不 可 分 解 前 。 证 明 当 且 仅 当 A 的 伴随 coates 图 Gc(A)22 
Rie, BRA 是 不 可 约 的 ; 而 当 且 仅 当 Ge (A) 是 连通 
a), WA 是 不 可 分 解 的 (HARARY[1962 b), 
证 明 与 coates 图 Gc(A) 的 强 连 通 片 相 联系 的 息 阵 行列 式 的 
RARE FT deta, 
证 明 推 论 3.13 de 3.14, 
给 出 定理 3.23 详细 的 证 明 。 
根据 伴随 柯 特 图 GcCA), de X (3.146) 的 4E A 划分 为 三 
角形 式 的 块 。 
设 Gc 是 式 (3.16) 的 线性 方程 组 的 伴 随 coates 图 ， 即 Gc= 
GectAu)， 并 设 Got 是 从 Ge 中 得 到 的 coates 图 ， 使 对 于 
Go dde — ih, D. 
fü, D-0 i<j (3.160 a) 
以 及 
Yoon) 
1G, p= — Dj (3.1600) 
Yi (—1)rEf(h*) 
T 
不 中 HS 是 局 部 子 图 Gc V3] 中 从 i 到 j 的 1- 因子 连接 ,Vi 
是 节点 1,2，，… 汪 和 ji 的 并 全，hk 是 GCV, Pt LAF, 
Lš # LE 分 别 是 H# 和 hy 的 有 向 回路 数 ， 改 进 GEV], R 
式 (3.160b) 可 以 表述 为 改进 图 中 的 图 传输 量 。 如 果 与 局 部 子 
图 Ge[V,] 相伴 随 的 距 阵 行列 式 是 非 震 ， 证 明 式 (3.16) 的 解 
由 下 式 给 出 : 
=La) k=l, 2, n8 (3.161) 
Absenil, Pa 是 G+ 中 从 节点 到 的 有 向 路 径 ,而 bp 
A Pa 中 的 边 数 (提示 ， 应 用 式 (3.22) 以 及 Gaussian 消去 
法 )。 


应 用 式 (3.161)， 解 下 列 线 性 方程 组 ， 


8.42 
3.43 


3.45 


1 1 ijr Fil 

2 1 2 lily, | 1 

2 2 =i 2-jx -|s (3.1823 
1 2 83 3Jj|xJ l3] 


证 明定 理 S.16 (UR, AAA 3.15 Wt), 

将 Mason BP FA bay A Sod buc S 6555 e aa ty 
Ap] He AEEA, R 《ii 传输 条 数 的 结对 信 
qf 1,95 E ERG D ALAS S 出 信号 的 作 月 等 同 于 改变 
每 个 出 度 这 的 信号 为 无 限 多 个 信号 之 积 ， 这 些 信号 在 纤 续 前 
LAER aR, k, Hk, A (RR, A 
1-Wii 056 EE 8 AAR ILIA), 

通过 添加 一 个 额外 节点 x”, 于 Mason E Gm, BEATA X, 
到 节点 x 上 添加 一 待 给 条 数 为 了 的 边 ， 证 明 Gm 中 从 源 节 点 
x, 到 x, A HME 5 ASI Mason Æ GA 中 Ax, FT xv $5 
MB), VRAG SATU TOMAR. ur DARE Pb 
前 图 中 从 X; 到 X MAGE HAGE 中 从 xa 到 Xe 前 相同 。 
PRAA HARAMA, jaRa — Sk B 385 ERRAT s 


公式 。 

证 明定 理 3.9( 提 示 ， 衫 据 定理 3.3 HEM), 

证 明 推论 3.7。 

证 明 下 面 在 soates 图 中 移 去 一 个 节点 的 方法 是 正确 的 。 设 
k 443 A k wa 的 自 环 的 节点 。 用 一 wa S EE 
子 节 点 上 的 边 的 传输 亲 数 ， 然 后 条 在 Mason 图 中 那样 移 去 
PRK, AMF AH coates 图 中 ， 国 的 待 葡 量 不 变 。 

设 Ge 是 与 式 (3.16) 方 程 刀 相伴 随 的 ceates 图 ,如果 Gc 在 其 得 
一 个 节 庶 二 者 好 有 一 仿 稍 条 数 为 ws t AR, ur VIR i r 
Ho FF GER S Ke ERE Awe RABAR 
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62 


环 ， 所 产生 的 医 是 与 式 【3,16) MEM ATA Ma- 
son 图 。 
推广 定理 3.18 和 3.19 到 含 育 并 联 边 的 有 向 图 。 
推广 定理 3.20 DAH RL ATA B, 以 及 推广 到 任 
何 有 向 医 。 
证 明 推 论 3.3。 
证 明 推论 3.8 和 3.9, 
dex dbi 2 W š Kayaka K op we， 给 出 分 解 coates 
图 Gcoó eed a FK (3.481045 ik, 
MTi=j, $82&40CAC43)X (3.446 AA, 
A 3,(3.133) KM A 85 4e E48. 
证 明 引 理 3.1。 
对 二 1 一 j， 导 出 类 似 于 式 (3.76) 的 恒等式 。 
eM Ee HE ES RE, 
ÄRR 3.2 HE CCGc)， 证 明 C(Gc) 前 恒 式 等 子 其 好 
列 式 ， 当 且 仅 当 在 Gic 的 每 个 1- 因子 中 侦 片 数 是 局 数 。 对 于 
C(Ge) 中 元 素 药 余子 式 ， 给 出 类 似 的 论证 。 
碍 习题 3.60 中 ， 证 明 CKGc) 的 恒 式 等 子 其 行列 式 ， SOK 
当 (1) 在 Ge 的 每 个 强 连 通 并 之 内 ，1- 图 子 偶 片 的 数 ALR 
LA d HR, VALE V BOR ACE SOL 为 奇数 的 工 
ATHRABH, CHMRHRBK, sb, BMT AD 
SEHD EM RMR, MRAM AM, ERAT RE 
侨 有 效 吗 ? PET, HAA, 
证 明 无 件 的 恒 式 具有 下列 性 质 ， 
(2) RAEES REBR, 
(b) EM BAF TREE HA: 
(c) deX P, de P. dn EU 3) RAH, A 

perP,AP,- perA (3.1632) 
(d) 如 果 D, je D, da OP ab At RAE, n) 


Ia 


3:63 


perD, AD; — (perD;)( perA) (perD;) (3.163 b) 
假定 一 了 -节点 coates 图 GcCA) 65 THA 回路 其 长 度 都 为 
Bk, 证 明知 果 n EC. MEH AZ H, BA TH 
Jpn, RARA 的 特征 值 ， 则 -入 也 是 A 的 特征 值 。 

i Ge 是 一 对 称 coates 图 , 它 是 度 为 上 的 正则 图 上 且 没有 并 联 边 
和 自 环 。 假定 Ge 的 所 有 传输 系数 都 是 1 ， 证 明 对 于 k 一 2， 
3 和 7 ， 存 在 哈 一 的 一 个 具有 (+1) 个 节点 的 coates Bl 
Gc APM MEHTA). 
在 习题 3.64 P, RAR Ge 的 伴随 ee, AAT k=2, 
3467, AMRUT HARA, 

APL A~(k-1)U,-E (3.164) 
APEAASA I4 nA, nA Ge 的 节点 数 。 


E 


第 四 章 ”线性 条 统 的 拓扑 分 析 法 


在 第 三 章 中 已 经 表 朋 怎样 递 过 沽 虚 华 随 COATES 图 或 MASO™N 
图 来 得 到 联 立 线性 代数 方程 组 的 解 。 但 是 正如 在 第 汉人 章 8 3 中 所 提 
到 的 ， 对 于 求 系统 的 行列 式 和 余子 式 来 说 ,由 于 大 量 对 消 项 的 看 在 ， 
所 以 导出 的 公式 并 非特 别 有 效 。 因 此 ， 它 们 象 主 元 或 高 斯 消去 法 那 
样 的 传统 分 析 方 法 具有 同样 的 缺点 。 另 一 方面 ， 在 处 理工 程 问题 上 
Be MLAS STA AMAIA ICR DA EE h, H 
TELEREID RRAN, AMAL TP aR 
法 。 

本 章 中 主要 涉及 称 为 节点 导 纳 年 阵 的 特殊 类 型 的 系统 抢 阵 。 在 
分 析 如 第 二 章 中 所 讨 纶 敬 那 种 志 哆 络 中 ， 使 用 节点 方程 系 有 时， 这 类 
矩阵 就 产生 了 。 在 这 一 章 中 所 提出 的 方法 与 前 一 章 中 所 提出 的 改进 
COATES 图 相 类 包 , 但 是 它 采 用 一 种 更 加 方便 的 形式 。 虽 然 这 些 抵 
血 与 电网 络 型 论 紧密 相关 ， 但 是 它们 的 应 用 园 样 可 以 推广 到 其 它 系 
统 。 例 如 ,就 系统 方程 式 洲 说 ， 在 线性 集 总 宙 想 系统 和 电 系 统 之 间 
奔 在 完全 相似 之 处 ， 对 于 这 些 丁 似 之 处 的 详细 讨论 ， 读 者 可 以 参考 
"GARDNER and BARNES[1945]。 册 于 这 类 炬 阵 的 特 次 点 ， 它 信 
的 行列 式 不 难 求 得 。 本 章 的 主要 目的 是 为 通过 观察 系统 图 或 者 它 的 
伴随 有 向 图 直接 写 出 某 类 函数 (驱动 点 函数 和 转移 函数 ) 提 供 公式 ， 
而 不 必 展 开 委 秘 行 列 式 和 余子 式 ， 这 类 公式 称 为 系统 的 机 着 公式 。 
ESIAS 6.3 中 ， 已 经 对 RLC 二 端口 网 络 提供 了 拓扑 公式 ,线性 
系统 的 拓 托 分 析 的 蔬 行 和 有 效 的 项 央 是 它 不 仅 以 直观 的 方式 显示 了 
系统 变量 之 间 的 因果 关系 ， 而 此 过 为 在 求 系统 行列 式 和 余子 式 中 性 
名 了 通常 的 对 消 项 ， 所 以 为 求 系 统 函 数据 供 了 捷径 。 例如 ，BRY- 
ANT[1959 a, b, and “] 在 研究 电网 络 复杂 度 的 阶 中 相当 有 效 地 应 
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WL RAK, EEG TS eS, DOA, it 
M88163. HEA TMM RE 

REAP PTR eb SP, tbe RAGE AAS 
ORAE. PS WAT, KIRCBHOFF[1847]x i& TILER 
FRAWLEAK, AMOI, MAXWELL[1892] GT 
KIRCHHOFF 规则 而 讶 凡 了 节点 方程 系 的 基本 公式 。 虽 然 这 些 规 
则 基本 上 是 正确 的 ， 组 它们 还 远 未 完善 ， 采 用 了 某 些 近代 代数 的 方 
法 后 ，FRANLINL19251 给 出 了 KIRCHHOFF 阻抗 定律 指证 明 , 在 
Franklin 之 后 ，KU-1952] 对 MAXWELL 规则 给 出 了 有 用 汐 解 
释 ， 为 这 一 理论 作 山 了 贡献 。 所 有 这 些 公式 都 是 对 电 隐 网 络 而 言 

b. BA. 它们 也 可以 适用 了 普通 的 RLC 网 络 ， 但 是 ， 公 式 推 广 
到 有 源 网 络 还 是 比较 迟 的 (PERCIVYAL[19553) 。 

在 这 一 章 中 ， 将 在 节点 导 纳 生 阵 的 行列 式 及 其 元 素 的 余子 式 的 
展开 式 和 系统 的 伴随 有 向 图 中 其 种 类 型 的 子 贺 之 问 提 出 基本 关系 、 
然后 这 用 这 些 殴 论 玉 求 系统 函数 ， 整 个 推导 主要 悬 很 据 MASON 
[19578 CHEN[1965d4，1967b- 的 研究 工作 而 得 出 的 。 


1. 等 代数 余子 式 和 矩阵 


在 线性 系统 分 村 中 ， 存 在 一 种 称 为 等 代数 余子 式 矩 阵 的 某 类 短 
“ 降 ， 它 们 所 有 的 (一 防 ) 代 数 余子 式 全 相等 。 在 这 一 节 中 ， 首 先 研究 
筹 代数 余子 式 矩 阵 的 某 些 基本 人 性质， 然后 陈述 与 二 阶 代数 合子 式 的 

WPA PARE A, FL Ay 表示 从 A 中 划 去 第 工行 和 第 了 列 的 子 
DE, JR Au 为 A 的 元 素 人 ij) 的 余子 式 ， 换 言 之 ,An 一 (一 1 人 
det A,， 在 本 章 始终 都 局 用 这 些 符号 。 


定义 4,1， 等 代数 余子 式 矩阵 。 
一 个 方 隆 只 要 它 具有 每 行 和 每 列 的 元 素 之 和 都 为 零 的 性 质 ， 就 
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PARRER TRER, 

Piin, RTE H RARR E FAEN AS — T 26 CE TREET 
这 个 性 质 十 KIRCHHOFF We ge HD LEASE, SAR EA 
HRA. FARTA 5 EE ia, ABRET, 

引 理 4.1, AUR A 是 兵 有 每 分 元 素 之 和 为 零 性 厦 芍 方 阵 , 那么 
和 的 每 行 元 素 的 余子 式 都 相等 。 

TEA, UA eub a Bret. 对 于 所 有 的 i，x m y, 我们 
将 证 明 


A... Ay (4.1) 
ARE, uE x>y, HE Dea 00 1,2, m). WATA 


替换 As. 中 的 元 素 a= 1.2... n), 
-Éag (4.2) 


ERRES AL RE, BERA TARG AT, RRA, TERME 
An ANB AL p| y 上 ， 如 果 y 拓 xz 一 1, 然后 移动 列 y 到 列 x 一 
LRA, ERB, det Az, EPODO- DM, IS My E 
MA PHAR EDI j 列 所 得 AMER, ， 

A= DPL DIT My 


iy (4.3) 
Sli He, 

定理 4.1， WRAB-+SRBAPREM, 那么 A 的 所 有 
元 素 的 余子 式 都 相等 (同样 参见 习题 4.69 )。 

证 明 ， 册 于 各 是 一 个 等 代数 余子 式 拭 阵 ， 根 据 引 理 4.1 BML, 
对 所 有 的 记 x Fly, A AnA HRA A IEEE A BTA’ 
是 一 个 等 代 灼 余子 式 矩 阵 ， 从 而 对 所 有 的 ix 和 了 ， 有 Au 一 入 
内 此 对 所 有 的 Lix Bly, ff Am A, AGREE, 

作为 一 个 例子 ， 考 虑 下 面 的 短 阵 ， 它 是 称 为 MILLER 积分 器 
MATRA RE SDE, 


S, -ü 0 0 


a-| Gy =y 0 
0 gay Gat y.— (gut Ge) e 
-0 —£ -G g,+G, + 


RERE, E ARERR TIE, Ik, 其 所 有 的 
父子 式 都 相等 ， 为 了 说 明 起 见 ， 计 算 一 下 A 的 元 素 au 和 au 的 余 
Y. 

A«acC DIS e yo(8 y 

*tyG.-y20G8: GiGi (Get yo GI Qs | ya) 
(4.5) 
Au-(-D'"L- Gy Gat G2) = Gy (Ga + Bm) (4.6) 


这 个 等 代数 余子 式 矩阵 的 重要 性 质 对 线性 网 络 的 不 定 导 纳 矩 阵 
是 众所周知 的 ，JEANS[1925] 对 于 主 对 角 线 上 元 素 的 余 TRAE 


本 这 个 结论 ，BARABASCHI 和 GATTIE1954] 以 及 PERCIVA 
[1954] 证 明了 一 般 情况 ， 

推论 4.1， 如 果 A BAA YRS EP SX 一 性 质 的 
方 阵 ， 那 么 ， 对 于 所 有 的 i， 将 ANE 34158 E A; 所 得 的 矩阵 是 
等 代数 余子 式 和 矩阵 。 

这 个 推论 的 证 明 留 作 练习 (习题 4.1 ) 。 

现在 我 们 将 指出 ， 并 木 是 所 有 从 等 代数 余子 式 什 阵 得 出 的 二 阶 
代数 余子 式 都 是 独立 的 。 

定义 4,2， 二 阶 代 数 余子 式 。 

对 于 一 个 方 阵 A= [a] A 的 元 素 a, 和 a 的 二 阶 代数 余子 
起 用 符号 A... REA, EAM 仿 中 则 去 P 和 7 行 以 及 q 和 s 列 
所 得 的 子 矩 阵 As 的 行列 式 ， 然 后 冠 以 符号 

sgn(p—r)sgn(g —s)( —1)7***n**, (4.7) 

Rep pr laws, ARAR w>0, Wüsgnw— +1 WR w<o. Hl 
sgn w—-— 1, 


Ia. 


BEAU. ARRIBAA, A TICH an M an 的 二 阶 代数 
RPR Ams 由 下 式 给 出 : 
-G =! 
0 一 Ga 
=G,G; (4.85 
5138 4.2, MRA 是 具有 每 行 元 素 之 和 为 零 性 质 的 方 阵 ,那么 
对 于 所 有 的 p.q、r.s Aly. 8 
Åpen = Appnr Apar (4.9) 
AP peer Al asse, 
JEM, EAS BME piu TRA s Fl Pr 608 A TAG 
BE. 并 说 M... = det Apgar Apor P, HA, M ANZAK 


Aa. 75gB(1—3)sgn(2—4) (—1) ttt 


TUBOS F A IE v 列 的 列 ， irf Y'a=o, ER i TTP MS 


GURSUER (aig tain). MRM BS 1, IEEE 
FERE Apn KOR. MA Mage det AN ne EA h, BEAT 
TU A: ASIDE LACUS PE = 0 A 2, 700 1,2, 2) WIES RE 
BE, HERE detA” psem det A; + det^;, 

HE, Aas Fiv 的 编导 序数 是 很 有 关系 的 ， 除 了 符号 之 外 ， 
GctA] 和 det A5 分 六 是 二 阶 代数 例子 式 Ape Aus, 

在 A! 中， 把 合 有 元 素 a, 此 列 移 到 某 个 位 置 ， 以 至 在 所 得 的 
Ep, BEFEL A 中 那样 同样 的 序列 出 现 。 为 作 到 这 一 点 ， 
对于 s<a<v 和 q<v<s SUL. BRR SB Hee (v —9 — 1) 4] 
T s<v<q fl v<a<s oi, Aavik: XCPacsc dy 
fA, Ala vk: 及 对 了 于 v<s<q iiit, (qa —v—2)ik. 
PREMADE hinast THE ORE ERR, 

detAj--sen(q —s)sgn(v —s) 3) 7*7 Mo. (4.10) 
因此 有 
Apr =sgn(p—r)sgn(s—v)( — 1)" Ma 


Hie 


—sgn(p—r)sgn(q—5s) (—1)******detA; (4.11) 
CARED Ask, Az 得 到 类 似 于 式 (4.11) 的 伍 等 式 ， 
Apsir=sgn(p—1t)sgn(s—q)(—1)°+ det Ay (4,12) 
组 合 这 些 结果 、 有 
Apan 78gn(p—r)sgn(g—s) (—1)* HHM pa-r 
—sgn(p—r)sgn(q—s)(—1)'tstrts(detAY+ detAZ) 
TA T Agere (4.13) 
引 理 证 毕 。 

定理 4.2, MRA 是 具有 每 行 元 素 之 和 为 稚 性 质 的 方 阵 ,那么 

对 所 有 的 正 整数 p,qir,syu,v,xy 和 z， 有 
AnA pan SÅ Appu t Åp Ana AnA pA pAran (A.14) 
AH pusr fü qavs, 

证 明 ， 对 于 某 些 jan, BEA HEA xpi RE As(i-1, 
2,1) BE SARE AE n 是 矩阵 A 的 阶 ,根据 推论 4.1, 人 "是 等 
REA FR 

A 的 转 置 ， 根 据 引 理 4.2，A* 的 元 素 的 二 阶 余子 式 
Aroi FRADE 


son T psa Aron (4.18) 
H+ 


nts I As pes (4.18) 


式 中 ty 是 少 于 n+1 的 正 整数 。 经 过 简单 代 换 之 后 ， 有 
Av Apa T Asa m Ap Arar 
或 A,A. T AA payor Apres (4.17) 
利用 式 (4.17) 连 同 式 (4.9)， 得 到 所 机 求 的 结论 ， 定 理 证 毕 。 
推论 4.2, 如 果 信 是 一 个 等 代数 余子 式 矩阵 ， 则 有 
Agen T Ages FÅ nrm Asso Án (4.18) 
式 (4.18) 中 所 给 出 的 得 等 式 ，SHARPE #I SPAIN[1960] 也 称 


“254， 


wy Seans EBR, MAA ER Eh JEANS 1925122884, LH 
THES, (AU 1A TRONA NA PATAH An 元 素 的 
(i) EB. BENE ARR, REE (n — DP 
Rani t tÑ, AMALMERR LE, RRMA, 
AEB Ae ebd], Ze SAP ZA ERE, RE 
这 方面 的 详细 论述 ， 读 者 可 参阅 SHARPE 和 SPAINT1960,。 
作为 一 个 例子 ， 再 一 次 考虑 式 (4.4) ERRATA A, 

通过 计算 得 到 以 下 二 阶 余子 式 : 


Anas GIG + y.) 


Ass. = Gye 
An. = Gg ys ? (4.19? 
! 
因此 ， 根 据 式 (4.18) 有 
Aus Aina T Assi. = Aaa Aaz (4.20) 


$ 2. 伴随 有 向 图 


在 线性 系统 分 析 中 ， 可 以 香里 如 下 类 型 的 等 代数 余子 式 矩 阵 
参见 习题 2.68), 
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Lys Sye Syryn 
fer 


—Ya Liye Synt ys 
< 


Ye 2 0077 IN (4.21) 
Sya — —Ys yatt yw 
ixi 


因为 Y 是 在 用 节点 方程 系 分 析 线 性 网 络 时 产生 的 ， 所 以 Y 也 称 为 
RETRE., GARDE Yu 是 以 i 为 基准 节点 的 节点 导 SE RE, JK 
原因 是 在 对 应 网 络 中 节点 i 被 选 为 基准 电位 (参见 第 二 章 § 3.3 以 及 
习题 2.21 )。 

E Y 的 任 一 元 素 的 祭 壮 式 Yi 的 展开 式 中 所 有 的 展 开 项 全 是 
正 的 ,关于 这 种 行列 式 或 代数 余 壮 式 的 性 质 由 SYLVESTER [1855] 
称 为 同 号 式 。 对 所 有 的 i 和 j， 通 过 里 yg 1, füdb DEB]. 在 这 些 
代数 余子 式 的 最 后 展开 式 中 最 大 的 正 项 IEEE nC. BR, HT 
EMBRAER BARRE (n 一 1)"!， 利 用 传统 的 方法 展开 
这 些 代 数 余子 式 必 非 常 化 时 间 的 运算 ， 而 且 如 前 所 述 ，YY 的 元 素 通 
党 是 以 字母 而 不 是 以 数值 的 形式 给 则 的 ， 这 样 它们 不 能 在 展开 的 过 
程 中 合并 。 对 于 具有 所 有 元 素 都 存在 的 四 阶 短 阵 Y , 例如 Y 中 元 素 
《4.4) 的 余子 式 Yu 具有 下 列 的 形式 ， 


yiz+ys+y 一 ya 一 yu 
Yas —Yn — YntYntYu — —Yn (4.22) 
—Jn —Yn YortYart You 


用 通常 展开 的 方 东 所 得 到 的 总 项 数 在 相 消 之 前 是 38 项 ,在 其中 有 22 
项 将 互相 对 消 ， 
Yar yuysnysi + YiYaYs + Yiya Ysa t YuYnYn T YuYnYn 
*YuYsYutYiYuyYu t Yaya Yaz + Yiayaaya 
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TYnYaYuct YiaVes Vash Yr VaYs F YioyaYu 


+ Yasaya P Yiayaaya T Yisyaaysi E Yuycayas 
+y 


Yas¥sat Yaya Yar + YuYnYas | YaiYniYna 

H Yia Yaya + YuYaYsct YuYaYuc + YuYuYn 

+ YuYuYat Yuya Yaa Yayay Y12Y 33V sr 

—YuNnYn— Yis Ys Yez — Yia Ysi Ysi — YuYuYn 

— Yusysiys2a YaiYnYsa Yas ¥a2¥ 12 Yai yssy is 

Yayaya 

EY Ya Ysa H YiYayai T Ysa 20Vaa-+ ytsy24335 YnYnYs 

+ynysays H Yuyay t Yayaya t yayaYa 

+ Yriyays YaYuYu + Yayaya t YuYnYs 

* Yayra Ysi + Yuyzayaa y YuYsuYss (4.23) 

SYLVESTER 指出 ， 在 对 称 同 号 式 的 展开 式 中 的 项 就 是 “树枝 
RA”, SYLVESTER 的 研究 成 果 与 KIRCHHOFF [1847] 的 研究 
成 果 是 同时 期 的 。 但 是 ， 他 似乎 没有 觉察 到 它 与 在 第 二 328 6 中 所 
讨论 的 RLC 网 络 的 节点 导 纳 矩 阵 行列 式 就 是 树 esp A OR SB RUE 
系 。 最 近 ，CHEN[ 1965 d` 推广 了 SYLVESTER 和 KIRCHHOFF 
HIAR. 小 日 指出 ， 在 不 对 称 的 同 号 式 的 展开 式 中 的 各 项 就 是 
YAMA AMAR. ARB SMR, ER 
3 SYLVESTER #9 KIRCHHOFF 所 讨论 的 情况 。 
在 这 一 节 中 ， 将 研究 如 式 (4.21) 中 所 示 类 型 写 阵 元 素 的 一 阶 、 

二 阶 余子 式 狼 展开 式 中 的 各 项 击 矩 阵 的 伴随 有 向 图 中 某 种 类 型 的 子 
图 之 闻 的 密切 关系 ， 同 样 将 指出 ， 这 些 子 图 与 前 一 章 中 所 讨论 的 其 
对 应 的 COATES 图 的 子 峰 有 怎样 的 关 乏 。 最 后 将 说 明 EUH ert 
ALAC AR SF [FL 


2.1 有 向 诗 和 一 阶 代数 余子 式 


在 问号 式 的 展开 式 中 ， 项 数 和 伴随 有 项 图 中 称 为 有 向 衬 的 基 种 
类 型 的 子 图 数 之 间 互 相对 应 的 直 本 接合， 是 由 TUTTE[1948] 在 分 
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RREZES JENS OF Ab He de A WY, BOTT 和 
MAY BERRY (1954 [MHI TEER HAA SUH AO D] a, d 
CHEN (1965 d 13) i — Et He TSG IHE Dik or WEEE CH — PASI k Se. 
LITER PESE REAR AE LTTE A ALR PRE, CHEN 的 方法 更 
具有 通用 性 即 系 统 性 ， 本 之 给 出 的 研究 成 呆 完 全 是 岂 CHEN [1965 
d, 1987 b 7 得 出 的 ， 世 以 不 同 的 形式 各 出 。 


定义 4.5, CAR, 

PPA RRR PREY, PRB AT E 
用 符号 GCY) SE HUM G adden, EA Ron 个 顶点 的 加 
de. MERHAR, AAEH 1 B| n akin 2. WIR yy APOC). 
WILA TOS i AJA- RHM, PRA, j=l, 20+, 
n), 

应 当 指 出， 与 前 一 童 中 所 讨论 的 COATES 图 机 MASON 图 祖 
比 ，Y 的 对 角 线 元 素 与 COV RAMBO, ERATE RARE 
KARMAR, HEME, MAA EH GGR PER 等 代数 全 
FREAR Y(G)82;8) REM E om dE BIS, oum CP. 2 
LER HERR ae Tak 


MEE 一 可 —G, 0 
y | 75. Bet EZ TE Cas, — ËB: — Set ag, 
1-6 一 ge 一 age Gog rrG —G aE | 
Lo =g -6, G. rg, J 
(4.24) 


KEDA 4.1 Biz o o He CECI ANGE SAUBER, EBE YJ 
伴随 有 向 图 G(Y) 如 图 «.2 Pros. RZ. 如果 图 4.2 给 定 ， 则 伴随 
DR YO ES, EC. SHAUNA ZZ POE 
ERR. 

定义 4.4. 有 应 树 

用 符号 ;表示 的 有 向 图 如 的 一 个 子 图 称 为 以 i 为 参 落 点 的 有 
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9, s, Ge: Se 


[C 


图 4.1 (ay ERE BRE 


AH. MPLÓUMHOEQYE EG 
的 一 个 斌 (定义 2.2) 和 《2) t 中 
REA RAM Gr AR ED 
的 度数 为 1， 而 参考 点 i 的 射 出 
边 的 度数 为 0。 

AEA .TOTTEL 19487 
也 称 为 子 树 ， 而 另 -- 些 人 称 它 为 
ARE, TATA, 图 4.3 
中 芍 有 向 图 以 节点 4 为 参考 点 的 
有 向 树 集 t, 如 图 4.3 所 示 。 


图 4.2 SRR 
象 第 三 章 中 所 用 的 那些 符号 04.24) 的 第 能 有 向 图 


一 样 ,如 果 g, XE TE G 的 子 图 ,那么 用 1(8,) 表 示 & 的 边 权 RA, 
对 照 式 (3.16)， 在 这 一 章 中 定义 f(#1 一 1 比较 方便 ， 这 里 #5 是 空 


Fl. AM, XP OG UAE EU] gu, HS 1C DU BERT SR 
BY g RAL 

定理 4.8. WR Y RS CL.20 HORT ABRE, WA 
Fi, j, k=1, 2, 5, n, Y 的 元 素 (i， 有 的 代数 AF RATA 
给 出 ， 
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1 i | ! 
2 3 2 3 < « Ns 
4 4 4 
& 
2 3 AM m > 
4 4 4 4 


图 4.3 A42 A EPIRA i BES te 
Y;= YD (4.25 


xh ti GCY) IIR BE, 
TEB, iP Y RRA TE, 则 证 明 以 下 关系 式 就 可 以 
了 。 
Yo ft) (4.26) 


TEGCY BGB RETA, MNAR RENARE, 如 果 GO 
RR, AEM. BEATA b—1 条 边 或 更 少 一 些 
志 的 任何 G(Y)(b 关 2)， 定 理 成 立 。 运 用 归纳 法 ， 需 要 证 明 对 于 含 
有 条 边 的 任何 G(Y)， 定 理 成 立 。 

假定 在 G(Y) 中 存在 一 条 边 (i，n)(ia)， 因 为 如 果 在 是 这 样 ， 
外 于 Ye 每 行 中 元 素 之 和 等 于 去， 在 这 种 情况 下 ， 定 理 大 成 立 的 。 
KGAA GY) PHEBRWG, n), RANA ay BRS 
Ao, 1) FAB AAR ARTE NE, BLR G* 是 等 代数 祭 子 式 矩 
ERRERA SE], RE, VEG" 是 从 GCY) 中 首先 使 节点 i 和 n 合 
并 ， 然 后 移 炎 所 有 出 此 而 产生 的 自 环 所 得 的 有 向 图 ，G” 中 合 并 的 


E 


车 点 用 i 来 表示 ， 因 此 ， 在 G” 中 可 能 出 现 睹 联 边 。 由 于 G* AIG? 
AA G(Y) 较 少 的 边 ， 于 是 能 应 用 归纳 假设 ， 四 此 ， 有 


Tt (4.27) 
I 

Yi- Ley) (4,28) 
m 


SONY Al Y: DRE SAR PR 4B Be Y(G*) M YGOOW 
{nn) 和 (i, 站) 的 代数 余子 式 , Ti tt Mtl 4 ELE G* 306" LA n 
301875 ANAM, HER, YO") n 1 阶 的 。 
A G* HARE MRSA, Wi GOA AS ER 
的 有 向 树 集 th Zl, FARE, 以 及 f(t)= FAD A 
而 有 
vas Leu) (4.29) 
t 


J, TEH, TEG" HARARE Ma AG, nhy G 
ONA n ASS ROAM AE u zi, TEI R 系 。 由 于 
Yf )=f(G), Amr 

YoY = ife) (4.30) 
Ya-YLcyYaYs 


= ft Xa» 


= ft,) (4.31) 
定理 证 毕 
如 果 等 代数 余子 式 算 阵 是 对 称 的 ， 则 伴随 有 向 图 G(Y) 可 以 大 
大 简化 。 


定义 4.5, 伴随 图 
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` 对 于 一 个 如 式 (4.21) 所 未 的 对 称 等 代数 余子 式 年 隆 工 ， 人 性 随 图 
.用 符号 Gu(Y)， 或 简单 地 用 Gu 来 表示 ， 它 是 一 个 具 ALIA, 
加 权 、 部 味 的 (无 向 ) 图 ， 节 点 从 整数 工 到 依次 标号 ， 这 样 ， 如 果 
WID, WEI ZAR, Babys yG j= 
1,2, +++, n), 

HEL, Gu(Y)skEs EXE G(Y) 的 伴随 无 向 图 ， 这 HS, HTA 

有 的 1 和 j，Ga(Z) 中 的 节点 1 和 j ZEER E BUE Yy 或 了 is 

推论 4.3， 如 果 主 是 对 称 的 ， 那 么 对 于 i j-1, 2, n, 

有 

| Yy- rw (4.32) 


Alp UE Gu(Y) 的 说 。 

5x (4.32) I E ES M SE th MAXWELL[ 1892386 Hi, fE 
措 出 ， 无 互感 的 线性 无 源 阿 络 节点 导 纳 矩阵 的 行列 式 等 于 网 络 的 枢 
支 导 纳 采 积 之 和 。 注 意 ， 公 式 (4.32) 比 MAX WELL 原来 的 叙述 更 
带 普遍 性 。 对 于 任何 无 互感 的 无 源 网 络 ， 共 伴 吾 不 定 导 纳 矩阵 Y 总 
是 对 称 的 ， 但 是 其 逆 陈 述 一 般 并 不 成 立 。 例 如 ， 具 有 互感 的 无 源 线 
性 网 络 的 不 定 导 抽 矩阵 电 是 对 称 的 。 因此 ， 这 个 公式 适用 于 只 亦 网 
SS RAT RITE SOS PE EMS. MEB: SPICER AY 
ERRER FER Gu(YO REAM AAD. jk 确实 是 拓 补 
分 析 的 一 个 重要 特点 。 显然 ,恒等式 (4.25} 并 不 限制 于 节点 方程 系 、 
只 要 系统 的 伴随 矩阵 处 于 区 人 4. 21) 所 示 的 形式 ， 它 可 以 应 用 于 网 筷 
方程 系 以 及 任何 其 它 方程 系 。 景 后 ， 提 到 六 样 的 一 个 事实 ， MAR 
《4.21) 中 所 有 元 素 yi 都 认为 是 互 不 想 同 和 多， 则 式 (4.25) 的 右边 不 
会 产生 相抵 消 的 元 祭 项 。 因 此 ， 它 用 来 求 网 络 多 节点 行列 式 是 相当 

如 在 COATES 图 和 MASON 图 那样 ， 预 先 知道 GEY) 的 有 向 
街 数 是 有 利 的 ， 对 于 这 个 问题 的 求法 是 不 难得 到 的 ， 在 下 面 以 猪 微 
一 般 的 形式 米 讨论 这 个 问题 ， 推 苇 出 对 任何 给 定 有 向 图 计算 有 启 讨 
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数 肯 的 公式 。 


定义 4.6， 有 向 树 蝶 隆 。 


用 符号 DtG) 表 示 的 ， 与 其 中 习 全 节点 的 有 向 图 G 相 联系 的 
有 向 树 盾 阵 是 一 个 n BED, se F 构成 ， 如 果 D{G) = 
[dih M da RR G 中 节点 i 的 输出 边 的 HERR, 而 一 aifis 有 表示 
全 从 节点 i 指向 节点 j 的 边 数 目 (i，j=I，2，.…a)。 邵 果 存在 自 
I, MEAG ES 

RAZ, ALEI G ARAIKA, AA G rb E HIR 
BAM, DSOS'EHEIEARRE HU DIEHE GP pp. BR, ARE 
E D4G) 不 一 定 是 等 代数 余子 式 矩阵 ， 也 了 (G)? 的 每 一 行 元 素 之 和 
EAL. YB OMAP TAS RS UE AA R R 
的 边 权 之 和 时 ， 加 权 有 向 图 G 是 ESR EPR TEMA 
向 图 。 内 此 ， 采 用 与 构造 一 个 等 代数 余子 式 拭 阵 的 伴随 有 向 图 〈 定 
义 4.3) 的 司 桩 步骤， 则 DCG) 的 伴 同 有 向 图 实际 上 就 是 每 个 边 权 攻 
取 为 1 的 有 向 图 G 本 身 , 显 然 步骤 可 以 反 过 来 , HIA, G 得 到 D(G)， 
HTH, MR GA DIG TEA. 而 DtG) 是 每 
SHE LG G ERE, BRE RR RE M 
RR FREE 

推论 4.4, FAREA GC. AAEE DG) 的 第 
i TH -RRARRATAMAET CPLR IA 参考 点 的 有 
向 树 数 。 

WEB], 推论 等 效 于 这 样 的 说 法 ， 如 果 DCG) D(G) 元 素 (i. 
.} 的 会 子 式 ， 而 N(0O 326 G 中 以 节点 i 为 参考 点 的 有 向 峙 数 ， 那 
AMF i<x=1,2....n A 

N(4)=Di.(G) (4.33) 
uh NE G 的 节点 数 。 贞 于 DCG) 是 R ARR MASH 
矩阵 ， 和 根据 引 理 4.1， 只 要 证 行 下 式 就 行 了 。 

NG, =D lG) (4.34) 
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RES G yle kil Shu 1. 4 G* EAG rh ik sgt; G 
Pasión (uci, 2... n— 1385368338, Hi G* 将 全 随 插 阵 Y(G*) 
3108 MB BEBD4Y 4, RAR, BDURDERAT G 
揭 边 可 以 议 为 是 具有 零 权 的 边 。 换 言 之 ， 必 须 对 G MEG. u), 
使 T(G 旬 为 一 个 等 民 数 余子 式 年 阵 。 

HT. G XE G* ib (no, u) 不 可 能 不 出 现 于 以 n 为 参考 点 的 在 一 
Fh, A Gon G* 具有 相同 的 以 n 为 参考 点 的 有 向 树 数 , 要 
据 定理 4.3 有 


= NO (4.33) 
AP YE E Y (G* HTK. fS OC fk, tÆ G* 中 以 n 为 
É 81, Tü NC ER G+ Ab tt. Fd FE ER 
f(rD-I, HF D,(G) -YZ AH NO) —NQUD, 推论 立即 得 出 ， 
推论 证 毕 。 
推论 4.4 首先 是 由 TUTEE[1948] 在 分 解 等 边 三 角形 为 等 边 三 
-角形 移 研 究 中 而 推导 的 , BOTT 和 MAYBERRYT1954] 用 这 个 结论 
来 分 析 经 济 领 域 的 问题 。 
由 下 面 的 例子 来 说 明 以 上 结 i 
38 4.1. 考虑 如 图 4.1 RARER AMAR, EAR 
ZAER Y 在 式 (4.24) 中 给 出 ， 而 其 伴随 有 向 图 GC(Y) 如 图 4.2 
所 示 。G(Y) 的 有 向 桂 数 月 可 以 从 有 高 树 矩 阵 DCG) 计算 ， 这 里 
G—-G(O), 根据 图 4.2, REIL PR, 
| 2-1-1 0 ] 
—1 8 -1-1 
D(G)= 1 4-1 (4,36) 
o-1-1 2| 
假定 要 求 计算 GOD PARE 4 为 参考 点 的 有 向 树 数目 N(t)， 
根据 淮 论 4.4， 有 下 式 : 


EUM 


2 —1-—17] 
—1 3-1 
L-1—1 83. 

h FARER REDE. GWEN DLE PRM, 
简 和 如 ， 式 (4.37) 可 以 很 容易 地 通过 简单 的 行 或 列 运 算 而 求 得 。 对 于 - 
这 种 类 鳌 的 高 阶 行列 式 ， 一 种 有 效 的 送 代 方法 将 在 和 5.2 中 讨论 。 
33/8. AMARA NG) 也 可 以 从 其 它 三 个 余子 式 D (G), 
D4G)s80 DG) 中 的 任 一 个 求 得 ， 因此 G(Y) 中 以 节 虚 4 为 参考 
RAPA ABS 8 个 。 由于 并 是 等 代数 余子 式 矩阵 ， 习 元素 的 所 有 
代数 余子 式 痢 祖 等 ， 央 此 根据 定理 4.3， 对 于 i，j=1,2,3,4， 有 以 - 
FR: 


Nt =D,(G)= =8 (4.37) 


i 


Y = f 


gE {Gat ag) +g (g, ag (Gu dag.) + g.(g.— 
ag.)(g.— ag) + Gu (gag) + e S (G, + 6g,) + 
G,(g.—ag. Hg, —ag.) - Gi Gs + ag,) (g, — 0g.) + 


EGG, - ag? 
=G, (1—a)g,(G, f g) - Sg + G,) + 6G] eG (g. + 
Bo) 4 E.S. (4.38) 


式 中 以 G(Y) 的 节点 4 为 参考 点 的 有 向 树 集 在 图 4.3 中 给 出 ， 结 果 
当然 与 式 (3.25) 中 给 出 的 相同 。 
对 GCY) 中 以 节点 3 ABAAA A E A RUH, 


| 2—1 Q] 
N()-Da4(G)-|—1 3 —1 |-8 (4.89) 
L0-1 2] 


这 是 在 意料 之 中 的 ， 因 为 DLG) 是 一 个 等 代数 会 子 式 矩阵 ， 因 此 在 
GE 中 以 节点 3 为 参考 点 的 有 向 树 也 是 8 个 ， 它 们 如 图 4.4 所 示 。、 
根据 定理 43. APR: 


+ 265+ 


Y,-YfG) 
7E. + gio. — ag.) G, + g.g,G,--g,G,G, + (g,— 
age) G,G, HEEG gg. B. BOO. (1.45) 


2 
| ES V < > 


图 4.4 图 4.2 有 向 图 的 有 癌 册 集 t 

式 (4.40) 与 式 (4.38) 的 比较 表明 ， 在 式 (4.38) 中 所 出 现 对 消 的 
部 余 项 在 式 (4.40) 中 是 可 以 避免 的 。 换 言 之 、 适 当地 选择 参考 点 可 
以 天 天 简化 代数 余子 式 的 计算 。 ` 

前 面 时 已 指 出 ， 如 时 等 代数 余子 式 矩 阵 立 是 对 称 的 ， 则 其 伴 
RAMA GCY) 可 以 天 为 简化 ， 简 化 图 是 无 向 的 , 用 符号 GY) 
表示 。 类 似 的 简化 可 以 应 用 子 与 对 称 有 向 图 GRRR 5 FI Bl H: 
BE D(G)。 由 于 (无 向 ) 图 可 以 几 一 对 方向 相反 的 有 向 边 表 J Ak £ 
{无 向 ) 边 面 变 换 为 对 称 有 向 图 ， 反 之 亦 然 , 问题 可 以 用 G 的 对 应 无 
向 图 来 表示 [ 它 不 是 G 的 伴随 无 向 图 (定义 1.25)]。 


定义 4.7. 树 矩阵 。 


与 具有 了 个 节点 的 图 Ge HIE Bey BHBDE RIT. D(Gu) SER, 
是 一 个 n 阶 的 邓 称 矩阵 ，D(Gu) 的 构造 如 下 ， 如 果 DCG.) 一 [di]， 
Wi di 表示 G. 中 节点 站 的 度数 ， 而 一 4u(i 关 j) 表 示 G. 中 节点 i 和 j 


+ 256° 


ZUR AR, Pel, 2, 0, ny. #nB3RE6E e. WARA 
G, 中 去 掉 。 

因此 , 一 个 图 的 友 矩 阵 是 等 代数 余子 式 抢 阵 ， 也 是 将 所 有 导 纳 
都 取 为 1 的 wR BARES, 显 然 与 对 称 有 商 图 
相 次 系 的 有 向 硅 矩 阵 是 一 个 等 代数 余子 式 矩 阵 ， 但 是 逆 命 题 一 艇 不 
成 立 。 产 生 等 代数 余子 式 有 向 硅 矩 陈 的 这 类 向 有 图 是 以 下 所 走 广 的 
那 关 有 向 图 。 

推论 4.8. 一 个 在 向 图 ， 当 且 仅 当 射出 边 度数 和 射 人 边 度数 对 
Pte PAT RR RB AL TA Ay. Gi R ARRE Re ER 
E, 

推论 的 证 如 留 作为 综 习 (习题 4.3). 

FUREY 4.4 和 推论 4.5， 有 以 下 淮 论 ， 

推论 4.6. WEG 是 一 个 有 向 图 ， 对 于 共 每 个 节点 来 说 ,其 射 弓 
边 度数 和 射 入 边 度数 都 是 相向 的 ， Wú G 中 相对 于 参考 点 的 选择 
AUR. FANE Habs, 

PSEA) Fak Seay fe PRAT EBA ARR, RPG IS 
参考 点 的 说 明 是 没有 必要 的 。 

推论 4.7. 一 个 (无 向 ?图 中 树 的 数目 等 于 其 树 和 矩阵 任 一 元 素 的 ， 
代数 余子 式 之 值 。 


定义 4. 上 完备 有 向 图 。 


无 自 环 的 有 向 图 C. MAG 的 每 对 节点 之 问 在 拇 一 个 方 向 上 
都 有 K 条 且 仅 有 繁 并 联 边 ， 称 为 k 阶 完备 图 。 阶 为 1 的 完备 有 
向 图 就 称 为 完备 有 总 图 。 

负 于 与 区 阶 完 备 有 向 图 相 联 系 的 有 疝 宕 拖 阵 的 特殊 形式 ， 求 共 
有 向 凤 蝶 阵 元 素 的 代数 余子 式 (有 向 树 数 目 ) 在 计算 上 并 不 困难 。 为 
了 避免 计算 这 些 代 数 余子 式 ， 将 推导 出 计算 这 些 图 和 它们 变形 图 中 
PAPA, MPT UNS ST eR CAG 
EEND., RIAU FEV: 
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推论 4.8， 在 阶 数 为 x 的 mr- 节点 完备 有 向 图 中 ， 有 向 松 的 数 
Bii k(nk)"2 给 出 Cn>2) 。 

HE, D,,(G) 2M D(G) ARES n TMS n PERRO TAB RE 
这 里 己基 给 定 的 完备 有 向 图 。 由 于 DIG) 是 一 个 等 代数 余子 式 矩 
BE, HR D(G) 元 素 (nn) 的 代数 余子 式 DLL COO BURG T . 

ED.OG)-Idj], Hüidi-k(n—D,. WxbTixmij, idi 
一 x。 ATHED,.(G), H Ds,(G} 所 有 第 一 列 之 后 的 列 加 到 第 一 
JE, 然后 将 新 的 第 一 列 加 到 其 余 的 等 一 列 二 。 这 样 得 到 的 矩 曙 是 
一 三 角形 ， 而 其 行列 式 很 容易 求 得 为 k(nk)"* ， 推 论证 忠 。 

类 似 地 ,可 以 推导 出 下 面 的 两 个 结论 ， 由 子 推 导 是 简单 明了 的 ， 
这 里 略 去 留 作 练习 (习题 4.8 和 4.9)。 

Hit 4.9: UG A k Bi ASSAM. Wp AnA 
节点 有 序 对 的 每 一 个 中 移 去 上 个 并 联 边 耐 获得 的 有 疝 图 , 如 果 所 有 
汽 虚 有 席 对 是 不 同 的 且 不 同 子 参 考点 i， MG 中 以 i 为 参考 点 的 有 
:向 项 数目 由 下 式 给 出 : 

N(t)-k*?(n-Dpr** (4.41) 

推论 4.10, Ut G RAK 阶 的 mn- 节 点 完备 有 向 图 中 移 去 所 有 
Wid, Nei, b, cs doa, qo 而 得 到 的 有 向 图 。 AUR 
in decia 都 是 相 异 的 , 则 OORA ASARDA MARE NC) 

虫 下 式 给 出 ， 
N(t) —(n—q)n' kv (4.42) 
ER Si, a—1,2, eq-1. MHF i=i, u=2, 3, "q+1 
WAFA: 
N(t) = (n—q—1)nt ket (4.43) 

作为 一 个 例子 ， 考 虑 阶 数 为 2 的 6- 节 点 完备 有 向 图 。 设 G* 是 
从 已 中 移 去 所 有 边 (1,2) 和 (3.4) 所 得 的 有 向 图 ， 则 根据 式 (4.41)， 
"G* 的 有 向 树 ts 或 二 的 数目 是 

N(t,)  N(5) =2 x 5? x 6*— 28800 
, 提 据 推论 4.8, G 中 有 41472 MAR, BERTARA 


ELOR 


式 来 求 图 4.2 ARR G PAREN), HFG RR. 
共有 向 树 数目 相对 于 参考 点 的 选择 是 不 变 的 ， 轩 此 ， 设 节点 4 选 为 
参考 点 ， 如 果 加 一 条 边 (4. 世 到 G 以 形成 一 个 新 的 有 向 图 G*， 屠 
ATR GAG 相对 于 参考 点 4 具有 相同 的 有 向 峙 数 日 。 由 于 G” 
能 从 4 昔 点 的 完备 图 中 移 去 边 (1.4) 而 得 到 ， 根 据 式 {4.43)， 有 下 
X. 
Ní(t)—(4—1—1) x 44? x1'c—8 
dX. deir, 2, 3, 4. BAM, G“ 中 以 2 或 3 为 参考 点 的 有 
向 树 数目 NC 可 以 从 式 (4.41? 或 (4.42) 求 得 ， 
NGE = Nt) —1'7* x (4-1)! x 47173 
—(4—1) x 4^* x 1171-12 
证 然 ， 这 些 绪论 很 容易 应 用 于 (无 向 ) 图 ,但 着, 要 做 到 这 一 点 ， 
还 需 下 列 一 些 定义 。 


定义 4.8, 伴随 对 称 有 向 图 。 


对 于 一 个 (无 向 ) 图 Gu, Gu 的 伴随 对 称 有 向 图 G. 是 将 G. 的 
每 一 个 (无 向 ) 边 ， 用 一 对 方向 相反 的 有 向 边 表示 后 所 得 的 有 向 图 。 
如 果 G, 是 一 个 加 权 图 ， 则 在 G, 中 任 一 对 有 向 边 的 每 一 条 边 的 权 
SCHR 

报 据 这 一 定义 ， 下 列 推论 成 立 。 

推论 4.11: ORG. 是 加 权 图 Gu 的 伴随 对 称 有 向 图 ， 则 在 G, 
中 前 树 和 G, 中 的 有 向 树 n 之 问 存 在 一 一 对 应 关系 ， 从 而 有 f(t) = 
ra), 

在 以 上 推论 中 ， 由 于 @, 是 对 称 的 ， 因而 参考 点 i 的 选择 是 任 
意 的 。 


定义 4.10. 完备 图 。 


一 个 无 自 环 图 ， 只 要 外 一 对 节点 之 间 有 下 RENA k 条 这 HB 
R RROME k 的 完备 图 ， 贫 数 为 1 的 完备 图 就 称 为 完备 图 。 
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EUG. X Wi nH READ KO) MBA enl dm. 
mU SUE 21) rh Bras hiaan ER Sesh, fpc 
元 素 的 代数 余 了 式 的 展开 式 中 正 项 的 最 大 数 。 

例 4.2， 图 4.5 表示 在 外 却 激励 F(t} 联动 下 的 三 自由 旗 质 量 - 
弹性 -阻尼 品系 统 ， 它 含有 三 个 质量 m, m, films, s 个 具有 刚性 
Heke. ko 和 ks 的 弹簧 ， 和 一 个 具有 阻尼 系数 。 的 车 滞 阻 尼 器 、 
假定 此 系统 仅 在 水 平方 向 振动 ， 这 里 ，xs，*: 和 VERI SC 


图 4.5 Hu-AKCRUBZERAS 图 4.6 RUADA ERE 


AKALAALA 
ANBAAALA 


Aa? <6 fz. 


ar 


FAA PEBE SE RBA TONY PAA, 
mS 区 -Xx, -K mK . 
—K, m5? —cS 42K, _ K, 一 maS 一 cS 
Yel -x, ~K, mSK  —m,S?—K, 


L.—m,S—K, —m,S'—cS -—mjS'—K, MS?+2K,4-c8 | 


(4.44) 
(2727 


AB K=K,+K.+K, 4 Mem rm +m, HE Y Wake, Kx 
伴随 图 GulY) 如 图 4.6 Bis, Gu(Y) 的 树 数 NC) #& T D (Gu) 
元 素 的 余子 式 D; (Gu), xm, 
-3 ll =i 
—1 3 —1 —1 
DOT. py 3 —1 
L-1-1-1 3 


因此 有 NG)- DU) —16, HT GUY) 也 是 一 个 完备 图 ，N(t) 
就 是 4 一 =16, Guy) RS 16 个 树 集 如 图 4.7 所 示 。 根 据 推论 4.3， 
Y ARRERA Yi 之 值得 出 如 下 ; 
¥y= Litt) 
= Kj(m,S? ~ K,) + 2K,K,(m,$*~ K;) - 2K,(m,S° 
^ KO uS? | K,)+ 2K,K.{ms8? + Ky) + K3(m,S? 
TK) Kin + çS) 
+ 2K,K.(m,S? + c8) + K,( m8? 1. cS} (ms - K,) 
+ KyOnjS*-- c8) {mS + K.) + (m,S? + ces) (mS? + Ky) Ka 
+ (m,8?+ K,)(m,S?-| cS) (mss: + KI) + K, (mu Si + 
+ kK) (mS? | cŠ) (4.45) 
ERP 这 一 1,2,3,4。 如 果 利 用 一 般 的 方法 展开 余子 式 Yo 就 会 多 
出 下 列 11 个 正 ， 负 项 ， 
miK2S?, m,K2S2, mQK38, cK3S, K2E,, K,K%,K3K3,K3Ko, 
KiK, Ki, Ki, GINA, AETAT Yy fi ie we RP R h H 
EM 


2.2 有 向 2- 树 和 二 阶 代数 余子 式 
在 这 一 节 中 将 介绍 二 阶 代数 余子 式 的 展开 式 中 的 项 和 和 社 随 有 向 
Edi dao rris 2- 鱼 的 某 类 子 图 之 间 的 对 应 关系 。 


定义 4.11, Hel 2- 树 。 


EU 


其 符号 ti RR, FAC HTH, MMA Ee 
G) GAs G BY z-Bb (定义 2.32) 和 (2) t PREZ LUIS 
AUTE UN iS RERO 1, HBOS AL R OH WUE 
0, FRG 中 以 i 和 j 为 参考 点 的 有 向 2- 树 ， 有 向 2- 树 可 能 有 — 38 
分 四 孤立 节点 组 成 。 

象 2- 捞 一样 ， 有 需要 对 有 向 2- 树 中 某 此 特定 节点 规定 处 于 不 
Wird. OT RE. DIR PORE, 


FEM 442. uu, 
符号 Gua 表示 一 个 有 有 疝 2-344. dod a 和 在 一 个 片 中 ， 池 


点 C 和 DD 在 另 一 片 中 ， 且 节点 a 和 < 《第 一 个 下 标 ) 各 为 它们 的 参 


š : 作为 一 个 合子， 考虑 图 
2 ` 4.2 所 给 的 有 向 图 G, 有 向 2- 
° 


N RE toutt 4.8 所 示 。 在 每 
2 — H 2b, di 1 和 
, ， 3 在 一 个 片 中 ,而 节 上 4 在 另 
一 片 中 ， 节点 1 和 4 各 为 其 参 
S. Ne , ŽA hi G.D 和 (3.4) 组 
成 的 子 图 是 有 向 2- 树 oo 
2 q 它 不 是 有 向 2 Rus B 

图 4.8 类 4.2 本 向 赔 的 让 向 2- 科 集 tws， “WAR 1 #3 不 在 同一 片 中 。 


定理 4.4, HRY ER 4.21) 的 等 代数 余子 式 和 矩阵 ， 则 对 
Fi, j, K=1, Z, een HLIK, # 


Yr ftinr) (4.46) 


AUR tie 是 GOV) niis A ig 2- 树 。 
WEBI. HRV GN T EUN. i=j MiL EER, 


INI. 


RAB IF), 

设 G* 是 从 GCY) 中 改变 边 (i,j)，(i,K) 和 (Kk,j) 的 权 分 别 失 
Yus You Ml yx BOW yo K, ya KR ys K 所 得 的 有 向 图 .同样 ， 
W Y* 4E G* 的 伴随 等 代数 余子 式 矩 阵 ， 并 将 G* 中 的 边 G, j) 和 
GK) ae Gj. 和 G, Di ARG, K), 和 GE); AER, 
IEA 

FG, Do ys fG, j) =K (4.472) 

f(G,K))0 — yu, f(G,K)) - CK (4.470) 
根据 定理 4.3 和 习题 41.2， 直接 得 出 Y* 元 素 (K,K) 的 代数 余 子 式 
Vix 由 下 式 给 出 : 


Yz = DLC) (4.48) 


m 
Ab tie G* 中 以 为 参考 点 的 有 向 树 。 
其 次 , 分解 G" 的 所 有 有 网 树 EE SH PHS RARER 
8,9, 和 5S，。(《 它 们 的 并 是 S), 
Si=(tb tt Sh, G, MG, KLERE t H), 
Sstt RESH, REG, Di TE tk H, REG K) 在 
tih, 而且 在 谋 中 不 存在 从 节点 1 到 i 的 有 向 路 径 
Ps} 
$t te AS, G, K). 和 Py DARTE thha 
HF G 可 以 从 G* 中 置 K=0 而 得 到 ， 故 


Yu 2 Loft) (4.48) 
加 


对 于 S, 中 的 任何 如 下 形式 的 tE, 
t =G, K} UR (4,50) 
ESP RAM tx, 中 移 去 边 (i,K); 而 得 的 子 图 ， 在 $: 中 总 是 存在 
Rey ut, B 


t=, DUR (4.51 a) 


uui 


并 有 fitz) = iG) (4.815) 
Kae, REA 


L rap=o (4.52) 


Hs 
注意 S; BUSES UE AI G(Y SERIE 27 BE ta, Z — 一 对 
SRA, Hi 


u- Kyu (4.532) 
和 F(tE)= —KE (ten) (4.830) 

最 后 ， 对 于 代数 余子 式 Yih 和 rx 有 下 列 基 系 式 ， 
Vad =Yer KY .xe (4.54) 


TUE. RRR (4.48), (4.49), (4.52) 8004.58). 


Y= Traps Deas + ray 


this n tha 
=Yxrt 0—K Ut) (4.55) 


比较 式 (4.54) 和 (4.55)， 定 理 喜 接 得 出 。 

这 个 定理 和 引 理 4.2 的 直接 结果 和 如下， 它 可 以 作为 定理 4.4 的 
推广 。 

推论 4.12， 对 于 Pr 和 qS, 


Y, = La Tyan? — TD fltp) (4.56) 
ER: 
pm Ys Ye 
= E f$-XGJ 
= i) + FD Pito) F ted 


m. 


— Xira 


H 
pasta) 


= XD füu2- Xf (4.57) 
Trane 


推论 证 毕 。 

特别 是 ， 如 果 立 是 对 称 的 , 公式 (4.46) 和 (4.55) 可 以 条 
76, 而 Yoo, 可 以 由 Gaul 站) 的 2- EROR OR, 

推论 4.13, 如 果 立 是 对 称 的 ， 则 


To (4.58) 


RP pArA GZS, thay 和 to 是 伴随 图 GutY) 中 的 2- 树 。 
推论 4.14, 如 果 下 是 对 称 的 ， 而 且 ba 是 Gu(Y) 中 的 2- 树 ， 
Lu] ` 
Y, Y fts (4.59) 


"ves 


SR (4.59) HOSEA A E EE AE RE Mass L1992 提出 的 , 由 Marspw 
和 Szsac[1959] 给 由 了 严格 的 证 明 。 在 电网 络 理论 中 (第 二 章 g6), 
CREW. 无 互感 的 线性 无 源 网 络 的 节点 导 纳 年 阵 中 元 素 (Pp.9) 的 
代数 余子 式 等 于 网 路 的 所 有 2- 树 tpa 的 2- 衬 导 结 乘积 之 和 ， 这 里 
T 是 参考 电位 点 。 像 公式 〈4.32) —#, RI. Asm (4.59) tb 
Mowe 原来 表示 的 形式 更 具有 一 般 考 ， 它 适用 于 式 (4,21) 所 示 那 
种 类 型 的 任何 对 称 的 等 代数 余子 到 和 矩 隆 。 注 意 到 ， 如 果 式 (4.21) 的 
所 有 元 素 Yu 都 是 宰 异 的 ， 则 以 上 表示 的 公式 不 会 产生 互 相抵 销 的 
宛 余 项 。 因 此 ， 它 提供 了 计算 忆 虚 导 芭 矩阵 中 元 素 的 代数 剑 子 式 的 
简捷 算法 。 

推论 4.15， 对 于 一 个 绘 定 的 有 向 图 G， 有 向 树 RSF D (G) 的 
元 素 G. j 和 E.K) 的 二 阶 代 数 余子 式 DrxfG) 之 值 等 于 G 
PAR 2- 树 tn 的 数 日 N(bz)。 
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用 下 面 的 例子 米 说 明 .上 述 结 娄 。 

例 4.3， 考 虑 例 4.1 中 给 出 的 题目 ， 假 定 要 求 计算 如 图 4.2 所 
示 的 G(Y) 中 有 向 2- 树 ta 药 数 目 Nts), ATER DOG) 在 
式 (4.36) 中 给 出 ， 这 里 GG(Y)。 根 据 推论 4.15， 有 下 式 ， 


Nlis) =D, u (G) 


—sgn(1—4)sgn(3— 4) (1a 1 3 | 


一 1 一 ! 
(4.60) 


=4 
因此 ,在 G(Y) 中 有 4 个 有 向 2- BE bs， 它们 如 图 4.8 所 示 。 


根据 定理 4.4， 有 
Yas Dl (tis) 


BG Gu(g,— ag.) -r gy OG. + (ge — a8.) 
cO. (get B.— 8.3 B.) + Bolge — ag.) (4.61) 
dE EGKHLCP HEAT Yara Yaa 则 它们 可 以 用 

类 似 的 方法 计算 得 出 。 根 据 推论 4.12 有 


Yu 五 fa 一 Lo fua) 


=g (Ga + ag.) —G,(g.,— ag.) 


Yu = Y) f(t) 


gb Og. ag.) `: 
+g. (G, ag) rg.(G.+ ag.) + (g. — 
—ag.) (g,— ag.) i (ge — ag.) (G, — ag.) 

= (Be F 8,— G8. + g) (Go GO Fg Gr Be) 


-EBGa + (Be— a8) g» 


(4.62) 


只 有 一 个 bz 如 图 4.9(a) 所 示 , 并 只 有 一 个 tws2 如 图 4.9(b) 
SUR, CE e tuo MIB, 4.902) 和 4.10。 为 了 表明 这 些 就 是 
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有 向 2- 树 ti. WS, RANHEIM REAT ADAG), A 
Jak 4.6), #8 


Nét) —-sgn(1— 4)sgn(1—4) (— 1) ^! “=l 3 m 


(—1 3 
=8 (4.63) 

BLAIR TEED RTE 
出 计算 完备 有 向 图 中 各 种 类 型 
的 有 向 2- 本 数目 的 公式 , 问 样 ， L AG, 
也 将 考虑 一 个 《无 向 ) 图 中 的 L N 
2-H WRA. a 

推论 4.16. # p 阶 的 mn- a Mu 
SAAMI, Rie Mio Be rein 
JAK, QUA 2-bE tu, 的 数目 UB sa P 

š ° ° 


ua Bund Bv 
á 4 
图 4.10 图 4,3 有 向 图 的 某 些 有 向 2- 择 4 


出 下 式 给 出 
NO) p(pn)?, (4.84) 
而 如 果 iK, 5" 
Nét) —-2p(pnj^? (4.65) 
些 的 公式 证 明 类 似 于 淮 论 2.8 的 证 明 ， 它 们 的 推广 变型 式 见 
ma 4.22 fü 4.23. 
PAG, 是 加 权 图 Gu 的 伴随 对 称 有 向 图 ， 不 难看 到 ， 节 点 i 
和 j 分 离 的 G, 的 2- 椅 全.; 和 Gs 的 有 向 2- 符 1 之 间 存 在 一 一 对 应 
关系 ， BRM), BABB. 


(me 


推论 4.17. 在 无 向 ) EG. H, 2-B t 的 数目 等 于 桶 年 猎 
DiG。) 的 元 素 (p,P) MER (q, q) 的 二 阶 代数 余子 式 Du 
之 值 。 

因此 ， 在 阶 为 p 的 完备 图 中 任何 两 个 指定 节点 分 离 的 2-H t 
2p (pn)? 个 。 对 于 p=1，Zn WER PRE Be oe FR pe 
(4.21) 7539 — Bp OG ERIS RAK PRAIA, 

# 4.4. 考虑 例 4.2 中 给 出 的 问题 ， 候 定 到 来 计算 二 阶 代数 全 
fÑ Yaya, Va A You. 由 于 并 是 对 称 的 ， 考虑 图 4.5 的 伴 
随 图 GuCY), GuC¥) iy 2- 衬 t... ABA Nita FTA 4,2 中 给 
出 的 树 矩阵 DCGu) 元 素 的 二 阶 代数 余子 式 Dos (Gu) ZE. 


D; a (Gu) -sgni2—4)sgn(2—4)(-1)9ee| 一 1 
—1 3 
一 8 (4.665 


Blk, EGC, # 8 F 2-H tuu, HFG EAS, 
Wi N(G BUE 2-4 7-8, GY) iy 8 4e 2-828 t... WM 4.11 所 
示 ， 根 据 推论 4.14, 有 
Yoru ft 
= (mS - K,)(m;S* + K,) —(m,S2.F Ky) Ky + 
Kn KL) 
+Ki+2K,K;,+K,(m,S'-- K.) —K;(m,S2 + Ki) 
— (mS + X) $ + K) 一 区 (4.57? 


ep K=K,+Ki+K;, ME, ACE Yu, A Yo, 所 求 的 
GACY) f 2-BHE hanu 和 husa 可 以 在 图 4,11 PIRS, TLA lan 
图 4.12 和 4.13 所 示 ， 因 此 ， 

Ya, = Df ltu) =K nS + K,) + Ki — 2K,K, (4.68) 
和 和 

Yi Df lt ) = (mst KOK, + Kj — 2K,K, (4.69Y 


HB 


ALLA 
AARAA 


图 4.11 H4S fi 2 -BR x 图 4.12 2 EET 


` "2 < 


Yves 


图 4.13 2 - 树 集 tran, 


I X, 

Xz » 

|: EN 
X3 ad 


图 4.14 RUTH Yis 的 2 BEE 


最 后 计算 Yauco 根据 式 (4.58) 和 图 4,14 得 到 
Yi, a= Xfüus, xXx2—Xf(üuun, €x) 
= ké m;st+ ki) — k (mast +s? (4,70) 


§ 3. 等 效 和 变换 
在 前 而 我 们 已 介绍 了 在 等 代数 余子 式 卸 阵 的 一 阶 和 二 阶 代数 全 


E 


子 式 的 展开 式 中 ， 它 的 各 项 和 其 伴随 有 向 图 的 有 向 衬 集 和 有 向 2 
树 集 之 间 有 密切 关系 。 利 用 这 些 关系 式 ， 可 以 通过 观察 直接 写 电 展 
开 式 ， 但 是 在 应 用 导出 的 公式 之 前 ， 进 行 伴随 有 向 图 的 某 些 变换 和 
简化 有 时 县 有 利 的 。 在 这 节 中 将 表明 怎样 消去 G 的 基 些 节 点 而 不 
影响 一 阶 和 (小 ) 二 阶 代 数 余子 式 之 比 ， 特 别 是 这 一 方法 可 简化 为 电 
网 络 逻 论 中 著名 的 Y-A 变换 (例如 参见 SHEN[1947]), 步骤 类 似 
于 第 三 章 中 所 讨论 的 对 COATES 图 和 MASON 图 的 简化 ， 这 方面 
首先 是 由 CHENL1967b] 给 出 的 。 

对 于 一 个 给 定 的 有 向 图 G， 设 V, 是 其 节点 集 的 非 空 真子 集 ， 
W G*[Vs] 是 从 G 中 首先 使 不 含 于 V 中 的 所 有 节点 短 搂 为 一 个 节 
点 ， 然 后 移 去 由 此 产生 的 所 有 自 环 后 所 得 的 有 向 图 ， 在 Gv IE 
的 组 合 节点 用 Pp 36s, «ok. 符号 CLV MF G 的 局 部 子 图 G 
[Ys] 所 用 的 定义 (定义 1,15)， 差 别 是 在 目前 情况 下 使 用 星 号 * ,这 
不 会 产生 任何 困难 。 

有 了 这 个 定义 ， 就 可 以 建立 下 面 的 定理 。 

定理 4.5 ， 设 G 是 式 (4.21) 的 等 代数 余子 式 扎 阵 Y 的 伴随 有 
向 图 ， 设 V, 是 其 节点 集 的 一 个 非 空 真子 集 ， 央 而 G*[v*] 的 伴随 
等 代数 余子 式 矩阵 中 元 素 的 代数 余子 式 是 非 零 的 。 如 果 v 含有 
较 少 于 n 一 LACS), MAFU, v, kei, 2,0 mR 
不 在 v 中 ， 有 以 下 关系 式 ， 


Yoa Yl (4) =k ED) (4.71) 
f uj 

Sub tA tL BELI k 为 参考 点 的 G 和 Gr 的 有 向 BF, mi Gr 是 从 
GB RAIDER BEES IR ECT mE: 

G) AG 中 移 去 局 部 子 图 GEVs]， 即 移 去 所 有 与 Y; 的 任何 节 
点 相关 联 的 节点 和 边 ， 不 在 G 中 的 边 认为 是 具有 零 权 的 边 。 

(证) 对 于 所 有 不 在 Ys 中 的 1 和 (i<j), 与 Gr 的 边 Gi, NK 
系 的 权 We 由 下 式 给 出 。 


280+ 


w, = /k) Saf (t 59) (4.72) 


MAFRA i, A wist, RO Cos JE GAL VE] 中 类 型 为 tii,s 的 
有 向 2 - 树 ， 而 V# 是 集 v ALi. 中 的 并 集 。 

证 明 ， 由 王 对 G 的 节点 重新 标号 相当 于 站 中 对 应 的 行 和 列 的 
ER, PA AEE. ALR EY 可 以 以 这 举 的 方式 分 决 ,使 Ci 
对 应 于 节点 集 v,， 它 具有 个 节点 ， 

Cu e] 


Yor[e ca 
式 中 Cu 和 C s 分 别 是 阶 为 hn fi n —h 的 方 于 阵 ， 耐 Ca BIARN 
OER: Co 不 再 表示 从 C PARR i EMS j 列 所 得 的 于 BE, 2R 
会 产生 任何 混 滑 ， 轴 为 它 仅 在 这 个 证 明 中 出 现 ) 。 
很 容易 证 明 对 于 heu 以 及 v<n, FARE SRR 
4.28), 


(4.78) 


u, 9 [C6 Cu. 
[ecc Unal le Cad 
C, Ci - 
[ q Cy Cr. Cy Cie] 


(4,74) 


Yue = (1)? (detC i, )det (C22 — Ca, C! C, uv 
(4.75) 
RA (Cn CaCa "Creda 表示 从 《Ces 一 CaCu C) PR Aa 
行 和 节 v 列 后 所 得 的 子 矩阵 ， 而 U, 是 阶 为 h 的 单位 矩阵 。 
WK, t=1, 2, & 
Cascu] (4.78) 
m Fi if P EG. 
对 于 i=n+ti， he2, ee. n, 有 


hme 


Lwa J= GletC, (C4,  C,,C75,04) (4,71) 


La €. c Cal (4.78) 
MP j=h+1, h42, oe, n. 
Bi 一 [ci e c Ca] (4.79) 


APRS RRMA BEER, HUE. 75) 8102.77), PA, 


` 
wa = (euet; Pi pte 


kb ten 


n u o? 
SU MU ues 


n 
=o (det) + E2(7-1) n etu, 


[mz 


( > ; DEHE Men, ) 


D 
à 
ces (det) DB ey 
eet 
det Ca B, ,lk 
=ç, (detC1,) r $5 (— 1)8*"!c?! det 
m 
(e Ba 
Ain 0,10 1). 


MSS a] 
--det, 
LA,, c", 


. (4.80) 
Ap Mu Cu KIB EH. E PIA. CCB BA 
PEC Ca Ba PRS k 列 所 得 矩阵 ， 而 
Ci Bia 1 
P ce ] ht Dk, 
EM Fa % plsi (hs DA k, 列 所 得 的 矩阵 ， 
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(4.81) 


As cd (4,82) 


[t Bisa 
AY m eu. 


=aet[ Bat Barats ] 
Ana € oca ee re nE) 


= det; ]=° (4.83) 


最 后 一 式 是 将 前 面 的 h FORSE b+ SLE, AR Y 是 等 代数 
合子 式 矩 阵 这 一 事实 得 到 的 。 
类 似 地 ， 可 以 证 明 下 式 ， 


Dw. (4.84) 
BE, sts TO lw LEY (oS RR & TRE dE 
且 是 式 (4.21) 的 类 型 。 
dk, AB PISA TREH 
Cu Bar Bia XB.] 
Aa C 


{4.850 
AH i=j, 以 及 
—e=E| (Liens) rer eet] 
ia 
(4.85 b) 


E 


(参见 与 题 4.55 ) ， 式 中 未 加 标号 的 求 和 式 从 x--h+ 1308/32, 
但 xsi+h 和 xj 二 和。 

LER, SX 4.8520 的 伴随 有 HARRE ate POLVI X 
(4,85 a) AOA Ch + DAE Qe 2). 行 和 列 分 别 对 应 + G*[Yy] 的 节 
Ami, H+ STRAP A p HELP T w^, JE RC 4.85 
al 的 元 素 cU, c 的 二 阶 代数 余子 式 ， 从 而 根据 定理 4.4 有 


w= Y ft.) (4.86) 


因此 ， 根 据 式 [4.72)，w 一 一 Ewii。 il T k—detCu, 根据 式 
(4.77), Gr 实际 上 是 等 代数 余子 式 矩 阵 (1K) x [Wa] ORES ER 
图 。 由 于 CEDLw is- 的 元 素 (u.v) 的 代数 余子 式 通过 式 (4.75) 及 
(4.275 Yu, HKA, REER 4.3 MEAE ERU., EW 
证 毕 。 

幸而 ， 硅 式 (4.73) 中 根据 提出 的 过 程 ， 用 观察 比 用 语言 来 描述 
更 容易 ， 这 只 要 研究 一 下 它 的 拓扑 结构 就 可 以 体会 到 。 总 的 说 来 ， 
在 简化 的 有 将 图 G 中 ， 与 边 (i，j)(i 污 站 相 联系 的 权 等 于 常数 (1/k) 
RE OLN PPH usu, 类 型 的 有 向 2 - 料 的 边 相 联 系 的 权 的 乘积 之 
和 。 

推论 4.18, WR V. {k}, MAFRA jk, € 


Wai + yaya | Y. ) (4.87) 


Shy, 是 与 全 的 边 (i，j) 相 联系 的 权 。 
在 电网 络 理 论 中 ， 推 论 4.18 可 以 认为 是 对 于 有 互 R HARA 
5 YA 变换， 定理 ALS 的 用 途 在 下 面 可 见 。 
定理 ALB. 对 于 不 在 V, 中 的 i, j 和 k, 二 阶 软 数 余 于 式 
Yu, a 由 下 式 给 出 ， 
Y. = Y3ifitosk) =k SEG) (4.88? 


[Ur dij 


SAA tasi A UG 分 别 是 G 和 Gr 中 14,， 类 型 的 有 向 2 - 树 。 

Gr 实际 上 是 代数 余子 式 年 阵 (14kifw] 的 保 随 有 向 图 ,定理 
就 是 据 此 得 出 的 ， 其 证 明 芍 细节 图 作 练习 (习题 4.34 ) 。 

因此 ， 根 据 定理 4.5 和 4.5 ， 得 到 下 列 结论 ， 

推论 4.19. 对 于 所 有 不 在 V; 中 的 1，j 和 k， 一 阶 代数 祭 子 式 
和 二 阶 代数 余子 式 之 比 积 任 但 二 个 二 阶 代数 余子 式 之 比 在 信和 Sr 
中 都 保持 相等 。 

我 们 将 用 下 面 的 例子 说 明 以 上 结论 。 

fi 4.5, 考虑 如 图 4.15 所 示 的 有 向 图 G, ERR RRB 
BCR EMAL. RE V= L4). AMER 4.5 中 所 概 述 的 步 
UR. P.G 中 移 去 节点 上 所 得 的 对 应 简化 有 向 图 G. 如 图 4.16 所 
m. 9G, AE, |) RA we 从 式 (4.87) 得 到 ， 且 由 下 列 
给 出 ， 


We=Wa5y: (4.89 a) 

Na, (4.69 b) 
Wa, Bn) + Ot ga )ga fk (4.89 c) 
Was= Yit (yo ga )y /K (4.834) 
WnacYvkyK (4.886) 
Ns Ye (4.89 f) 

Wea= Yet YBa K (4.89 g) 


而 其 他 的 wu —0, Xr k—y,rg. ty, uf. 不 含 于 台中 前边 
认为 是 具有 零 权 的 边 。 说 如， 如 果 G 中 存在 权 为 yu 的 3801.3), RU 
在 Gr 中 会 存在 权 为 Wu 0r yay KS yuya K 的 边 (1.3)。 

假定 要 利用 定理 4.5 PARRER. ANEA 节点 3 和 4 , 那 
么 VY; 二 {3.4}， 而 得 出 简化 有 向 图 Gr 如 图 4.17 所 示 ， 为 了 简明 这 
一 方法 ， 试 计算 Gr 的 边 权 w... 

常数 K 等 于 图 4.18 所 示 有 向 图 G*[3.4] 的 伴随 等 代数 余子 式 
SMR ACT AIA. DU TORNA EUR JE EDI. (EHE KC 
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o Ets KRMK EERTE I als WBRA t SUB 
的 简化 有 向 图 


K'-3geY 


m m 


f) Y fS) 


zu 


=(y, 7 Ya) yst Out Bay, T Yi) e Vy, (4.90) 


im 
ye9mty2 ) i 
&<—— 


EN 
图 4.17 BEWA S Y BELICE IC r Bl 图 4.18 AAR GS 4) 
式 中 GHS AJRAT et, 用 于 式 (4.90) 的 计算 中 ， 以 便 避 免 对 消 ， 
EF GRAS 个 节点 ， 从 而 对 于 i, j=l, 253, SOO*pvuj- 

G, Wir 
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Kiwis Y ua) 


ET 
Ty. Hgm) Yi ty yy Fa IVs + Bm Bm 
FYB mY HYY; Em) Ye E yg Se — Ys 


《yy 一 go] y, == Ky, (4.91) 
Kc Pf) = Etras 
=K'y, (4.92) 


K^ws- dra, a1) = iiw )= ine 


=Sa¥eVet BaVeyat BaYeYu t YrYoYg + YYY 
EYY Ye Ye YY t Yos T gay; y: 二 yeyoyz 
E YYY CY Y y: 
=K'y,+yI[y;(y, T yy 88) TY, + BoBe] 
(4.93) 

AF t EARTE G[2,3,4,5] 中 以 i 为 参考 点 的 有 向 树 。 由 于 所 
[2,3,4,5] 的 伴随 矩阵 是 等 代数 祭 子 式 矩 阵 ， 参考 点 i 的 选择 是 任 
意 的 。 但 是 在 式 (4.93) 中 透 i= 3 来 计算 ， 这 样 对 消 的 元 余 项 可 以 
避免 ， 最 后 有 


Ki Wen = DOC) = Lran- Kws (4.842) 
Eva Xt) t (4.94b) 
Kw is 3)-0 (4,94c) 


利用 式 (4,87)， 与 简化 有 向 图 Gr 的 边 相 联系 的 权 也 可 以 直接 从 图 
4.16 给 出 的 有 向 图 中 通过 移 去 节点 3 而 求 得 。 作 为 一 个 例子 , 利用 
式 (4.89) 来 计算 was, Wis 和 ws( 同 样 参见 习题 4.66)。 


E 


Va =a E ylyty(y, +g.)/K]/K” 
=yery[y4y ry TEs)+y,y,+g,y.1/X 


(4.958) 
Wu-yi (4.95b) 
Wists 0 (4.95c) 


Ah K” = (yr ga) H BalYp tES/Kctystyiy,t ma /K (4.96) 
因此 ， 根 据 式 (4.71) 和 (4.88)， 一 阶 代 数 余子 式 Y5 和 二 阶 代 数 剑 
FR Yass 及 Yass 可 以 从 图 4.17 中 得 出 


Yy K’ SIEL) 2 K^wiwos 


m (4.97) 
Yarss=K' D1 f(t) 5) =K" (war + Was) (4.98) 
Ws 
Yu K' YT De K'wa (4,99) 
Tos t 


这 些 一 阶 二 阶 代数 余子 式 之 比 都 在 G 和 Gr 中 保持 不 变 。 

象 前 面 所 讨论 的 情况 那样 ， 当 G 的 伴随 等 代数 余子 式 矩 阵 是 对 
称 时 ， 有 向 图 G 和 Gr 均 可 以 简化 ， 并 有 旦 简化 为 无 向 图 。 

推论 4.20, 如 果 式 (4.21) 的 YY 是 对 称 的 ， 则 


You= Df(t)=K fr) (4.100) 
Yu, = Diad =K LC. (4.101) 
Dm tha 


式 中 t+ 和 分 别 是 作 随 有 向 图 G,(Y) 和 简化 图 Gu 的 树 ， 而 tiix 
Alt, 分 别 是 G, MG. rh ts RW I 2- B8, K Æ GCV] PE Bë 
等 代数 余子 式 矩阵 中 元 素 的 代数 余子 式 , 其 中 V, 是 含有 少 于 nr1i 
个 节点 的 Gu 节点 集 的 非 空子 集 ， 符 号 LV] 下 一 次 表示 是 从 G, 
中 首先 将 不 在 Ve 中 的 所 有 节点 短 接 起 来 , 用 P 表示 这 一 组 合 节 点 ， 
然后 移 去 由 此 产生 的 由 环 所 得 的 图 ， 而 Gu 是 从 G, tH TAIR 
面 得 到 的 简化 图 ， 
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(0 移 去 局 部 子 图 GLV,]， 不 在 G, 中 的 边 被 认为 具有 零 权 的 
边 。 

Gi) ATTE V, 中 的 和 d GA D, 55 Ga WAG, DRG i) 
相 联系 的 权 wi 由 下 式 给 出 ， 


ws=(1/K) YII 


m 
m 


(4.102) 


而 对 于 所 有 i, Awa 0, Ip tho 是 GCV IR tijs 类 型 的 2- 
Bb. W V.) 是 集 V. GL I ER 

VER, 式 (4.101) 和 (4.102) 的 2- 树 中 下 标的 次 序 是 无 关 重 要 
的 。 

推论 4.21, 如果 Ve tk}, MARAR i, jek 有 


Wis Vist YaYu/ CLG eX) (4.103) 
n 
E 


式 中 yu 是 与 G, 的 边 人 ij) 相 联系 的 权 。 

如 果 并 是 无 互感 线性 无 源 网 络 的 不 定 导 纳 和 矩阵 , 则 公式 (4.103) 
就 是 网 络 理论 中 著名 的 Y-A 变 换 ， 是 由 SHEN[1947] 首 先 提出 的 ， 
但 是 式 (4.103) 也 适用 于 有 互感 的 网 络 。 因 此 ， 推 论 4.20 可 以 认为 
是 推广 的 Y-A 变换 ,而 定理 4.5 是 推论 4.20 对 于 有 源 网 络 的 推广 ， 
正如 将 在 $6 中 所 看 到 的 那样 ， 原因 在 于 网 络 函 数 总 是 可 以 表示 为 
一 阶 和 (或 ) 二 阶 代数 余子 式 之 比 。 

可 由 下 面 的 例 于 来 说 明 以 上 方法 。 

例 4.6， 考虑 如 图 4.19 所 示 的 网 络 或 图 G。, 假定 V, {1,2}, 
利用 推论 4.20 中 概述 的 方法 移 去 节点 1 和 2 所 得 的 对 应 简化 图 G。 
如 图 4.20 所 示 ， 与 Gu. 的 边 相 联系 的 权 wi; 根据 式 (4.102) 求 得 .为 
了 举例 说 明 ， 对 权 ws 和 wos 的 求 取 将 作出 详细 推导 。 

KAKER 4.21 的 图 Gs[1,2] 的 伴 随 等 代数 余子 式 矩阵 元 录 
的 代数 余子 式 ， 利 用 式 (4.32) 有 ， 
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W 4.19 电网 络 


Yast Yat ye Yea*ves 


图 4.20 移 去 节点 1 和 2 所 得 的 简化 网 络 图 4.21 图 4.19 
ie OA Gt[1,2] 


K= Soret) 
= (YH Yu t Yis) (Yz t ys) (4.104) 
Ap tE G*[1，2] 的 树 ， 根 据 图 4.22 和 4.23 得 到 ， 
kwa= 2 fta) 


tap 


=Yuyuys + VYisyuya (4.105) 
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kwa = Y, PONO 


thor 


= YY 2Y 13 + Yrs Yre Y23 + Yas Yas Yia Yu 


+ YuYalyot Yu + Yaya (Yia + Yu) 

+YsYasYay 

act YsuYnt YnYs) (Yis + Yia + yu) 
(4.106) 


= (yssy 


Lo 


BL 4.22 EGIL. 2, 3, 41 4.23 EM GF[i:,2.1,5J 


Shh th 05,2) BL GILL, 2. 3. ATA GIL, 2. 3. STR 
fi-R, ii. HB 


Kws—yuyaot YisyYiiYn (4.107) 
Kwa =Yyosyasyu t YasYas (V13 Yu) + YaYnYu + Yas Yas (Yu + Yi) 
= (Yis + Yu Yu) (YasYos + Yaya) (4.108) 
Kwa = Y1 Y13Y 23 t YuYaYos (4.108) 
Kw; = yssyasyas + ysaya (Vas F Ya) F YoY soya T yan ra Yaa) 
= (Yrs Yu Yue) (Yes¥as + Yseyas) (4-110) 


pie, Mela (4. 100) 04.100), B TE RAAT 
代数 余子 式 Y W RAE Yond Yusi TRAE: 
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Yy=k Da 
四 
=k[ ws (Wa T Was) (W; + Wss) + WacWas Was Was) 
3 Wao Was Was + Wag) Fw. Wie {Wss T Was + Wes) 


TESI Wag Wie | Was Was Wis F WasWas (Wat Was Wadd, — (4,111) 


Y... ss—= k SO f(s) 


"as 
Tk (Wait Was) (Woe i We) T Wis (Wart Was) T Wis Was 


+ wee) ]. (4.112) 


Yaos—k f(tse.s) 


thes 


mkUwacw s Wes Wae H Was os Tr Waele (4.113) 


8 4， 伴 随 有 向 图 和 COATES 


到 现在 为 止 ， 已 经 得 出 一 阶 和 二 阶 代数 余 FA Yi 和 Y. a 
开 式 中 的 项 是 怎样 与 伴随 有 向 图 G(Y) 的 有 向 树 和 有 向 2- 树 相 联 
系 的 ， 并 指出 G(Y) 可 以 怎 群 简化 以 使 代数 余子 式 之 比 保持 不 变 。 
在 这 一 节 中 ， 我 们 将 说 羽 怎样 从 COATES 图 公 A 中 得 到 这 些 公 
式 ， 这 是 合乎 馆 辑 的 ， 因 为 它们 都 与 行列 式 鸭 展 开 式 有 关 ， 我 们 的 
WIRED RB Cus [1967 bj 的 研究 成 果 。 


4.1 有 向 树 ，1- 因 子 和 部 分 因子 
HF Y 是 名 式 (4.21) 所 示 关 型 的 等 代数 余子 式 3 ME, bL 
ERRATA Y RIT 
dk GÆ Y WTB YH PEBE COATES Bj, BAR G. R fi w 
-1 个 划 点 ， 对 于 isi, SGML, DECRSEUB PASH, 
fTGi， 关 三 一 yr (4.1147 
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f(i, D= yx (4.115) 
Ai, jal, 2, e, n—1, Wh, GHAIG, DK 2779 n—1 
THY, BSG, ÆR, k=1, 2, «c, n, ËB Exi, KER 
所 有 i 有 


f(G, i)k)=y;k (4.116) 
作为 一 个 例子 ， 考 虑 式 (4.21) 的 4 阶 等 代数 余子 式 矩 阵 Y， 
六, 的 伴随 COATES 图 G, 以 与 上 面 贩 述 的 稍微 不 同形 式 画 出 ， 如 
图 4.24 所 示 。 在 节点 1 的 自 环 分 别 由 具有 BU yo, YM yulto 
(1.02, G. DG. DER. 
利用 第 三 章 所 讨论 的 COATES 图 方法 ， 代数 余子 式 Y 由 定 
BB 3.1 中 所 给 的 公式 计算 得 出 ， 


Yas 21CDnf(o (4.117) 


Akh G, ñ 1- 因子 ，q 是 h 中 的 偶 片 数 。 
如 在 第 三 章 § 3 中 所 
述 那样 ， 式 (4.117) 的 展 
于 式 不 是 非常 有 效 的 ， 因 
为 存在 大 量 的 对 消 项 。 例 
如 ,应 用 公式 (4.117) 展 开 
《4.22) 的 代数 余子 BK Yu 
产生 38 项 ， 其 中 22 项 相 
互 之 间 对 消 。 在 下 面 我 们 
将 首先 描述 了, 的 最 终 展 
开 式 中 不 会 出 现 的 那些 G。 
的 1- 因子 ,然后 证 明 剩 图 4.24 RCL RATER 
下 的 1- 因 子 怎 样 与 G(Y) TRA ER RA 
的 有 向 树 胡 联系 。 
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定义 4.13: [8 1-1 f- 


COATES 图 的 {- 因 了 于， 只 要 它 仅 含有 以 下 形式 的 自 环 、 
it, tay G, iJo eG, iy, (4.118) 
就 称 为 是 园 ， 存 在 一 组 Wl k kg oce. kQ(uz2) 和 对 应 
WH RA isa i =k.(v=1, 2, 0, DAR i, =k, iia 
Fio die eoio KE jM RREK, 
例如 ， 在 图 4.24 fy COATES 图 中 ,由 G, 32 B #F(1.1) (2.25, 
(3.3), 组 成 的 1- 因 子 是 圈 ， 因 为 存在 一 组 记号 2, S41, UR 
具有 以 上 性 质 的 记号 1，2 和 3 WB, 1 EP O10. Q.2.U 
(3.9) WAR, (HO D0(.24U (3.3), FER. 
8H8 4.8. eh 6 — Tc EK: 1 HAI 的 G, iy 
i- 因子 ， MWA, 在 G. 中 存在 一 个 LAF h.(h sh), GERE. 
—(—1)*efíhi)=(—1)er(h;), (4.119) 
nh as a, HI bs 和 hs rh RU C 
iW. HL, Bh PREAK (KS?) HAH, REA 
中 Li 的 补 ， 则 h=LiUE, WER 
LG jjUGs jð UG. hb) (4.1202) 
Lis jy Gs. h),U UG dn (4.120 b) 
Aii h;—L.UE 也 是 台 。 的 1- 因子。 由 于 
DADE (DEY aY yai (E) 《4-121) 
("Fh = (= Dia Yue ya (E) (4,122) 
Rh q Ma SHAT L ME PRAM, FRSA É HE 
(1) =(—1)" 得 出 。 
变量 是 所 有 G 的 1- 因 子 的 集合 ， 并 设 H* 是 日 的 于 集 ， 对 
于 H+ 中 每 一 个 h*+， 要 求 h* 不 是 圈 1- 因 子 ， 就 是 至 少 含 有 长 度 大 
于 1 的 有 向 回路 ， 那么 有 
2 4.7, 
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DT)=0 (4.123) 


RIP h* 是 H* 的 元 素 ，q* RE h* 中 的 价 片 数 。 

TE. É ha LUE H* 中 这 样 的 元 素 ， 它 不 存在 hf L'U 
EB’, 在 H* 中 也 不 存在 ， 它 具有 工 是 1 ARTER, 这 里 工 和 
L' 分 别 是 h; 和 了 rh H£ e 2 的 所 有 有 向 回路 组 成 的 th 和 h 的 
FE, 而 和’ 分别 是 ;和 hf LOL Ayah, 

对 于 G, pig- Gj E G, 中 也 存在 唯一 的 对 - 
BEAR, jh. MRE G. 中 对 长 度 之 2 的 有 向 回路 L.， 和 将 LL 中 
的 边 用 与 它们 对 应 的 唯一 自 环 进行 震 换 ， 并 定义 LI 为 这 样 获得 的 
ARAR, 那么 对 于 每 一 个 hi 的 选 笃 ， 存 在 2” 个 HH* 的 1- 辐 子 ，I~ 
因子 可 以 由 以 上 所 述 的 运算 获 每 ， 这 里 硬是 上 中 的 有 向 回路 
数 。 换 言 之 ， 如 果 S 是 可 以 从 hi 中 出 以 上 运算 而 产生 的 昌 * 的 1~ 
AFTE WA 

S,- (b; h=LiU ULSULGU---ULGUE), (4.124) 
APL, Ln f La LOO m SAE. Ta hii, fü Ad 

Cj BRB 1, 2, ve, mAAR 从 而 可 以 说 ，S: 的 一 
FERRA 芒 ， 共 它 的 一 半 并 不 含有 。 在 前 面 一 半 的 每 一 个 元 素 
中 月 工 ! $E Li, BRAT ARB STA E, Ae, RSI 4.3， 有 


二 (一 1D)sf(hy=0， (4.125) 
"es 


式 中 4 是 的 元 素 ， 而 4 是 了 中 区 负片 数 ， 

如 果 对 H* 中 所 有 的 h RIA SR, ee H* 中 的 元 素 可 让 
划分 为 其 有 以 上 性 质 的 一 系列 不 和 接 于 集 S,， 从 这 里 定理 直接 得 
E. 

以 上 定理 的 直接 结果 用 于 下 述 证 明 中 . EENT HS E 
的 APSR SRAM OY) hA AH COATES 图 的 改进 
COATES 图 G; HEA ATR. ATH EBL, WT. 和 $5 分 
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到 是 GOD) G; WA A LB TE R, WAK 

定理 4.8, EH-HH HER h M T, RRS RO. 

' 启 存在 一 一 对 应 的 美 系 ， 结 果 有 ; 
fh) 一 Tt) Hei), (4.126) 
AP ds RBA, 

证 明 ， 对 于 所 有 的 ij， 如果 把 Ge 中 每 一 条 过 (ii), f 600 
Fal, ERER MAHE GY) h h A E t È An 
ABA RM AR, ARRAN, H|: 必定 含有 长 度 之 2 的 
有 有 向 回路 。 这 就 崔 味 着 ] 是 G6. 的 圈 1- 因 于 ， 这 样 它 不 可 能 在 {(H 一 
HH*) 中 出 现 ， 而 这 是 矛盾 区 。 央 此 ， 在 (H 一 H*) RJ 3638 # T, ZZ El 
存在 一 一 对 应 关系 。 由 于 在 G HEC. D0-yo REGY) m, 
IG, J Syu, Miti f(b) —f(1.), REB, HAES SF F G¿ 中 
部 分 因子 的 稍 况 ， 细 节 留 作 练 习 ( 习 题 .33)， 定 理 证 毕 。 

因此 ， 对 于 i, j k=1, 2. een, AG.ZDBUTOENS f Y oc 
: 素 的 代数 余子 式 Yy EDU Fp PANE TF, 


Yu= J Dh) (4.127 a) 
= flt) (4.127 b) 
= à CODVIG), (4.127 c) 


Ap ht fü k AAG, G(Y), AG 的 LAF Tryp RS 
-分 因子 ，q 和 qr 分 别 是 了 和 k 中 的 偶 片 数 。 

EATA. BERDA 阶 等 代数 余子 式 年 阵 Y。 如 
以 上 所 述 如 果 代 数 伟 耶 式 4， 由 公式 (4.127 8) 展开 ， 在 对 消 之 前 
共有 38 项 ， 其 中 22 RHA, AP 16 项 与 图 4, 25 的 伴随 有 
向 图 G(Y) 的 有 向 树 RSA 4.26 的 改进 COATES 图 G: 的 部 分 
,于 子 处 于 一 一 对 应 英 系 。 
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Ëq ç.25 RUDHA Pu 图 4.28 图 24.23 的 COATES 
TUE ACE RUSPERS EBEA Fa 图 的 改 寺 COATES 流 区 


换言之 ,使 用 有 疝 树 和 部 分 因子 的 拓扑 公式 实际 上 与 COATES 
图 及 MASON 图 的 那些 公式 相同 但 前 者 仅仅 针对 后 者 的 未 消去 
的 1- 因子。 因此 , 就 式 (4.21) HERR FARM TH, R 
《4.127) 的 后 面 两 个 公式 对 计算 其 元 素 的 代数 余子 式 是 最 佳 药 ， 因 
为 在 这 些 代数 祭 子 式 的 展开 式 中 。 通 常 内 在 的 对 消 项 可 以 避免 ， 因 
此 ， 它 们 可 以 蛙 别 有 效 地 用 于 分 析 一 般 的 线性 系统 、 特 别 是 E 网. 
络 。 


4.2 有 向 2 树 ， 二 因子 连接 和 I- 部 分 因子 
RAMA, GOL) hy Arial 2-868 Ge 的 1- 部 分 因子 与 
G, 的 1 因子 连接 有 密切 的 关系 。 


定义 4.14， 轿 1- 因子 连接 。 ` 


从 节点 i 到 节点 j 的 COATES 图 的 1- 因 子 过 搂 Hi， 只 要 从 
H, 中 移 去 具 沁 点 ;到 j 的 有 向 路 径 的 节点 之 后 ， 对 于 G, 的 某 个 局 
部 于 图 来 说 ， 余 下 的 子 图 成 为 圈 1- 因 子 ， 就 称 它 为 圈 1- 因 子 连 
接 。 

WER Yaa HYPER COATES 图 中 类 节点 i 位 节点 j 的 所 有 1- 


fe 


因子 连接 Hi 的 集合 ， 并 设 F* 是 了 的 子 集 ， 要 求 对 于 在 F+ 中 的 
^ HR, Hi REH LATER, 就 是 至 少 含有 长 庆 不 少 
于 2 的 一 个 有 向 回路 ， 于 是 有 下 述 定理 ， 

3324.9. 对 于 ij 


X commas (4.128) 


Hy 
Bob B5 2 F* —-P ICH, Tas HS hha ae 

证 明 ; UP 是 G. PUR BM AU FLEURS. HFEA 
Pu 来 说 , 设 FP ETERA P 所 得 的 集合 。 GR, 
在 从 G. 中 移 去 Ps 的 所 有 节点 和 边 所 得 的 COATES 图 G.(Pa) rh, 
FS(CP5) 是 1 因子 集 ， 其 中 每 一 个 不 是 圈 1- 因 和 于。 就 是 至 少 含有 长 
Wp F 2 的 有 向 回路 ， 因 此 ， 根 据 定理 4.? 得 到 ， 


Hz Y (Cpt = 二 FE Y C8 tan | -o, 
€F'CP) THIERR P) 


(4.129) 
A h* dé FE(P;0 GPa) is LAF, ifj ar de ht 中 的 偶 片 数 。 
由 于 集合 F* 的 元 素 可 以 划分 为 一 系列 具有 以 上 性 质 的 不 相 SE 
子 集 PF*tPy)， 上 面 的 定理 即 可 从 这 里 得 出 。 
12 Tu. A So aE GONA G. 的 有 章 2- 树 ti 的 集合 和 L- 
部 分 因子 Rt:) 的 集合 ， 那 么 有 下 述 定理 
定理 4.10， 在 (FF 一 F*) 的 元 素 IL, 和 Tia KIER tj Si 的 
有 i)) 之 间 存 在 一 一 对 应 美 系 ， 而 且 有 
(SIER) = Ft = CD FOU? (4.130) 
SUP qa 和 qu SBE Ha 和 R(ii) 中 的 偶 片 数 。 
以 上 定理 欧 证 明 类 似 于 定理 4.8 的 证 明 ， 因 而 留 作为 练习 (可 
EN 4.36). 
因此 ,二 阶 代数 余子 式 Y... 可 以 由 下 面 三 个 公式 的 任何 一 个 
RF: 
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Yos Da (S DUH) (4.13123 


"i 


Y fou) (4.181 b) 


lI 


L(-)e (RG) (4.1816) 


式 中 Ha, tis RTKGDA AE G., GONA G: 中 从 节点 i 到 j 的 1- 
因子 连接 ， 有 向 2- 树 和 1- 部 分 因子 ， 而 qa qu 2 D) E B MR 
NULLI ME 

Ti^ BEP. RUB A 4 BJ S TORRE SUBE Y, q 
定 要 求 计算 二 阶 代数 余子 式 Y nae 


cy F ysi _ 
Y, = det] * Yid ys Yis ] 


“一 ya Ya T ya T Ya 

mynuync YuYsc YuYsnct Yaya r yuye+ynya 
TYuYa + yuysa T YuYsaYisys 

mynyact Yuya + yaya + Yuya + YuYu t Yuan 
yaya E yuya (4.132) 


因此 ， 如 果 Ya 大 由 公式 (4.131 a) 展 开 ， 则 在 对 消 之 前 ， 有 10 
项 产生 ， 其 中 两 项 相互 对 消 ， 余 下 的 8 项 与 图 4.25 G(Y) 的 有 向 
2- 树 ta 或 与 图 4.26 G; 的 1- 部 分 因子 R(2) 处 子 一 一 对 应 关系 。 
类 伺 地 ， 利 用 式 (4,131) 可 以 求 得 ， 
Yna—Yays t Yuya t YaYu t YnYu (4.133) 
其 中 各 项 与 图 4.24 G, 的 1- 因 子 连接 Hi 或 图 4.25G(Y) 的 有 向 
2- 树 bi: 或 图 4.26 Ge 的 1- 部 分 因子 RC12) 处 于 一 一 对 应 关 系 。 
此 外 ， 利 用 有 向 2- 树 或 1- 部 分 因子 来 求 二 阶 代数 余子 式 的 Ya 
规则 实际 上 与 COATES 图 (也 包括 MASON 图 ) 是 一 样 的 ， 但 前 
者 仅 针 对 后 者 的 未 消去 的 1- 因子 连接 。 因 此 式 (4.131) 的 最 后 两 个 


E 
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Š 5. 有 向 树 和 有 向 2- 树 的 产生 


高 阶 等 代数 余子 式 矩阵 元 素 的 一 险 和 二 阶 代 数 余 子 式 用 数字 计 
PWR TAR, PE A EAA e 
AA -WAR Ak, TRS AEM. 第 一 
种 方法 类 似 于 第 三 音 $ <.2 中 所 讨论 的 部 分 王子 和 -部 分 因子 的 
产生， 公式 是 简单 的 ， 但 必定 产生 对 消 项 ， 因 此 它 不 是 非常 有 效 
的 。 第 二 种 和 第 三 各 方法 是 迭代 法 ， 它 不 会 引入 尾 休 元 余 项 或 对 消 
项 ,这 三 种 方法 都 适合 用 于 数字 计算 机 。 前 面 两 种 方法 的 形成 完全 
来 自 CHENf1966 a、1968 a] MBL, Baw k Ae E 
FEUSSNER[1902，1904] 给 出 的 ， 并 且 由 MASON[1957] J" iZ f 
.用 。 还 有 共 它 产生 树 的 适用 方法 ， 它 们 将 在 第 五 章 中 详细 过 论 。 


5.1 代数 法 


设 G 是 一 个 n- 节 点 有 向 图 ， 其 中 每 条 边 都 用 边 标 识 符 er R es 
REE, BAM ey, MER Beat G 的 从 节点 i 指向 j 的 边 ， 
为 了 简 音 起见， 假定 G 没有 并 联 边 和 自 环 ， 但 推广 到 一 般 情 况 是 
-很 容易 的 ， 所 以 留 作为 练习 《习题 4,37)。 

象 阳 于 第 三 竟 人 4.1 中 的 那些 符号 一 样 ， 设 3 是 由 以 节点 i 作 
为 起 始点 的 G 的 所 有 边 的 集合 。 利 用 式 (3,118) 和 【3.119? 所 定义 
Aj Wang- 积 运算 , 可 以 得 出 

定理 4.11: 在 一 个 9- 节点 的 对 称 有 向 图 G 中 ， 设 

T.=8:@- DS OD. GS; , (4.134) 
ME T. 最 终 展开 式 中 的 元 素 对 应 于 G 的 有 向 树 t 的 集合 ， 只 要 边 
es 和 c; 在 所 有 的 运算 中 都 认为 是 相同 的 元 素 。 

TER. 不 难看 到 ， 在 T. 的 展开 式 中 每 一 个 元 素 对 应 于 G 的 一 
ATE, 除了 节 虚 上 的 射出 度数 为 0 之 外 ， 其 每 个 节点 的 射出 度数 
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均 为 1。 因 此 T, 的 每 个 苑 素 不 是 有 向 禁 4、 就 是 含有 一 个 有 向 加 
RATER, RH, BAGS Ah t 都 包含 在 Te 中 。 有 待 于 
证 明 的 是 ， 如 T. 的 一 个 元 素 不 是 台 的 有 向 禁 Ti， 那 么 它 必定 出 现 
Wate. ERRER P, BARI, 在 Wang- 积 的 展开 式 中 
它 恰好 出 现 两 次 ， 因 紫 它 不 会 在 式 (4.134) 的 最 终 展开 式 中 出 现 。 

设 x 是 这 样 的 一 个 元 素 ， 由 于 G 没有 自 环 以 及 在 所 有 的 运算 
中 边 so 和 es 都 认为 是 相同 的 ，x 将 应 于 一 个 含有 长 庆 为 uu 之 3) 
的 有 向 回路 LOTR, WL DE 是 x 的 互补 子 图 ， 那 么 x=L1U 
E, HT GERRI. MA Li 中 使 其 每 条 边 的 方向 相反 所 得 的 子 
# L; 也 是 台中 长 庆 为 上 的 衣 同 回路 。 从 而 由 此 得 出 : AAF G 
TE LUE 的 元 素 也 是 处 于 式 (4,134) 的 Wang- 积 中 因此，x 不 
舍 在 工 .的 最 终 展开 式 中 出 现 。 定 理 证 毕 。 

由 于 一 个 “无 向 ) 图 总 是 可 以 用 一 对 方向 相反 的 有 向 边 表 汉 其 
每 一 条 无 向 边 的 对 称 有 向 图 (定义 4.9). CAE Re F BB AT 
URGET FE fa BS BERE 

象 产生 部 分 因子 的 情况 一 样 ， 如 果 G 不 是 对 称 的 ， 漠 总 可 能 设 
法 使 它 对 称 。 设 G, 是 从 G 中 增添 一 最 小 边 数 于 G 而 所 得 的 对 称 有 
向 图 。 为 了 瞄 增添 的 边 与 原 已 在 Gp EC d, ARS oe 
aR. fn, WRG, DRAG, MG, Da G, HARE G H, I 
AEG PG, D esie S, GG. 外 用 < 人 标号。 

对 一 佳 塌 有 向 图 G， 按 照 则 才 采 用 的 规划 假定 对 应 于 G 边 已 
经 标号 。 只 要 cj 和 eii e, Me. 在 所 有 的 运算 中 都 认为 是 相亲 的 
TCR. 那么 G, 的 有 向 树 集 可 以 由 定理 4.11 中 概述 的 方法 产生 。 如 
果 消 去 集合 中 所 有 至 少 含有 一 个 带 搬 号 “的 字母 的 所 有 那些 元 素 ， 
那么 余下 的 元 素 就 是 所 要 求 GG 的 有 向 树 。 

ER, BFA (4.134) 的 集合 Sf 的 Wang: 积 相当 于 产生 无 
相同 下 标 ASPET RS) WSS, RANA SA Ra 
下 标 在 别处 作为 排列 的 元 素 。 强 调 指出 ， 既 使 在 所 有 运算 中 下 标 序 
是 无 所 谓 的 ， 但 是 形成 一 个 子 图 的 外 乘积 中 都 古 重 要 的 。 


由 于 Wang- 积 运算 起 符合 结合 律 的 ， 则 待考 察 的 组合 数 通过 
在 较 早 步 又 中 就 删 去 某 些 元 素 可 以 大 大 减少 。 例如， 如 果 在 SIG 
8 中 有 一 个 具有 相同 下 标的 元 素 ， 那 么 在 作出 Wang 一 积 这 算 之 
兽 ， 这 一 元 素 可 以 从 SOS 中 删 去。 如 果 两 个 元 素 具 有 相间 的 下 
标 ， 这 同样 是 有 效 的 。 它 们 应 当 在 使 用 共 它 运算 之 前 先 删 去 。 

由 下 面 的 例子 来 说 明 这 个 记 题 。 

884.7. 考虑 图 4.15 的 有 向 图 G， 假 定 要 求 产生 有 向 树 ts 的 
SATs, MAF GI) G, 如 图 4.27 所 示 。 对 此 ， 除 了 边 (2、4) 用 
ez 标号 之 外 ， 设 G, 的 边 (i，j) 用 符号 es(i、j=1、2、3、4、5) 来 标 
号 。 根 据 定理 4.11 可 以 得 到 

Ty SIES 
= {en}@{ea, en, ez Crs} Goles, Cs 
ar} e Cas cu] 


= eren, C12024, Guten) E denis 6n 


Onus Dnfuns Casas, CosCazs Essers Cata) 
= {elaeaesteis，elacoaeasetz，clzf2acagei3， 

Cunt, Clzeaicaae46， el2e24634645， 

elze1aease1a， el28346s6e1s， elzessBazcdzs 

elaeracazela，elaezaeaze45， Ciaeaseat64a， 

DM 

elaeascstetay， C12€2503504s} (4.135) 
由 于 Ti 对 应 于 GIAR ts 的 集合 , G 的 有 向 树 ts 的 集合 可 以 很 容 
易 地 从 工 :中 删 去 至 少 含有 一 个 带 撤 号 “” 的 字母 的 那些 元 素 得 到 ， 


Ts = {e12023821C35, C12023035Cs2s C1223C35643, E12C23035815» 


@ire2;e;2@42, el12625Cs2643， Cl2835852845， el26zs634642， 
cuzeaiesieis，6lae256s5642， elapaiciiels， elz8z58s5546 
(4.136) 
简单 改进 一 下 ， 从 上 方 靶 也 可 以 用 炒 产 生 G 的 有 向 2- 树 集 , 我 
们 仅仅 陈述 一 下 结论 ， 而 详细 的 证 明 留 作为 练习 (习题 4.38 和 
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4.54), 

定理 4.12. 在 一 个 mn- 节 
点 对 称 有 向 图 台中 ， 设 Ti 表 
GÉÉRSI-1, 2, en, 
Bep 的 Wang- M, AE 
Deo Ale, 在 所 有 运算 中 都 
AARMMZH. 那么 在 Tu 
REBAR MEF GC 
OH fl 2-8 Ti。 

象 产 生 有 向 树 的 情况 一 图 4.27 ABB 4.15 的 有 独力 中 出 
E, 如 果 G 不 是 对 称 的 ，G, 的 Hin el EH E EET: 
ESPERE FET DUIBEL ERE d; ok PE, Ima Ar Br 
REED SAS COIT FE IGNES CSS, MA PAGERS 对 应 
于 所 要 求 的 有 向 2- 树 集 。 我 们 将 用 下 酒 的 例 工 来 说 明 这 一 方法 。 

$I 4.6, FEMA 4.15 RAMS, Re 要 求 产生 G 的 
有 向 2-Bl fa.s 的 集合 Taso HERA G, 如 图 4.27 Bit ae, JR 据 定理 
4.12, FE G, 的 有 向 2- BE 85 的 集合 Ts 如下: 

Te.s= (Ga) Bles., 0n. €o Cas} Des Cas, €e) 
=e, tutus futs {ess, ca, tu) 
= {e223042, $ututas Erufas Cutuitu, 
fitus) elzBzae12， elaezicds Clseaseus} — (4.1378) 
RAA T rh REA PE AS, f 
Tis lentes 28200, Eitza, 2625505 


nass, elzez5e45 (4.1375) 

5.2 BR 
DT in, LSRR AMA CHAR MA 向 2- 树 怎样 
个 代 数 靶 来 产生 。 但 是 如 前 记述 ， 由 于 必定 会 因 下 标 重 复 而 出 现 多 
剑 项 ， 了 因此 这 不 是 非常 有 效 的 。 在 这 一 节 中 ， 将 描述 一 种 有 效 方 
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3k. ESUUUEBHS OE TRUSAMTI 2- 树 ， 而 不 出 现 重 里 ， 多 余 或 
对 消 项 。 

RGA 1- PAM AA. Fe cb Gas 节点 i # E 
j 的 边 G, D MAS. PRB. EU: GS AA SS 和 并 联 
ib, TEAM. AR, ATHER RRA. 作为 有 高 衬 
的 参考 点 或 G 的 有 向 2- 树 的 一 个 参考 点 。 


定义 4.15. AS, 


O-PS AT GAS, 起 下 式 同 号 矩阵 的 行列 式 , 用 
TEE UG) Xm. 


Len 一 ea Den ttt Sea 

= 
| o 
vi] m= 

i 
i 
> 
i ea Tean 一 Po t. Bae 


AURA GA IR es 看 成 为 与 台 的 边 相 联 系 的 权 ， 则 同 号 
式 UCG) 实际 上 就 是 G 的 手 陪 矩阵 元 素 (n, n) 的 代数 余 FR, 
唯一 的 差别 是 伴随 矩阵 不 可 能 是 等 代数 余子 式 皇 阵 。 注 意 ， 
U(G)?=detUtG)。 在 下 面 将 讨论 改进 UL(G) 的 列 展开 的 一 种 方 
法 ， 这 将 反复 移 去 在 展开 UG) 中 所 有 的 对 溢 项 ， 因 此 在 进行 展 
开 中 将 天 大 减少 工作 基 。 由 于 UG) 的 景 终 展 开 式 的 项 与 G 欧 有 
向 至 ti 处 于 一 一 对 应 闫 系 ， 所 以 这 一 过 程 也 就 产 下 了 所 有 台 的 有 癌 
Bf tao 

展开 ULG) 中 重复 移 去 所 有 对 消 项 可 由 如 下 步 BORSE. PIT 
列 之 各 去 替换 UG) 的 第 一 列 ， 这 就 产生 其 行列 式 与 UCG) 行 列 式 


E 


i feu | 
| 3 | 
ie £65 —en = Cup 
i s 
i E i 
1 2 

Soin 一 carus Reps ti] eur 
- ^x 


(4.138) 
为 了 方便 起 见 ， 可 以 说 式 (4.180) 是 ULG) 的 改进 式 或 只 说 UU(G} 
”站 玫 改进 式 。 于 是 可 以 开明 ， 对 于 一 个 布 给 宝 的 处 于 改进 式 的 同 号 
RE PC(G)， 其 行列 式 可 以 表示 为 阶 比 原来 的 U(G) 少 1 的 同 号 
抵 阵 〈 也 处 于 改进 式 ) 行列 式 的 加 和 权 和 和。 重复 这 一 过 程 直 到 所 有 的 
同 号 抵 侨 的 阶 都 为 1 为止 。 
于 是 如 果 沿 其 第 一 列 展开 式 、 则 有 


U(G)= F eUu, (1.140) 


式 中 UE UG) 元 素 人 bj) 的 代数 会 子 式 。 设 UE AUG 中 
通过 出 去 第 让 行 和 第 j UBT Pe, Fi 一 1，Ua 可 以 简单 
地 通过 将 所 有 随后 的 列 加 到 U, 的 第 一 列 而 城 于 改进 式 。 对 于 ied, 
TUa 可 以 仅 通 过 将 其 第 “一 I) 列 移 到 第 一 列 的 位 置 而 保 持 3: 它 列 
按 原来 次 序 排列 不 变 ， 这 样 置 于 改进 式 。 这 样 做 需要 总 数 达 (i 一 2) 
沈 的 列 交换 。 由 于 蝴 终 所 得 的 和 矩 宅 的 第 一 列 苑 素 都 带 负 号 ， 设 这 一 
AR ATR SB DIES. PAP GE MRR, 不 难 
BA Mu 是 改进 式 中 的 Un, WR 

Uí-(—-1)71C-1)7(—1)M, = Ma (4.1412) 


U(G)- F’ e Mi (4,1415) 


= 
A MucdetU,, MEHA F x-2,3,-n—1, # M. =detM,,, 


* 808 


FAT Wao AT REL E yas. 

8l 4.9， 考 虑 如 图 4.28 所 示 的 有 向 图 G，ULG) 违 同 U(G) 
竟 改 进 式 以 及 其 展开 为 较 低 价 的 园 号 矩阵 《也 处 于 改进 式 ) 以 行列 
式 的 形式 给 出 如 下 ， 


ei 0 0 5 
U(G)= ês Ete 0 一 ea 
=ê; E Ü 
0 0 — “+ë 
IZ 9 0 9 
jO ete 0 — 
| 0 一 es [A Q 
Es 0 ts Es + Cs 
E 0 —& Lo 5 [] 
=e 0 É, a + ed e Erte; | 
B. — es estes [0  -e e 
es 6 l e oh 
C +el ) 
Ee er 十 ea i 9 e, 
=e,eze,(es + s) + ECEE (4.142) 


Telit BOR h A 3 项 ， 其 中 每 一 项 对 应 于 以 节点 5 为 参考 点 的 
有 向 杠 。 可 以 看 到 所 有 的 项 都 以 因子 分 解 形式 给 击 ， 从 应 轩 的 观点 
来 看 ， 这 确实 是 最 希望 的 形式 ， 因 为 通常 我 们 感 兴趣 的 是 子 图 的 权 
乘积 而 不 是 子 图 本 身 、 因 此 没有 必要 进行 最 终 展 开 。 

例 4.10, "ERE 4.28 有 向 图 G 的 伴随 无 向 图 G,， 和 如 图 4.29 
所 示 。 部 果 需 要 求 G。 的 树 集 ， 可 以 采用 同样 的 方法 。 唯一 的 盖 别 
是 使 用 GAMH RENA G, 的 同 号 式 U(G,) 。 这 里 G, 中 一 对 方 
FARHAD RAW Shea, RET 把 G 的 边 
标识 符 看 成 是 G. 的 伴随 边 权 ; 
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B 4.28 说 明 产 生 有 向 本 的 有 向 图 。 图 2,29 图 4.28 有 向 图 的 从 随 无 向 


| el 二 cz 一 ez 0 5 
UG)- 一 ez @T+e+@ 一 全 一 ea 
o — e eté — t; 
| 0 一 es — ês — Cb Eg b ë 
° 一 ez 0 e 
EE Egh €s F BL — — 6; 
N 0 一 es é + 一 es 
Cs —$5 ~es Estes teg 
LZ — es 
=e} 0 edu ~es 
Es — es €z + Cs +e 
0 一 如 9 
^E CMa ear ey — 
| es — ees 
- a a °“ 一 es | 
í Os Cg Est eg Ca 
ad^ 7% )+ sd e: 5 | 
€s Estes e Gy tes 


+ Es 


0 一 


e Cybele. 
= Cla Oye, 46; 十 cc6 十 ese5 十 Bscs) 


EE 


dO Ou 0:0, +! gly | e365) + CsCl EE H oes) 
+ eaeseses (5.143) 
在 最 终 的 展开 式 中 有 11 项 ， 其 中 每 一 项 对 应 手 Ge, 
显然 ， 如 果 对 G 中 所 有 的 1 和 j . Wik eu 1, MA UG) 就 
变 成 有 向 树 和 矩阵 D(G) TE (vm) 的 代数 剑 子 式 ， 对 Tp 
D(G,) 来 说 ， 这 同样 是 有 有效 的 。 六 此， 这些 代数 余子 AK 示 G 的 
有 向 树 和 G。 的 毁 的 数目 。 由 于 它们 的 特殊 形式 ， 以 上 讨论 的 方法 
可 以 有 将 地 用 来 求 他 们 的 值 。 
作为 一 个 例子 ， 考 虑 例 1.9 Bois es U(G)， 如 果 设 所 有 的 边 
标识 符号 都 是 1， 那 么 


1 0 0 O 
wii ot 
0 0-1 2 
1 D 0 of 
to 2 o -1| 
“jo —-1 1 9 
1 90-1 2 
1 0 —-1||o 0 0 
=l 0 1 4 |+| 1 2 1 
1 -1 2||o -1 1 
aj? ° -1 Pfa 4.14 
1 2] 1o a! : 


BUE. 在 G 中 有 三 个 有 向 几 ts, IECUR. MAE R A 4.29 G. 
树 数目 ， 可 以 使 用 同样 的 方法 : 


2 =i 0 0 

—1 3 —1 —1 

u= 0 一 1 2 —1 
0 —1 -1 3| 
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1 — 1 0 0 
o 3 —1 -1 
jo -1 2 一 1 
1 -1 —1 3 

EI 0 —1 0 

=o 2-—1l1 3 -1 

1 一 上 3 1 —1 2 
dai —1| Ji —1 
4i 3 IF 2 

41 949 7158 (4.148) 

1 2| 1 3 


这 样 在 G. 中 有 11 个 树 。 

只 要 稍微 改变 一 下 ， 同 样 的 方法 也 可 以 用 来 产生 有 向 2- 树 或 
2- 树 。 假 定 要 求 在 G 中 采用 以 上 讨论 的 迭代 法 来 产生 有 向 2- 树 集 ， 
这 相当 于 展开 代数 余子 式 Ui;。 例 如 设 i>j， 令 Ui 的 第 (i 一 1) 列 移 
到 其 第 j 列 的 位 置 ， 而 保持 所 有 其 它 的 列 原 来 的 次 序 不 变 。 通 过 这 
样 做 ， 需 要 总 数 达 (i 一 j 一 1 次 的 列 交换 。 由 子 所 得 的 矩阵 的 第 j AU 
元 素 都 带 有 负 号 ,让 这 列 所 有 元 素 的 符号 都 改 为 正 。 为 了 方便 起 见 ， 
设 这 样 导出 的 矩阵 M; 称 为 矩阵 Us 的 改进 式 ， 那 么 

TU 一 (一 TD 一 DT 一 DMI 一 MY 《4.146) 


起 中 MS= detM4。 此 外 ， 不 难看 到 改进 式 中 任何 U 通过 同时 交换 
行 和 列 可 以 变换 为 同 号 式 矩 阵 的 改进 式 ， 因 此 这 不 会 改变 其 行列 式 
值 。 辣 样 对 子 i<j 来 说 ， 这 也 是 有 效 的 。 我 们 已 经 考虑 U(G) 的 展 
开 式 中 i 二 j 的 情况 。 因 此 U; 改进 式 的 行列 式 可 以 表示 为 阶 比 U 
的 阶 少 1 的 同 号 式 矩 阵 行列 式 (也 是 改进 式 ) 的 加 和 权 和 。 

作为 一 个 例子 ， 考 ED 4.9 中 给 出 的 元 素 (1 .3) 的 代数 余子 式 
Us, Ui 连同 Uis 的 改进 式 及 其 展开 为 较 低 阶 的 同 号 拭 阵 (也 是 改 
进 式 ) 以 行列 式 形式 给 出 如 下 : 
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t ] 


po Gites ~e 
Us-(-D'"| 0 —& 9 
i 9 0 est ee 
ezte, ez 一 es 1 0 —« 0 
一 | 一 6 0 0 =j ez ez 二 es 一 cs 
0 0 eres 0 0 ete 
° 0 
=e, 0 ete = e201 ute) (4.147a) 


此 ， 在 6 中 有 两 个 有 向 2- 树 ta.s。 类 伺 地 ， 如 果 需 要 得 到 如 多 
4.29 所 示 图 G, 中 的 2- 树 ba.s， 则 可 以 采用 同样 的 方法 。 为 此 考虑 
代数 余子 式 Un 而 不 是 Un. BD tos 中 的 下 标 序 是 无 关 紧 要 的 。 
一 ea 0 0 


ea 十 es 十 ee ~ê, 


Uss 
一 ea es Cases | 

0 =e 0 

€, € tet € 一 Cs 

es 一 ea ea 十 es 十 es 


+e, 


一 ez | 


es @+e+e 


ea €+ +e 
= eutr (Cg + e; + Ce) 十 esezes (4.147 b) 


因此 ， 在 U, 的 展开 式 有 4 项 ， 其 中 每 一 项 对 应 于 G, 的 树 bys 或 
terse 

象 有 疝 树 情况 一 样 ， 如 果 设 所 有 边 标识 符 都 是 1， 则 上 面 概述 
的 方法 可 以 相当 有 效 地 用 来 计算 G 中 有 向 2- 树 数目 或 G, 中 2- 树 数 
B. Bin, Gu 中 树 ts.s 的 数目 N(bs.5) 可 以 求 得 如 下 ， 


一 1 0 0 0 —1 0 
N(ua)-| 3 一 1 -1 j=} 1 3 一 1 
一 1 一 ! 3 1 —1 3 


“3t0 - 


-| Too) jo mit, 
=|1 3 |- 1 3 F (4.148) 
正如 在 这 一 节 早 就 陈述 过 的 ， 同 号 矩阵 U (G) 非常 类 似 于 电网 


络 的 节点 导 纳 和 矩阵 。 凡 此 ， 以 上 方法 也 可 以 用 来 求 节 点 矩阵 导 纳 矩 
阵 行列 式 值 ， 而 不 必 首 先 建立 伴随 有 向 图 。 


5.3 部 分 因子 分 解 


该 方法 的 基本 原理 是 相当 简单 的 。 方 法 根据 这 一 事实 ， 如 果 认 
定 一 条 终止 于 有 向 图 G 节 点 k 的 边 e， 那 么 G 的 有 向 树 t, dur T. 
可 以 分 为 含有 边 。 的 Ti(e) 和 不 含有 边 。 的 T.(5)。 如 果 符 号 Olg; 
8g?) 用 来 表示 从 G 中 首先 短 接 所 有 含 于 8 的 边 ( 移 去 由 此 产生 的 所 有 
BO, 然后 移 去 所 有 含 于 g 的 边 而 所 得 的 有 向 图 ， 这 和 所 Aes Æ 
G 的 两 个 边 不 相 接 子 图 ， 那 么 Ti(e) 的 元 素 与 Ge, 6) 中 有 向 树 tr 
处 于 一 一 对 应 关系 ,而 TEE Gl, OPARE t XB 
示 空 图 。 如 果 对 Gle，5$) 和 G{$，e) 重 复 这 一 过 程 ， 则 最 终 产 生 G 
的 所 有 有 向 树 tr 而 不 会 产生 对 消 项 。 这 方法 无 疑 是 由 FEUSSNER 
[1902, 1904] 用 于 无 向 图 而 给 出 的 ， 此 后 由 PERCIVAL[1953] 用 
来 分 析 无 向 图 和 由 MASON[1957] 用 来 分 析 有 向 图 。 这 种 方法 简单 
概述 如 下 。 

设 C; 是 由 终止 于 六 点 的 所 有 边 组 成 的 G 指 子 图 。 设 三 和 互 
是 Ci 的 互补 子 图 ， 用 ti(E) 表 示 G 中 以 k 为 参考 点 的 有 向 树 ， 因 而 
Ay 


t,(E) NC; =E 

定理 4.13, 3EFG( E) pL k 为 参考 点 的 每 一 个 有 向 树 ,在 
G 中 有 一 个 唯一 的 有 向 树 tt(E) 相 对 应 ， 反 之 亦 然 。 

定理 的 不 同形 式 在 习题 4.64 中 给 出 。 

正如 从 下 而 推论 中 所 看 到 的 那样 ， 以 上 概述 的 方法 也 可 以 用 来 
产生 G 的 有 向 2- 树 集 而 不 会 产生 对 消 项 。 


iM 


推论 $.22， 设 G* 是 从 G 中 使 节点 i 和 ji Hie, I i 表示 这 
一 组 合 节点 而 导出 的 有 疝 图 ， 那 么 对 了 于 怠 前 每 个 有 疝 2-8 6,3 
在 G* HHA ABBA AA, ROKR, 

有 可 能 不 是 用 短 接 G 的 一 条 边 ， 而 是 短 接 一 条 有 疝 路 径 的 所 有 
这 ， 来 产生 有 向 树 集 。 这 种 方法 由 MASON 和 ZIMMERMANN 
[1960] 称 为 在 (有 向 ) 路 径 上 的 展开 或 关于 节点 对 的 展开 ， 并 且 以 下 
面 定理 为 基础 。 

定理 4.14, 无 让 环 的 有 向 图 SG 的 生成 子 图 t, 当 且 仅 当铺 足下 
AAT REKEN — TE EA k ARRADA ANA, 

(1) 对 于 每 个 节点 iskx、 在 tt 中 从 节点 i 到 存在 一 条 唯一 的 
有 向 路 径 。 

(2) 在 tt 名 有 nn 一 1 条 边 ， 其 中 对 王 每 个 节点 isk 都 存在 一 条 
1 到 上 的 有 向 路 答 ， 这 里 1 是 G 的 节点 数 。 

定理 的 证 寞 是 简单 明了 欧 ， 因 测 留 作 练习 (习题 4.44)， 这 和 神 方 
庄 已 在 数字 计算 机 上 使 用 ，BROWNEU [1968] H ALGOL 语言 写 
LT ULE. 

UE — + eG. ene TER RR RHH 
RRR Rm, WAAT PENTR k 的 选择 来 说 ， 
GAA t 的 集合 可 以 由 下 表 式 唯一 地 表示 ， 

T.= |] {Pea} x rz (4.149) 


AP Pr EG rh JK i AS 3 BAT k BB 3 m fro, TIAE GPR: 
6) Dk 23 AW AMR, TSS CURE He Fo CR JL 
《Cartesian) 乘 积 ， 而 并 取 遍 G 中 整个 PR, inf, HAR BR 
都 是 子 图 ， 但 它们 都 假定 由 边 标 识 符 的 并 置 洲 表 东 。 VIGO. 
PASTAS, RAZ. CHAM RT LAD ATS 
解 形式 来 表示 。 从 实用 观点 来 看 ， 没 有 必要 进行 展 天。 
作为 一 个 例 于 ， 考虑 如 图 4.15 所 示 的 有 向 图 G， 于 是 可 以 在 
节点 对 上 (比如 说 节点 1 和 5 ) 展 开 而 产生 的 有 向 其 ts 的 集合 Ts， 
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Ti = 1612625) X {C32045, Cas0s2, Cus, Cut. Cas@sr, eic 
es4845， Cut) Uteisenes) 
X(@n, Cay es) U {8128236534645} (4.150) 

显然 ， 如 果 G(PA, 如) 仍然 是 复杂 的 ， 同 样 的 方法 可 以 重复 使 
用 直到 所 有 的 项 可 以 由 直观 而 得 为 止 。 当 然 ， 通 过 有 向 路 径 展 开 所 
需 工 作 量 的 大 小 东 决 于 这 一 具体 有 向 图 的 结构 ， 以 及 对 于 展开 和 并 
置 来 说 的 节点 对 的 选择 。 

类 似 地 ， 如 果 钴 要 求 出 图 4.19 BIG, 中 的 树 ， 则 可 以 用 同样 的 
方法 得 到 。 它 的 优点 是 可 以 自由 地 选择 参考 点 。 因 此 ， 通过 节点 对 
上 的 展开 (比如 说 节点 2 和 4) 可 以 产生 G 的 树 集 T。 为 此 我 们 也 来 
用 局 部 展开 ; 

T= (exea) x {613623} x (ees U {esess} x (esed U {eu} 

X dents Cun, Css, Cnufns Sistas, C1se1s} U (eres) 
xles, ea; Cast) UCleneseseu) 

x {e1s, 0n, Cast) UClenenei) 

X[euen, Crelss, Onus EstEzs, @ssÉ35> Estas, elt656} ) 
U {esaeraercesses} ) U Cersesseas} 

X (enti, 6x65, see1t, Crs@isy Creer) 


Uenesestueu) UClenenentid x {Cres ex] 


(4.151) 
UP eu Bü eu RR G, 的 连接 节点 i 和 j 的 边 。 


$ 6. 电网 络 的 直接 分 析 法 


自从 早期 的 电路 工作 者 尝试 在 线性 电路 分 析 方面 使 电路 问题 公 
式 化 以 来 ， 实 现 导 出 网 络 分 析 的 快速 方法 的 成 果 似 平 非常 少 。 在 前 
一 节 中 所 讨论 的 方法 有 可 能 对 一 般 线 狂 电 路 进行 快速 分 析 。 在 这 一 
节 中 ， 将 表明 怎样 使 用 这 些 方法 凭 观 察 网 络 结构 直接 写 出 网 络 函 
数 。 在 这 里 所 研究 的 问题 类 似 于 由 MASONL1957] 以 及 BOISVERT 


EE 


和 BROBICHAUD[1956] 所 纵 出 的 问题 。 虽然 他 们 鸭 方 法 。 观点 和 
MAZARE. ERRARE. BORER, Bae 
SUPA faz Vo EXE, ik FREE LRA 
式 的 变型 ， 因 而 其 结果 可 以 用 统一 和 系统 的 方法 导出 。 


6.1 开路 转移 阻抗 和 电压 增益 函数 


设 沁 是 由 任何 方式 连接 任 疮 数量 的 有 涛 和 无 源 元 件 构成 的 n- 池 
点 线性 网 络 。 设 ，wz，… ，t 分 别 是 节点 l. 2, ee, 和 ( 基 个 
任意 的 但 未 特 指 的 参考 节 点 之 间 所 油 的 电位 。 如 果 ， b cs ie 
分 别 是 从 外 网 络 进 人 节点 1，2，* +，n 的 源 电流 、 那 么 节点 电位 
和 源 电 流 的 关系 由 下 面 的 线性 代数 方程 系 表 示 

I=Vv (4.1527 
式 中 工 是 表示 源 电 流 的 n- 人 矢量 ，Y 是 表示 节点 电位 的 ni- 关 量 ， 而 
了 是 与 网 络 N 相 联系 的 阶 为 n 的 不 定 导 纳 年 阵 。 

由 于 不 定 导 商人 算 阵 下 也 是 一 个 式 (4.21) 类 型 的 等 基数 侠 子 式 矩 
阵 ( 例 如 ,参见 SHARPE 和 SPAIK[1960])， 其 每 项 元 素 之 和 等 于 
零 。 于 是 方程 系 (4.152) 可 以 轿子 以 下 形式 ， 

I-YV" (4.153) 
At V'cV-—W. WV E nd. KBOSGOERNUE v. v. ET 
Bm isi E. 因此 V 的 节 j 行 中 的 元 素 vis ORA m 
节点 j 的 电位 升 。 E 

为 了 计算 网 络 函 数 ， 设 网 络 太 受 如 下 约 东 ， (dtl. 自 节 点 上 
流入 而 从 节点 $5 流 出， 此 分 没有 其 它 进 人 网 络 的 源 电 流 CEU. 
WR LEIDR IFAR IBA do-0(xXr), AR SiS in), 

AF Y 是 等 代数 余子 式 矩 阵 ， 式 {4.153) 的 方程 系 是 线性 相关 
的 ， 因 而 其 中 一 个 方程 式 是 多 余 的 。 设 从 式 (4.153) 中 量 去 第 S 行 
$ 列 ， 那么 对 于 k=1，2，-- , n, Ekm, H323F38(CRAMER) 
法 则 ， 不 难看 到 方程 系 (4.153) 的 解 为 

Mt Yur (4.154) 


Blas 


AP Vin 是 V” 的 第 上 行 元 素 ， 而 Yu 和 Y... 是 不 定 导 纳 矩阵 
元 素 的 一 阶 和 二 阶 代数 余子 式 。 当然 ，Y 的 行列 式 蚀 等 子 零 。 广 
R: Ya rh Fi u gf v 的 选择 是 任意 的 。 

网 络 N 可 专用 如 图 4.30 BEES REC" 描述。 路 在 节点 对 rs 和 
pq 的 电压 分 别 指定 为 ve 和 v*a， 电 压 的 正极 狂 端 置 子 节点 5 和 Pp， 
并 假定 输出 端 是 开路 的 。 这 是 非常 一 般 化 的 ， 因 为 任何 负载 都 可 以 
认为 是 网 络 N 的 一 部 份 。 只 有 当 如 图 4.30 那样 的 黑 盒 内 不 含 任何 
独立 源 ， 网 络 通 数 才能 具体 定义 。 目 前 对 N 仅 作 这 个 假定 《另外 是 
JAS, SHES TUM ARE), 但 是 可 以 含有 受 控 源 。 此 外 ， 假 定 
所 有 电流 和 电压 函数 都 以 拉 普 拉 斯 (Lap Lace) 变 换 形式 给 出 。 


Bi 4.20 PRG ES DE Bie A TE Ha es OR DARME 


定义 4.16, 开路 转移 阻抗 函数 。 


FATES Zon RRN, E 4.30 所 示 的 网 络 节 点 对 rs 和 pa 之 
间 的 开路 转移 阻抗 函数 定义 为 当 网 络 中 所 有 初始 条 件 和 独立 源 都 置 
于 零 以 及 输出 端 开路 时 ， 电 压 pq 对 电流 i, 之 比 。 


定义 4.17， 了 驱动 点 阻抗 函数 。 


当 T=p 和 s=q 时 ， 转 移 阻抗 兽 数 Z... 变 为 图 4.30 ROH 
点 对 Ts 之 闻 的 驱动 点 阻抗 函数 Z... 
因此 ， 根 据 式 (4.154) 得 到 
Zia Yol Yow (4.155) 
Z, =Y. Yow (4.156) 
注意 到 在 转移 和 驱动 点 阻抗 函数 的 表示 式 中 ， 下 标的 序 次 如 下 ，- 
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AEA BA. SRN, D-RAM, qt E2% 
TA. WAS 和 q 形成 一 种 双重 基准 ，8 对 电流 而 言 ， 而 9 对 电压 
Hizi, WG G r 和 则 表示 输入 和 输出 的 转 移 量 度 。 此 外 ， 有 甚 于 
leto. UAE SRM FE fd SB. Yos HY Po ET 
下 标 是 关于 电流 的 ， 而 第 二 个 下 标 是 关于 电压 的 。 

设 GCY) 是 不 定 导 纳 和 矩阵 了 Y 的 伴随 有 向 图 ， 那 么 根据 式 (4.56)， 
对 (ss 和 psq， 有 


Y... a= XP) X042, (4.187) 


tupaq pm 
式 中 to 和 ta 是 GfY) 的 有 向 2-9, 
仿照 PERCIVAL[1953] 对 无 互感 无 源 网 络 给 出 的 类 羽 表 示 沙 ， 
公式 (4.157) 可 以 用 直观 形式 表示 ， 如 图 4.31 所 示 。 这 种 表示 方法 
表明 在 公式 中 涉及 两 种 类 型 的 有 向 树 ， 其 中 包括 参 若 忆 点 。 
借助 一 些 新 定义 ， 公 式 (4.157) 可 以 进一步 简化 。 


To ——P >< 
s——— E 4 


图 4.31 方程 并 (4.157) 的 几何 表示 法 


定义 4.18. RE. 


有 向 图 的 某 一 路 径 如 果 对 其 中 的 每 个 节点 IK), 从 节点 k 
到 节点 了 者 存在 一 条 有 了 向 路 径 ， 则 这 一 路 径 称 为 相对 节点 HRR 
径 ， 用 符号 P 表示 。 

作为 一 个 例 于 ， 考虑 如 图 4.28 所 示 的 有 向 图 G， 用 边 标识 符 
eaeteses 表 未 的 路 径 P 相对 于 节点 RARE, 因为 对 每 个 节点 j 
G=1, 2, 3, DR., BU 4 到 节点 j 都 存在 一 条 有 向 路 径 。 
但 是 相对 于 节点 3 来 说 ， 就 不 是 真 路 径 。 因 为 路 径 中 从 节点 3 DT 


ET 


ARTAS 不 存在 有 向 路 径 。 

VEG, 是 G(Y) 中 畦 人 从 节 点 p 指向 节点 9 且 权 为 1 的 边 6,, 所 
得 的 有 向 图 。 并 设 符号 PL 用 来 表示 相对 于 节点 9 在 节点 + 和 s 之 
间 连 通 的 且 含有 G, 的 边 en 的 一 个 真 路 径 。 为 了 方便 起 见 ， 在 G。 
(Ph; é) 中 ， 设 组 合 节 点 用 了 表示。 于 是 ， 分 解 真 路 从 Pe 为 如 下 
EXE EXIIT IM 

PI =P, U Ep UPa (4.158) 
= 

PR = Pps Epa U Pars (4.159) 
R Py Pue P. AP. TAA PS h K p Pr EDS, PESE 
q ñi r ATE, I 

下 面 仅 考虑 如 式 (4.158) 所 示 那 种 类 型 P? 的 情况 ,其 它 的 情况 
可 以 以 完全 类 似 的 方式 处 理 。 

BB 4.4， 如 果 Pr, 是 如 起 (4,158) 所 示 类 型 的 真 路 径 ， 那 么 . 
在 含有 有 向 路 径 Po 和 Ps 的 GCO) 的 有 向 3- 树 ton AI GLCP dy 
中 以 为 参考 点 的 有 向 树 芭 之 间 罕 在 一 一 对 应 关系 ， 从 而 有 

f(P2OLOD (tuu). (4,160) 

TH, OEA GO) h HE Pu 中 所 有 池 点 短 接 起 来 , 然 
Ja P. 中 的 所 有 节点 也 短 接 起 米 ， 这 两 个 组 合 忆 点 分 别 用 r+ 和 s 表 
示 而 得 的 有 向 图 ， T GP 的) 可 以 从 Gre G" 的 节点 了 和 
短 接 得 出 。 因 此 ， 根 据 推论 4.22 可 以 得 出 结论 ，G.(P% d) 的 有 
MAGEN G" 中 类 型 ft 的 有 商 2- 硅 U, 处 于 一 一 对 应 关系 ， 因 
而 


fC) = (4.161Y 
此 外 ， 不 难看 到 在 G FT 2- 择 1。 和 含有 有 问 上 路 径 Pu 和 Pu 的 
G(Y) 的 有 向 2- 树 ty 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 ， 因 而 有 
fCP, UIP)EC =F (tee sade (4.162) 
hE f(e,)=1, ARETE A U og, SIEHE IURE, STRE 
证 毕 。 ` 


ni 


引 理 4.8, W P3, 是 GOOD RFA GL 158) ROME, BE 
AF tres 和 psq， 有 
Xj) DP Er, 


prt ag Ph 


(4.163) 


AR tuu E GOD ITIN 2-85. Wit EGIT e) hA p Re 
点 的 有 向 树 。 

引 理 的 证 肯 是 简单 的 ， 留 作 练 习 (2188 4,46)。 类 似 地 可 以 证 
B. 

引 理 4.6; E Pp 是 GCY) 中 式 (4.159) 类 型 的 真 路 径 ,那么 对 
Fress fl pq H 


Xf tree) = XO X12. 
[^M P tt 

式 中 tuus 是 GOY) 中 的 有 向 2- 树 , TET AE Gu(p? d) 中 以 了 为 参 

考点 的 有 向 树 。 

到 目前 为 止 ， 对 于 与 式 (4.157) 中 第 二 项 有 关 的 代数 符号 一 直 
视 有 涉及 、 这 个 问题 通过 对 回路 选 定 一 个 方向 可 以 很 容易 处 理 。 有 
向 回 路 的 定义 在 第 二 党 中 已 给 出 (定义 2.5)， 将 利用 这 个 概念 确定 
式 (4.157) 中 各 项 的 符号 ,但 是 ， 在 这 以 前 ， 用 一 个 例子 来 贫 可 一 
下 这 个 概念 。 


(4.164) 


#E 4.32 p, Hita, c m 
d 组 成 回路 可 以 以 (1，2，4，1) 
RAC, 4, 2, DRR. ETA 
用 箭头 表示 辣 路 方向 。 在 边 的 有 有 
序 对 表示 法 中 ， 如 果 边 的 节点 和 
在 回路 的 有 序 点 表示 法 中 以 相同 
的 序 出 更 ， 则 回路 的 边 取 淘 和 回 
路 一致 ”否则 它们 是 “相反 ”的 ， 
Hi 说 明 回 路 取向 的 才 向 图 ”在 图 上 这 意思 是 清楚 的 。 例 如 ， 


EXT 


XE. 2) 的 夏 疝 与 回路 (1，2， +，1) 的 取向 一 致 ， 而 边 (4;2) 和 回 
路 交 取 向 相反 。 注 意 ， 有 向 图 的 回路 不 必 是 有 疝 回路 。 

利用 式 (4.163) 和 (4, 164) 连 同 以 上 定义 一 起 ， 公 式 (4.157)》 F 
荐 可 以 简化 如 下 ， 

定理 4.15, 设 G(Y) 是 如 式 (4.21) 所 示 类 型 的 等 代数 余子 式 
iE Y ORMARE, 那么 对 于 rss 和 pq, 有 

m Ecos 1 (4.165) 
Sp, 是 连接 节点 了 和 s 的 ， 及 含有 Gd er 的 ， 相对 于 节点 
PROF. AL ep 和 eu 的 取向 都 与 定向 回路 6..UP?, 的 取向 
相反 或 者 一 致 ， 则 9 二 0， 这 里 es 是 从 节点 S HATA rH, E 
则 &=1。 Ht? 4 GPL) 四 中 以 P 为 参考 点 的 有 向 树 ， 组 合 节 点 
用 ?表示 , GE BL G,- GUe, fn f(e,.)=1, 

证 明 ， 由 于 P? At OA EE G(Y) BOR uuu HUE 
lass RIP, SERUÉCHERBEGR (4.157), (4.183) 80(4.164). 得 
出 。 

推论 4.23, AUR G(Y) 证 线性 网 络 闵 的 不 定居 纳 和 矩阵 Y 的 华 
MAME, MAHT rs 和 psa 有 


Y EET OL) 321621 
Z, == = : (4.166) 


式 中 是 GLY) 的 有 向 树 。 
WHr=pAls=a, HEM HAR Za 变 为 驱动 点 阻抗 函数 ， 
FEA (4.166) 可 以 进一步 简化 。 
推论 4.24; 
eds > fa2/ 21109 (4.187) 
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Vp tages GCY) 中 短 接 节 点 了 和 而 得 到 的 有 向 图 中 以 中 为 参考 
点 的 有 向 树 。 

ERA, ge35(4.193)— (4.187), GaP; p) 的 参考 点 p. 
GCY) fl k AR (4.167). 的 中 的 选择 都 是 任意 的 ， 因 为 这 些 有 向 图 
的 伴随 矩阵 是 畦 代数 侠 子 式 算 阵 。 

LESIBET AE 1.32 所 示 的 有 向 图 G ， 计 算 G 中 所 有 的 
区 ts9， 为 比 对 6G 附加 一 条 权 为 1 的 边 ei OBER), Be GL 162, 
得 到 


L f(a as) = DUE 10 T=gCb +f) +a) 
Pia i 


(4.168) 
重 提 一 下 ， 在 中 2.1 PEELE) 
例 4.12, Sew 4.1 RAE RAR. 放大 器 的 
不 定 导 纳 年 阵 Y 的 伴随 有 向 图 GY) 如 图 4.2 所 示 。 假定 我 们 要 
RURBBRRBR Zoo BH GO) BER eB 108933 eu。 
所 得 的 图 如 图 4.33 Brae, RRALLA 


LEOP DFI 


PED tt 
zs am SiGe 
_ Gol ge (gs— a8.) + Be] + (g. — ag.) (1) 
_ Er) (4.169) 


式 中 (4.169) 的 分 母 在 式 (4.38) 中 给 出， 当然 式 (4.169) 的 分 子 式 
(4.61) 中 给 出 的 丰 同 。 注 意 ， 这 里 不 存在 如 式 (4 158). 中 所 示 类 型 
的 真 路 径 。 出 于 放大 器 的 电流 增益 (定义 为 ij 对 ii 之 比 ) 与 转移 阻抗 
函数 Ze ule RHP RAAT 

i/i GZ (4.170) 
isi, 可 以 简单 的 代 人 而 得到 。 


+3205 


SHUK Zou, Wik, XEGOY) 附加 权 为 1 的 
ers, 根据 式 (4.166) 有 


| 


Zr E 
Lite) 
mE Ga tag.) (1) —G,(g,—ag.) (1) 
PRIN] (4.171) 


式 中 分 母 在 式 (4.38) 中 给 出 。 


图 4.33 图 4.1 反馈 放 类 器 的 图 4.34 从 图 4.83 中 把 节点 
伴随 有 向 图 ， 共 中 附加 权 为 1 的 边 ss UR 4 等 同 而 导出 的 有 向 图 


最 后 ， 如 果 需 要 计算 驱动 点 阻抗 函数 Zu. 只 需要 从 图 4.34 所 
示 的 有 向 图 G”" 中 计算 Zau 的 分 子 : 


Yi (g +g ag) (G Gut ag.) + (G, + Ga + ag.)ge 


+ (85+ Be GB.) (g — aB) 
=(G, + Gi) ge t+ (8,7 Be) Be 
tG tg. —ag)(O, + Ga) (4.172) 
式 中 前 面 两 行 是 将 G” 的 节点 1 作为 参考 点 而 得 的 ， 而 第 三 行 是 用 


Ml 


节点 3 为 参 卷 把 而 得 的 。 


定义 4.19: 开路 电压 增益 场 数 或 转移 电压 比 函 数 。 


在 如 图 4.30 所 示 网 终 的 节点 对 rs 和 pq 之 间 的 (开路 ) 电压 增 
益 函 数 或 转移 电压 比 函 数 用 答 号 gw 表示 ， 当 所 有 初始 条 件 和 独 
TAREE PA GREAT, WHE V, 对 电压 Va 之 比 。 

因此 ， 根 据 式 (4.155) 和 和 (4.156) 得 到 

Enn = Za Zar se Vip a Y. (4.173) 

利用 式 (4.166) du (4.167), NGG HAAR gus og 可 以 类 似 求 
B. 

事实 上 ， 只 需要 记 住 转移 阻抗 区 数 Z,。 的 公式 (4.155). 就 够 
了 ， 其 它 驱 动 点 阻抗 和 电压 增益 医 数 这 两 个 公式 (4.156) 和 《4.173) 
都 豚 易 从 第 一 个 公式 中 推导 得 出 。 公 式 (4.156) 是 第 一 式 的 转 殊 情 
说 ( 其 中 rz=p 和 s=q)， 公式 (4.173) 羽 是 其 它 两 个 式 的 商 。 当 然 ， 
这 些 公式 中 提出 的 禁果 是 非常 一 艇 性 移 ， 因 为 字母 r，p，s 和 3 可 
以 沸 沁 在 何 网 络 中 任何 四 个 节点 的 标号 。 


6.2 短路 转移 导 纳 和 电流 增益 函数 


除了 前 面 所 定义 的 三 个 网 络 函 数 之 外 ， 还 有 三 个 对 但 的 网 络 隋 
数 可 以 以 类 似 方法 来 处 理 。 


定义 4.20. fagb n UB EA NECS SLES, 


在 如 图 4.35 所 示 的 网 络 

i AI 的 节点 对 rs 和 pa 之 向 的 短路 
Ys 4 电流 增益 函数 或 转移 电流 比 区 
i ont 数 ， 定 义 为 当 所 有 初始 条 件 和 
网 络 N 中 独立 源 置 于 零 时 ， 短 

OH 4.36 BURIED A 路 电流 ing 对 电流 i, 之 比 ,对 子 
anata =p Sg, a, E MH 1, 


s 322. 


推论 4.28; XPT rvs fa preg, 有 
` ECF (Pa) Sty) 
t 


Ph 


wn XD 
t 


om y A 4.114) 


UP te IA G(Y) 中 短 接 节点 了 和 9 所 得 的 有 向 图 中 以 上 为 参考 点 
的 有 向 硅 ， 所 有 其 它 符号 与 式 (4.165) 中 定义 相同 。 

TEB, UN” JE JA št ERE N rh eb P X a m B| 连接 一 条 时 
纳 为 了 ACER TAM DE. UT aaa. JHXURCS "RERO Nr 
所 定义 的 同类 参数 。 例 如 ，2Z5,., AVG. 分 别 表示 N” 中 不 定 导 
HERE, FETA q 到 了 的 电压 升 。 因 此 根据 式 (4. 
155) 有 

XZ ra = IV pal =Y Yisa Yt (4.175) 

于 是 ， 如 果 让 ? 趋 于 无 穷 大 ， 则 式 (4.175》 的 左边 就 是 可 中 的 
MiB BS 函数 ws， 而 YI BREF 了 Yo。 Yr, a= Yi, 
则 恒等式 《4.174) 立即 得 由 ， 这 就 证 明了 推论 〈 也 可 参见 习题 
4.67), 

TRUE, ARREN Éy Se SS EET RAT RH HE C4 173) 
和 4.174) 得 出 : MARRARA — 4f SORTE RE LECHE 2 E 
数 等 于 在 同样 节点 对 之 间 以 相反 方向 的 短路 电流 增益 函数 。 一 个 具 
有 对 稳 不 定 导 纳 抢 阵 的 电网 络 称 为 是 互 鼻 的 ， 更 具体 地 说 ， 对 于 一 
个 互 易 网 络 ， 有 Eua hus 


定义 4.21, 短路 转移 导 纳 函数 。 


在 图 4.35 所 示 的 节点 对 rs 和 pq 之 间 的 转移 导 纳 函 数 ， 用 符 
号 Yon RR. 定义 为 当 网 络 N 中 所 有 初始 条 件 和 独立 源 均 置 于 
零 ， 短 路 电 访 记 ,对 电压 vazi, IF =p 和 8 一 4 y, XX. 

因此 ， 如 暴利 用 式 .4.174) 和 仿照 如 式 (4.174) 的 证 明 那 样 类 似 
的 论据 ， 得 到 以 下 结论 (习题 4.48)。 


BEP I 


推论 4.26. MP sgp, di 


(4.1762)? 
MMF orxpAs 有 
Yin T Yasa Yor onan (4.176 b; 
WHF rpg, A 
Yona = Ya CY eo i Y caa 7 Y. Yarasa) 
(4.176€) 


式 中 三 阶 代数 余子 式 Y... 由 下 式 定义 ， 
Yampa =sgnir— p)sgalr— q)sgn(s —p)sgals—q} 
C- DM, spa (4.477) 
而 Mois, EAA aE Sh ii yB BE Y BEEPS res p 行 和 +.s.g 列 所 得 
子 矩阵 的 行列 式 。 
AT ADR Y... 中 能 项 ， 需 要 下 列 定义 ， 此 定义 
是 有 向 2- 树 粮 念 的 简 革 推广 。 


定义 4.22， 有 向 3- 树 。 


一 个 Q- 节 点 有 向 图 G 汐 子 图 ， 当 且 仅 当 (1) 它 具有 nn 一 3 Rt, 
并 且 不 含有 任 例 回路 (不 一 定 是 有 向 回路 ) 以 及 (2) 除 节点 i，j Ruka 
出 度 为 0 之 外 ， 其 它 每 个 节点 的 射出 度 均 为 1 。 称 为 G 中 以 i, jA 
k 为 参考 点 的 有 向 3- 树 ， 用 符号 ti... 表示 。 

sk, Al 3- 树 是 由 三 个 无 回路 的 片 组 成 的 生成 子 图 , 其 中 每 
个 片 对 于 G 的 某 个 局 部 子 图 来 说 是 有 向 树 。 这 些 片 中 的 一 个 ,二 个 
三 个 都 可 以 外 孤立 节点 组 成 。 显 然 ， 这 个 福 念 可 以 推广 到 G 的 有 
Falk BP, 85 oh BPRS BEATA PAG kK Pe, 这 些 
推广 的 细节 留 作为 练习 (习题 4.13 和 4.54)。 

象 有 向 2- 树 一 样 ， 有 时 其 些 特定 节点 要 求 出 现 于 有 向 3- 树 的 
不 同 片 中 。 为 了 方便 想见， 我们 使 用 更 多 的 下 标 ， 例 和 如， 符号 1,，， 
o et 用 来 表示 有 向 3- 倒 ,其 中 节点 a 和 b 处 一 个 片 中 ,节点 c 处 于 另 一 
个 片 中 ， 面 节点 4，e 和 和 f 处 于 又 男 一 个 片 中 ， 这 里 节点 a, c 和 d( 第 
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一 个 下 标 ) 是 各 个 片 的 参考 节点 。 
有 了 这 些 定义 ， 就 可 以 阅 明 对 y,0.: 的 拓 扩 公式 ， 为 了 简 恒 起 
M. 设 


m PES (4.178) 


武 中 tr 是 G(Y) 的 有 向 3- 树 ， 类 似 于 定理 4.4 的 那些 论证 ， 立 归 
看 到 (习题 4.52 )， 

Y... a T Usos (4.179) 
由 于 有 向 3-Bit.... fE U, .sa 和 Us 都 会 出 现 ， 这 样 的 项 不 会 出 现 
于 式 (4.176e) 分 母 的 最 终 展开 式 中 。 类 似 地 ， 有 向 3- 树 ts 也 不 
会 出 现 于 最 终 展 开 式 中 。 因 此 ， 

Y... iras ~ Yoran 7 Y cana 

tag Una 7 Ursa 

TUS U... H Uunoa, Ursa (4.180) 
值得 注意 的 是 ， 在 以 上 展开 式 中 避免 了 对 消 项 。 使 用 了 这 些 之 后 ， 
公式 {4.176) 可 以 合并 成 一 个 式 子 ， 进 行 拓 扩 展开 。 

推论 4.29， 对 于 rss 和 p 兰 qd， 有 


DEDE ram 


RUE 5 
(4.1815 

AV, =U. aa + Uses et Ursus 

HEAT. Hb CERA 4.176), (4.165) RIA 150) UL. 

在 下 面 将 证 明 项 Us 可 以 进一步 简化 ， 它 等 效 于 从 G(Y)ih2y3i 
将 节点 P 和 4， 以 及 r+ 和 s 短 搂 而 得 的 有 向 图 中 有 疝 树 的 边 权 葬 积 之 
和 。 

推论 4.28， 

Us= rece Usu Ü, + Uca 


EM 


= Dray (4.182) 


EG" PL OSE AB, MOEA GOD dei 
节点 p 和 qd， 再 短 搂 节 点 7 和 s 所 得 的 有 向 图 。 对 G" 的 长 来 说 ， 参 考点 
K 的 选择 是 任意 的 。 

证 明令 G' 是 从 GC(Y) 将 节点 p 和 4 短 接 ， 并 用 Pp 表示 组 合 节 而 
得 的 有 向 图 。 同 样 在 G" 中 设 rt 和 s，p 和 9g 的 组 合 点 分 别 用 r ApH A. 
由 于 G”“ 的 伴随 矩阵 是 等 代数 祭 子 式 和 矩阵 ， 可 以 令 K=I。 

Le) exta) 
= LEC) + LEC we) 
=E teaa) + LE (tease) + LE (tesa) + 
Xf) 
US Sa Una. Urat Usus (4.183) 
SRM RRAC Th utor 2-55, maka te 1 相应 的 有 
向 图 中 到 遍 所 有 的 有 向 2- 树 和 有 向 3- 树 求 和 。 推 论证 毕 。 

最 后 提 一 下 ， 驱 动 点 阻抗 函数 的 倒数 称 为 驱动 点 导 纳 函数 ， 它 
完全 不 同 于 转移 短路 导 纳 函 数 ( 同 样 ， 参 见 第 二 章 86.3) 。 

例 4.13， 考 虑 图 4.33 的 伴随 有 向 图 G(Y)， 假 设 要 求 计算 短路 
转移 导 纳 函 数 Yl.44， 则 根据 (4.181) 有 


yu BE pret) Prep? 


zx Gilg. + (g.—ag.)  g. ]1-- gv (g, —ng.) ] 


(4.1842) 
或 中 Us= Uses + Ur ast Unaact Usasa 
=, g t et (Qu ag) (4.184b) 


根据 式 (4.182)， 式 (4.184b) 中 的 所 有 项 也 就 是 从 G(Y) 中 把 池 


+ 326. 


Al, 3304 短 接 所 得 的 有 向 图 G* 中 的 有 向 硅 。 在 G* 中 可 以 任何 
点 为 参考 点 ， 而 式 (4.182) 将 全 部 简化 为 式 (4.184b) 的 结果 。 
如 果 更 计算 放大 器 的 短路 电流 增益 函数 esu, WARRE 
《4.174)， 只 需 计 算 分 母 项 Yss.wu， 它 由 下 式 给 出 
(g.+G,)(g.+g.—ag,) — g Os 


6.3 FRE CRISE AERE 


根据 上 面 的 讨论 ， 显 然 公式 (4.166) 和 (4.181) 可 以 直接 应 用 来 
求 二 端口 网 络 的 开路 阻抗 参数 或 短路 时 纳 参 数 (CHEN 196907), 
更 具体 地 说 ， 图 4.36 的 二 端口 网 络 经 常用 下 面 的 方程 系 来 Wu s 
负载 无 关 ， 
fin? [Yiu Yey Ya 
il yh n | 
式 (4.185) 的 系数 矩阵 是 二 器 
PRIH SE N Sete, HER 


Yon (4.185) 


ing? 
BYR, VAR +o X 
路 导 纳 参 数 或 处 于 短路 情况 下 。 ~o ° o mad 
的 y dX RY Jed n. 
Yio 的 道 用 符号 Z。. 来 表示 ， 它 [ERE BL 


ESH BI dS 开路 阻抗 矩阵， 而 2.. 的 元 素 称 为 开路 阻抗 参数 或 
简称 为 ?参数 。 注意 到 这 些 参 数 可 以 通过 短路 或 开路 二 端口 网 络 的 
适当 端子 而 得 到 ， 所 以 用 “短路 "和 “开路 ”这 些 名 称 的 理由 是 很 清楚 
的 。 例 如 ， 为 了 得 到 3:, 可 以 将 端子 和 s 短 路 ， 面 将 电压 源 跨 接 在 
端子 p 和 49 上。 那么 短路 负电 流 的 ( 拉 普 拉 斯 变换 对 输入 电压 的 变 
换 之 比 就 是 ?1 这 也 是 ysra 的 负 什 。 类 似 地 ， 对 ?1 yaya 也 适 
用 。 另 一 方 而 ， 如 果 了 .一 [Z52]， 那 么 为 了 求 Zn, UMEN P 
MCA, EMT on sR NT, FRR bee eee ae R 
XP A HERDED EZ PERRI Za, 类 伺 地 ，Zi: 和 Zr 是 相应 端 
日 上 当 另 一 个 端口 开路 RE Ra. Zi RL 


2 


HERZ, uo 
为 了 方便 起 见 ， 使 用 以 下 简化 符号 


Ws EMT (4.186) 


式 中 tw- 是 G(Y) 的 有 向 2- 树 。 
推论 #4.29， 设 GCY) 是 如 图 4.36 所 未 的 二 端口 网 络 的 伴随 有 癌 
图 。 DBZ, FSP Seah ee YP RAR 


1 [Wya Wars Woprar 
UU MEM Was ] 
(4.187) 
AH US Use EU T Usus Lie 
A0, 
同样 ， 为 了 方便 起 见 ， 设 
v= Litt) (4,188) 


起 中 te 是 GLY) 的 有 向 树 。 
推论 4.30， 如 果 Ves0， 则 图 4.36 HOM 口 网 络 的 开 路 阻抗 
SEZ. A TREH, 


7 = 1 Wa Wes Wes] 
VV LW... a Wi Wa 
(4.189) 
由 于 Zu 是 立 - 的 着， 则 ,的 行列 式 是 己 。 的 行列 式 的 倒数 。 
利用 这 一 点 连同 式 (4.187} 和 {4.189)， 有 以 下 推论 : 
推论 4.31， 
detY,, — 1/(de1Z, 3 = V,/U, (4.190) 
Kb. REL CAEN GEO URBS Bond RUE, ME 
RARESA Oaks, ERANI 面 两 节 中 导出 的 
所 有 公式 只 要 移 微 动 一 下 都 可 以 直接 应 用 于 二 端口 网 络 本 身 .例如 ， 
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Ber S ONG ME oh Paris A A IB e IRR AS, Tia 
3- 霸 变 成 3- 树 ， 这 些 项 是 不 言 而 喻 的 ,没有 必要 再 一 次 详细 讨论 。 
因此 ， 我 们 满足 于 简单 地 指出 这 种 可 能 性 、 

利用 图 4.31 的 直观 表示 法 ， 式 《4.187) 和 (4.189) 的 AE HAR 
元 素 可 以 用 下 列 图 形 方式 表示 : 


r oP re 一 -一 一 PN- 
Wan W, = - , (41919) 
CC) 

Lo Tr —— p 
Was Worn = ( ><)-( ) (41915) 

55 B 4; 


Saee g. 


这 说 明 在 公式 中 涉及 两 种 类 型 的 有 向 2- 树 。 
例 4.14， 考 虑 如 图 4.37(a) 所 示 的 有 源 二 端口 网 络 后, 其 伴随 

有 向 图 G(Y) 如 图 4.37(b) 所 示 。 假 定 要 求 计算 N 的 短路 导 纳 参 数 和 
FAMA 参数 。 根据 式 (4.187) 和 (4.189)， 可 以 计 算出 下 列 各 
项 : 

Waals 

Wans Eyy Ya, 

Was 一 goyiysgo， 

Wats yy: —S.)y (y. En) 

VE Vi =(yiryƏdydyecgs)- (yi ya) Yaba 


EE 


图 4.37 (a) AR BR S 
(b) 其 伴随 有 向 图 + 
【及 (b) 中 分 别 把 节 虎 1 和 4 ， 及 节点 2 33 
AUST? WAR Eo 


+ (yt YDY Ys Hyo) + yiOu t yo (yi tye) 
+ Yays Yo)¥s +ydgays 
PVG EAGY dug To LALA TS 2803 分 别 短 接 所 得 
的 有 向 图 中 ， 坟 6 为 参考 点 的 有 向 树 导 纳 乘积 之 和 。 所 得 的 贺 如 图 
4.37(c) 所 示 。 为 了 减少 有 疝 树 数目 以 及 也 是 对 请 项 数目 ， 选 节点 
6 为 参考 节点 。 
类 似 地 ， 可 以 计算 ， 
Wass = y. (ys+ydyy,ty(ystydyy-+ 
Yay,(y—8a)yi YiYaya T (ys T yo) + 
了 4gaysy1 十 yaysylgo， 
这 与 从 G(Y) 中 把 节点 2 和 3 短 接 所 得 的 有 向 图 中 坟 6 为 参考 点 的 
有 向 树 导 纳 乘积 之 和 相同 。 青 一 次 说 明 在 所 得 的 图 中 参考 点 的 选择 
是 任意 的 。 但 是 ， 一 般 来 说 项 数 是 不 同 的 。 
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Waa {Yit y2oys(y.—gye t (yi F ya)y|Bga ys + 
Gut ya) ¥sYs¥e+ Yysyoya - yo) 
FYABaYsYe  YaYsYsYo, 
这 与 从 G(Y) 中 把 节点 工 和 4 短 接 所 得 的 有 向 图 中 ， 以 6 为 参考 点 
A BAA ZA. 
FI BR A PUR BT DAL) 4.187) 80 (4189) HH, 


6.4 伴随 有 向 图 的 物理 意义 


到 目前 为 止 ， 我 们 都 是 利用 给 定 网 络 的 不 定 导 纳 逢 隆 来 系统 地 
曾 述 网 络 问题 。 利 用 不 定 导 纳 矩 阵 的 理由 是 所 有 无 源 支 路 的 导 纳 都 
以 极其 对 称 的 形式 填 入 不 定 导 纳 和 矩阵。 每 个 支 路 导 纳 出 现 于 形成 主 
对 角 线 为 中 枢 的 正方 形 的 四 个 元 素 位 置 上 ， 与 这 一 正方 形 有 关 的 两 
行 和 两 列 具有 与 所 考 虐 的 支 路 连接 到 网 络 上 的 节 点 那样 相同 的 号 
码 。 在 主 对 角 线 上 支 路 导 纳 以 正 号 填 人 ， 而 在 正方 形 的 非 主 对 角 线 
的 角 上 以 负 号 坟 入 。 此 外 对 于 非 互 易 元 件 ， 例 如 晶体 管 或 电 于 管 或 
任何 受 控 源 的 路 导 ， 则 在 构成 矩形 边 狂 的 四 个 元 素 位 置 上 坊 人 不 定 
导 纳 抑 阵 ， 但 不 再 是 以 主 对 角 线 为 中 枢 。 这 种 表述 的 用 处 在 于 这 种 
情况 ， 即 便于 直接 建立 从 网 络 中 任何 节点 对 到 其 它 节点 对 的 开路 转 
移 阻 抗 和 电压 增益 函数 ， 或 者 短路 导 纳 和 电流 增益 请 数 的 公式 ,而 
不 必 异 助 子 以 基 特 定 节点 为 电位 参考 点 。 
” ”这 种 选择 电位 参考 点 的 自由 是 由 于 网络 的 不 定 导 纳 矩阵 是 等 代 
数 余 于 式 矩 阵 的 反映 ， 这 也 表明 矩阵 的 伴随 有 向 图 中 有 向 树 的 参考 
点 的 选择 是 任 部 的 .这 些 叙述 实际 上 是 同一 件 事 的 三 种 不 同 的 说 法 。 
这 种 方法 强调 这 样 一 个 事实 ， 在 解决 电网 络 问题 中 ， 关 于 取 那 一 个 
节点 为 电压 参考 点 ， 或 者 从 给 定 的 一 组 线性 方程 式 中 那 一 个 方程 式 
认为 是 多 余 的 而 出 去 它 ， 这 是 无 关 紧 要 的 ， 因 为 在 每 种 情况 下 ， 解 
必定 是 相同 的 。 实 际 上 这 天 明 绝对 电位 上 是 没有 疙 义 的 。 

考 庶 一 个 受 控 电 流 源 ， 其 等 效 网 络 如 图 4.83(a) 所 示 ， 网 络 的 
不 定 导 纳 矩阵 由 下 式 给 出 ， 
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B^ Y» V, vy 


i, | 0 0 0 ° Í 

is | 0 0 0 0 (4.192) 
ki y -y 0 0 

hL—y y 0 0 J 


式 中 v 和 i 是 网 络 的 节点 电压 和 输入 电流 。 正 如 前 面 所 述 ， 单 向 网 络 
元 件 的 路 导 y 以 矩形 形式 (不 一 定 以 主 对 角 线 为 中 枢 ) 填 入 不 定 导 纳 
矩阵 ， 这 种 非 对 称 性 是 违反 互 易 条 件 的 根据 。 显 然 跨 导 是 通过 对 应 
于 矩阵 前 面 两 列 的 节点 a 和 b 上 的 电压 所 激动 。 局 样 ， 跨 导 影 响 与 矩 
血 第 三 行 和 第 四 行 相 联 系 的 节点 ce 和 d 的 电流 。 因 此 ， 笼 阵 的 伴随 有 
向 图 如 图 4.38(b) 所 示 ， 这 种 表现 法 当然 是 十 分 普遍 的 。 节 点 ab、 
< 和 4 不 必 是 完全 相 异 的 。 例 如 ， 如 果 b 和 4d 是 相同 的 ， 且 y—g., Es 
一 一 电子 管 的 跨 导 ， 那 么 除了 无 源 元 件 之 外 ， 图 4.38 就 是 电子管 
的 模型 。 类 似 地 ， 如 果 b=d， 以 及 y= 一 9g.， 那 么 除了 元 源 元 件 之 
外 ， 它 就 是 点 体 管 的 模型 ， 这 里 4 是 电流 放大 因子 ， 而 g. 是 RAR 
电导 。 
对 于 回转 器 的 模型 ， 参 见习 题 4.56 和 图 4.55 。 


-y ` 
*r ° T o c 
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fH 4.38 (a) 电压 控制 电流 源 ，(b) 及 其 伴随 布 向 图 。 


另 一 个 经 常 出 现在 网 络 中 的 元 件 模型 是 理想 变压器 。 理 想 变 压 
回 的 特性 用 一 个 实 常数 n 来 表征 ， 它 显 示 了 两 58 组 的 电流 和 电 
五 的 关系 ， 如 图 4.39(a) 所 示 。 理想 变压器 本 身 具 有 无 穷 大 短路 导 
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EBA SLL, AE, EX LOR BIET AERE Lea, 
Qt, SS PSA HOARSE TE E LASER 
串联 出 现 。 如 果 把 比如 说 yo 这 个 元 件 与 变压器 申 联 起 来 ， 那 么 不 
定 导 纳 矩 阵 元 素 变 成 有 限 的 。 和 矩阵 由 下 式 给 出 
ye ny nye | 
— X af —m 
es " vus Be (4.288) 
L mys nyo —wy my,| 


AFERE, SEAS PAB CSI) REE 4.39 C0) rni, 


e) (b) 
图 4.88 (2) LHR RER RAMA B RE Rs b) RREA. 


RPA MESAA RENAE, SAAB 4.53 和 图 4.49。 

File. SORE A, To SS A XX ENS] 
TRUM CTS ERE IRIE, BIRT ae at 
是 子 网 络 的 不 定 导 纲 矩 隆之 和 。 理 由 是 并 联 连接 (Bi 于 对 应 的 节 
点 ) 意 味 着 在 每 个 节点 上 电压 相等 和 电流 相 如 ， 那 么 不 Re SARE 
的 相 如 是 必然 的 结果 ， 这 就 导致 了 我 们 直接 从 给 定 网 络 建立 伴随 有 
向 图 。 

在 前 一 上 有 中， 我 们 已 经 表明 网 络 少数 怎样 可 以 由 观察 直接 从 网 
络 的 伴随 有 向 图 中 求 得 。 因 此 : 这 种 方法 取决 于 构成 伴随 有 向 图 的 
效率 。 下 面 对 景 常用 的 大 型 涪 络 提出 构成 伴随 有 向 图 的 简单 步 又， 
PRZOOM EAR, RAR, We (SRT AR Sea 


EIE 


RAVAN SE HERE), ED. SERT. iR 受 控 源 这 些 元 件 组 
成 的 ,假设 受 控 源 是 受 控 电流 涯 ,它们 仅 取 决 于 其 它 支 路 和 节点 对 的 
电 潜 。 这 种 假设 完 爹 是 一 般 的 ， 因 为 所 有 其 它 类 型 的 受 控 源 可 以 很 
容易 地 转变 为 以 上 类 型 的 受 控 源 (如 果 有 必要 , 采用 BIAKESLY 3 
i, (Alin, BW SESHU 和 BALABANIAN[1959]) .当然 , 有 可 能 
推广 这 种 方法 到 极其 一 般 类 型 的 线性 网 络 。 这 里 不 这 样 作 的 理由 是 
这 里 所 需 的 规则 不 多 而 且 这 些 规则 容易 记 住 且 运用 简单 。 假 如 网 络 
由 其 它 类 型 元 件 组 成 还 是 从 矩阵 画 出 伴随 有 向 图 比较 简单 

下 面 是 从 给 定 的 网 络 得 出 伴随 有 向 图 的 步 又 ， 

GD) 去掉 所 有 独立 电源 ， 短 路 电压 源 和 开路 电流 源 。 

Gi) 从 第 一 步 中 所 得 的 网 络 得 出 等 将 网 络 ， 用 对 应 的 等 效 网 
络 替换 所 有 有 源 元 件 。 

Gii) 用 图 4.38(b) 和 4.55(b) 对 应 的 有 向 图 栈 型 替换 有 源 元 
件 ( 受 挖 电流 源 和 回转 器 ) ， 移 去 有 源 之 元 件 ， 然 后 由 它们 对 应 的 有 
向 图 模型 若 加 在 第 (ii) 中 已 经 得 到 的 等 将 网 络 上 。 

对 于 理想 变压器 和 互感 器 ， 处 理 步 难 是 相似 的 ， 唯 一 的 差别 是 
使 用 图 4.39(b) 和 4.49(b) 的 伴随 对 称 有 向 图 。 

Gv) 用 一 对 方向 相反 的 边 赫 换 每 个 无 浙 元 件 ， 这 一 对 边 中 的 
每 条 边 权 是 无 源 元 件 的 导 纳 。 

QO 如 果 必 要 的 话 ， 合 并 并 联 边 : 在 相同 节点 对 之 间 相 同方 向 
的 边 合并 成 一 个 边 ， 其 权 等 于 平行 边 权 之 和 。 

对 于 网 络 的 不 定 导 纳 矩阵 Y 的 伴随 有 向 图 GO) 来 说 ， 有 一 
个 简单 的 物理 解释 。 由 于 G(Y) 的 节点 与 Y 的 列 或 行 相 联系 ， 则 
很 方便 地 就 把 变量 v, ve A v" 分 配给 G(Y) 的 节点 l, 2, s, 
和 nn。 这 些 节 点 的 有 关 权 被 认为 在 节点 1，2，…n 和 某 个 任意 的 
但 未 特 指 的 参考 点 之 间 所 测 的 节点 电位 。 如 果 va 表示 节点 j 和 上 
之 间 的 电位 差 ， 即 wm 一 vi 一 ve， 进入 节点 j 的 源 电 流 卫 〈 对 于 j= 
1, 2, ce, m HEP, 
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Y= LG. XM. (4.194) 
ET 


RAR 132) AR HUS BIA ROS AER. eR, KAHE 
GCY) 的 经 条 边 可 以 认为 是 称 为 双 家 子 的 基本 网 络 元 件 ， 如 图 4.40 
(2) 扬 示 。 电 流 ERR PRR RE BS, BAF am sa 
位 Vi 和 w 的 电位 差 成 正比 ， 比 例 常 数 称 为 双 福 子 导 纳 yx*。 实 际 寺 ， 
BURT AE EE A TAA y;: 的 无 滨 支 路 和 理 想 二 极 管 申 联 连接 
的 模型 。 显 然 双 极 子 并 不 满足 互 易 性 ， 因 为 它 是 一 个 单 向 元 件 。 但 
是 双 极 子 网 络 包 括 满 足 互 易 性 的 网 络 ， 作 为 它 的 一 种 特殊 情况 。 为 
了 看 清 这 一 点 ， 只 需 注意 烈 ， 以 相反 方向 将 向 和 具有 相同 导 纳 的 两 
个 双 极 子 并 联 等 效 二 一 个 普通 服从 欧姆 定律 的 单个 两 端 支 路 导 纳 。 
对 于 单个 双 慨 子 ， 欧 姆 定律 由 传输 定律 所 代 直 

ip ya(v,— vi) (4.195) 
JUS SR d GERE iH T CUL 182) RRB, 


die Uk 
yoo vja 
ia ny Vi We [OT 
[i t 


图 4.40 (a) REF QO) 单 极 子 。 


出 现 子 一 般 网 络 中 表示 如 晶体 管 或 电子 管 的 受 控 电 流 滨 具有 图 
4.38(b) 的 双 极 子 表示 法 。 与 图 4.38(a) 给 出 的 较 普 遍 的 受 控 电流 
嫉 示 法 相 比 较 ， 这 种 模型 初 着 起 来 可 能 不 习惯 和 不 直观 ， 但 是 ， 可 
ARH, RMS LPR. MR Y, Vo. VA Ve 
分 别 表示 节点 a、b、e 和 d 与 某 个 任意 的 但 未 指明 的 参考 点 之 闯 所 
测 得 的 节点 电位 ， 那 么 流出 节点 “ 的 电流 量 恰 好 是 yY(v, 一 Yi[= 一 
y(v.— vor yi —w)], FPA y. v0 AB An d. ERY 
ve 一 Yd) 流 出 节点 a， 以 下 电流 OW v ) 流 入 节点 b。 如 时 把 节点 
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口 和 对 等 司 起 来 ， 并 设 "= go( 电 子 答 的 跨 导 )， 那 么 ， 图 4.38(b) 
邑 表 示 电 子 管 的 模 复 (加 入 无 源 元 件 ) 。 以 上 的 量 对 应 于 电子 管 中 正 
FADES), A Eei AER EMA PERS BA A, 

存在 着 另 一 种 如 MASON[1987] 提 出 的 可 前 性， 这 里 ， 可 对 
G(Y) 的 每 条 边 都 看 成 为 称 为 童 航 子 的 基本 网 络 元 件 ， 茹 图 4.40(b》 
所 示 ， 章 根子 有 一 个 导 纳 wi， 而 其 电流 只 能 沿 箭 头 方向 流 动 , 井 与 
其 两 个 端点 电 习 中 的 一 个 VRE LE, ALS I aR 电位 vi 无 关 。 事 
宰 上 , 单 棚子 本 身 是 一 个 极 极 电 阻 非常 大 的 栅 极 接地 的 三 极 管 转型 , 
SEBUM, Tk a, HE. BR TMA RE 
性 的 网 络 ， 作 为 它 的 一 种 特殊 情况 。 对 于 单个 单 棚子 ， 欧 姆 定律 由 
feti ge te pO 

in= uv, (4.1965 

因此 ， 在 GCY) 中 ， 如 果 设 fk、 站 = me， 式 人 (4.196) 与 ERFIR 
电流 定律 ， 


Dis i, (4.197) 

一 起 ， 给 出 单 极 子 网 阁 的 一 般 节 点 方程 系 ， 
Vu uv (4.198) 

XU KHL, 2, 5, n, fHüxXj.o MF 
Lus Dey (4.199) 

PAC. 198 YT VAL RT Sin] u EX, ES LL 
Luy(i-v=0 (4.200) 
XC E AESC C152) RP HR ROS BUR, Alc, FEIER 性 网 络 也 

可 以 完全 由 单 极 季 的 相互 连 捷 来 表示 。 
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6.5 人 迟 随 有 向 图 的 直接 分 御 

在 前 面 我 们 已 经 导出 一 般 线 性 网 络 的 各 笠 类 型 能 网 络 哨 数 的 括 
PAA, ear Th AH A Be TP TE A Tie PO AN 
欧 拓 盾 量 来 表示 。 我 们 了 岂 指 出 怎样 构成 最 常 甩 的 庆 型 网 络 的 图 并 
卫 对 它们 提供 了 一 些 简单 的 物 异 解释。 因 比 华 随 有 向 转 本 身 可 以 认 
为 是 网 络 的 物 班机 型 。 在 这 - 节 中 ， 将 表明 候 样 以 系统 和 简单 的 方 
式 来 表示 一 般 油 络 购 各 种 拓 补 公式 。 

象 在 这 一 章 中 讨论 的 其 它 许多 论题 R, 这 里 提 由 方法 的 基本 
竹 念 并 不 是 新 的 ， 而 症 出 XIRCHIOEE[1847] 为 了 R 网 孔 方 程 系 
以 及 MAXWELL[1892 为 了 解 节 点 方程 系 而 首先 利用 的 。 在 这 里 
提 册 的 处 至 方法 类 似 于 由 MASON[1957] 给 三 的 方法 。 但是， 如 前 
所 述 ， 其 方法 、 现 点 和 解释 足 完 会 不 同 的 ， 但 基本 结论 是 一 样 的 。 


定义 4.23, BRB. 


电表 支 路 是 用 来 表示 或 是 电流 去 (ATES aud) 或 是 电压 表 
(用 符号 RIDAR A, BASANA 的 方 向 给 出 ， 而 电 
压 参 考 方 向 的 下 号 落 在 电流 参考 方 记 简 头 的 尾部 。 


定义 4.24, BRE. 

EHER GARR RHA BREIE cs 表示 ) 或 狼 Sp h H: 
HURTS vs RaW, BRESAN BASH. Mi 
BSBA LA IE EK B RON OA, 

由 于 网 络 的 华 随 有 向 图 GCY) 可 以 认为 是 它 的 物理 模型 ， 刘 连 
搂 电 演 支 路 和 电表 支 路 到 GCY) 上 使 电表 作出 记录 。 如 果 它 是 电流 
表 nian 如 果 它 是 电压 表 ， 那 么 读 


定义 4,25, SHAR, 
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设 在 GLY) 中 接 入 从 节点 Pp RATA q ra k kk AA s iit 
工 的 电源 支 路 。 电 表 读 数 对 电源 量 值 之 比 定义 为 GCY) 的 节点 对 ts 
Mp 之 间 的 传输 系数 ， 用 符号 Hy den. 

NZ, ARTEL 中 定义 的 所 有 网 络 函 数 都 是 传输 系数 
3 的 特殊 情况 ， 例 如 ， 如 果 电 开支 路 表 示 电 E. mdi Ze 
TIG. BAS BR B... KRA 转移 S yu us HOH 
Yi. AURHURGORSCRHOEX, WHER. IA 
数 HRR REBI Zoa 对 于 其 它 类 型 的 网 络 医 数 ， 也 部 
一 样 。 为 了 方便 想见， 和 健 种 可 能 的 组 合 在 表 .1 中 给 出 ， 


LX 


出 JE 发 


当然 以 上 的 结果 是 十 分 普遍 的 ， 因 为 字母 r、s、P 和 日 可 以 小 
及 任 镶 线性 网 络 中 尾 人 党 四 个 节点 的 标号 。 一 般 说 来 ， 也 包括 表 支 路 
ANREP, RERA GOD dr. 

有 了 这 些 定义 ， 不 淮 看 到 在 前 面 一 节 中 导出 的 话 扑 公式 可 以 用 
下 述 方法 用 公式 来 表示 。 

定理 4.16， 设 G 基 一 般 线 性 网 络 的 不 定 导 纳 矩 阵 Y ERG TT 
向 图 。 设 在 G 中 接 和 从 市 点 P 指向 和 的 电表 支 路 和 队 s 指 商工 药 电 
BEB, BAYT rcs pa G 的 传输 系数 BL, ub FRA 


Li Def(Pr) VE 
H. =P LLL (4.201) 
is v. 
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Mar 


式 中 v= fei) (4.202 a3 
vis Stay) (4.202 b) 


Pr, 是 相对 于 节点 了 ， 连 接 节点 + 和 s ， 并 食 有 所 的 电表 支 路 的 真 
BREE, Wise 支 路 看 作 AMA Lis 如 果 表 支 路 和 源 支 路 二 者 的 
取 问 都 与 由 Pr, 和 源 支 路 所 形成 大 向 回路 的 取向 相反 或 专 一 敏 ， 册 
«—0,fi)H a—1. t Alt) DIEG AAG" h D) k Al oo # 
FRAME H G" 荐 从 6G 中 移 去 电流 源 和 电压 表 支 路 ， 以 RA 
接 电 太 源 和 电流 支 路 所 得 的 有 向 图 。 

答 号 问题 也 可 以 另外 考 意 ，<x 也 可 以 直观 地 确定 如 下 ， 如果 在 
电流 与 电源 的 正方 向 的 一 致 的 情况 下 ， 第 电表 在 真 路 径 和 电表 支 路 
形成 的 回路 中 证 下 - -个 正 读 数 ， 则 c 一 0, 否 则 “=1。 

可 以 诗意 到 ， 在 定理 中 参考 节点 上 和 了 的 选择 是 任意 的 ， 因 为 
有 有 向 图 GCP2, AMN G" 的 佳 戎 矩阵 是 等 代数 余子 式 短 阵 。 此外， 要 
求 出 压 淹 支 路 vs 和 电流 才 文 路 am， 作 为 短路 是 它们 县 有 零 的 内 部 
ME Bese IE kk cs 和 忆 压 表 支 路 Vs PATRIA BA). 是 过 
AEN AA AT ABET. 

IET MRF HK (4.201 RAL p MASON [1957] 
Ag. aL. ARERR CREAR, (E HAST A) i 
THT. Bb FARE RTP AN EAER AE f NATHAN[ 1962] 
AUN PE RBA ANY Bizet-Cauchy 展开 式 而 给 出 的 。 在 以 
上 所 给 的 规则 和 MASON 从 出 的 规划 之 间 唯 一 的 差别 是 在 真 路 径 
Pi, E, 所 有 的 边 是 指向 节点 了 而 不 是 离开 节点 P 。 这 样 作 的 理由 
是 不 难 发 现 的 。 与 从 节 点 i 指向 节点 j ARTERIER TEA 
P p 换言之 式 (4,21) 的 作 随 单 极 子 图 实际 上 是 
HAC UPROAR, 央 此 ， 毫 不 青色 这 两 种 方法 的 公式 
几乎 是 相同 的 。 这 一 事实 也 已 经 由 TALBOT [1966] 指 出 。 除 了 以 
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EEKAN HEME BE FAM. plan, PERC- 
IVAL[I9857, COATES[1958], MAYEDA[1958], NATHAN 
[1965], TALBOT[19635.D4 NUMATARIIRI[ 1373], 


x LP 


IB 4.41 RAEI RIE MS 

Di 4.15, 一 般 电压 反 IR AE 
的 网 络 图 及 其 等 获 网 络 如 图 4.41 所 
aR, HOARE NO EERE A MG ay AR eS 
— BMAF A SAE 88 6.4 rh rg 
NS. s 方法 而 得 出 ， 如 疼 4.42 qo F E 
` RATE PLT 数 Zo, 
ULE GMIA P] k RAE 
FR Ve, FIATA AAW cH 
mao MARR EMA AWK CS, EMER 4 dz n 

用 虚线 表示 出 来 。 根据 式 (4 201), A Moy w= Zia EAR 


Z, = 


Xm V;= V MIT ty: tye 8321 
EYYE Yp + ge) 
=yrydy, Ya + Bad EYY ty ved], 20 


HET 


起 (4.204) 中 斯 震 G^ bie vt nT LE G” ulli TURAE r 和 
k 上 最 开 式 而 得 出 ， 而 G" BAG PRAM YAIR DR 
的 有 向 图 。 

AV, MRBB ARAB AS soe Be. W on Bh 4.43 
'OBCRELA BA EHE am 和 电源 支 路 VS。 根据 式 4.201), Ñ 
Mua (12Z, IDR 

Z vr Dio vz 


Xy + Yp L ga) (1) yuy L (yr — ga) + Cra ypt go) | 
(yy (Ya + Yp) (i Y T Ba) Ye > C32 Ye 
(4.205) 
式 中 分 母 中 的 项 对 应 于 O ey ar IUBET. TIED 4.4300) 斯 示 。 对 
于 G" 的 有 向 树 tf 而 言 ， 选 择 节 点 ?为 参考 点 避免 了 产生 相互 对 消 
TOUR. 显然、 分 于 上 的 项 实际 上 是 与 式 (4.204) 中 所 给 的 那些 
一 样 的 。 


p 30658 
fa) to) 


图 4.3 MPA 4 a1 SOMA A HARRA a 
JR TE OIF, En ATO C TL RI 
FARRE. MEARE G(Y) 的 拇 条 有 向 边 的 权 与 无 向 边 的 权 
相隔， 则 可 以 进一步 简化 。 借 助 这 个 简化 ， 显 然 所 得 的 GOOD 1 
合 配 (第 一 章 86)， 它 可 以 直接 从 等 效 网 络 作出 ， 只 需 将 单项 元 件 
药 对 应 有 向 图 ， 或 理想 变压器 和 互感 揭 仿 线圈 的 伴随 图 释 加 到 由 大 


ERE 


网 阁 的 电阻 ， 岂 容 和 ( 自 ) 电 感 弓 成 的 子 妇 上 就 可 得 出 。 用 下 面 的 作 
子 来 说 明 这 个 问题 。 
BI 4.16， 考 感 如 图 4.44 所 示 的 梯形 网 络 ， 受 控 tB HE Wa Zalo 


ËB] dai (OMEN 


可 以 变换 为 如 图 4.45 所 示 的 
atki. 按 MS 6.4 
TRAKAI HAREE 
-nyoy ER 4.46 R. RR 

RH GRIF És (ü He A ak Be 
r Base OE EGRE AG RK 
[ENSE UP 路 va 和 电源 支 路 va, An) k 
所 示 。 根 据 式 (4.201)， 有 Ha =E... 以 及 


图 4.46. BEE ATI. 
Breer” pr EDP vi 


eiut y) Os +y) +S Y Ya ty rys ty /YY 
(4.206) 
AP ViVa S yay Hye Eyar yo + Qut ydyays 
+ Cyt yedye(yat ya ys t Y) c Ysyoya (4.207) 
前 Vs PATE GAHR t, 的 集合 由 G" dot zo mdr a ERI 
而 得 ,而 G" 是 在 图 4.47 中 给 出 。 
PERU MAW BARAK Zoo 接 入 电表 支 路 
vm 和 电源 支 路 cs， 如 图 4.48 Bra, HEH (4.201), A Ha 
Zopo 以 及 
Zo DP Ve 


i 


(4.208) 


式 中 
VI = VG = qnuYW Ya + Y) + yiysyiys 
YYY Ya - Yet Y) + yyayys 
(4.209) 
而 式 (4.209) 中 的 项 对 应 于 GRA REG, ， 并 且 由 G” 中 节点 对 
r 和 9 上 展开 而 得 ， 而 G” 是 从 G 中 移 去 电表 支 路 和 电源 支 路 得 出 
的 。 


图 4.47 从 图 4.46 Bevin Fad 图 4.48 HORI 
接 vs 所 得 出 的 滋 合 图 Zorn 的 混合 图 
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现在 考虑 图 4.49(a) 两 个 非 全 故 合 线圈 代 型 。 仿 照 类 似 于 86.4 
中 对 爱 控 电流 渡 和 理想 变压器 所 给 的 依据 ， 对 两 个 非 全 耦合 的 续 贺 
的 伴随 图 给 出 如 图 4,49(b) 所 示 ( 习 题 4,53)， 这 里 
Yi Lu/s(LuLo - Mf) 
Yi La/s(LuLa;— Mi.) (4.210) 
y =M/s(LaLa -Mi) 


X iQ hu all 
a 
t le € $t 
aw M 
bo = d 


ta) tb) 


图 4.49 (a) PES MRE, (bX JEA AE. 


Bj 4.17， 考 虑 如 图 4.50 所 示 的 变压器 耦合 的 晶体 管 放大 器 。 
利用 前 面 概述 的 步骤 ， 放大 器 的 伴随 混合 图 如 图 4.51 所 示 。 假设 
要 求 计算 放大 器 电压 增益 函数 gla.s。 为 此 在 G 中 接 和 电表 支 路 vm 
和 电源 支 路 vs， 在 图 4.51 中 用 虚线 表示 ， 根据 式 (4.201) 有 下 式 * 


图 4.50 RRA RAS 


ETE 


Biss = (1) FP EVE 
MES 


—[G.Gy + (eG, y(G, + G, + G, —eG.) +G.(—aG,)y 
+(—aQ.)G;y+ (-aG)0 (7 aG0y VT 
=y(G,G,+aG,G,)/V* (4.211) 
式 中 Vi= Vi =(y,—yXG,+(G, G0) -eG ly 
+(Gs~yi-y) 1+ (G, Gy + (G; 
= yay) J+ Gers Y); + (Gi + G) 
~aG,] (4,212) 


E SD B 4.50 3 AeA 
XB y, y 和 ys 由 式 (4.210) 所 
定义 的 ， 而 Vi 中 的 项 对 应 于 如 
384.52 所 示 的 有 向 图 G" 中 的 有 
Ae G° Aih ty 的 集合 
由 节点 对 5 和 4. 上 的 展开 而 得 。 
选 节点 DFA. MERE A 
对 消 项 产生 的 元 余 项 数 。 图 4.52 从 图 4.51 Eak 
最 后 ， 如 果 需 要 放大 器 的 转 — SUGRNUOROURMAGSH UN 
BERAR Zs 可 以 用 类 似 的 方法 计算 ， 所 要 做 的 妈 是 在 G 中 用 
Th Di XC RE cs 兰 换 电压 源 支 路 vs。 因 此 ，Ziz.es 的 分 子 与 式 t4,211) 
BH g12.5; 的 分 子 相 同 。Zis.st 的 分 母 VS 中 的 项 对 应 于 从 台中 移 
去 电表 支 路 和 电源 支 路 所 得 混合 图 中 的 有 向 持 ， 事 实 上 , 这 就 是 放 
大 器 本 身 不 定 导 纳 矩阵 的 伴随 混合 图 . 换言之 ，VY 了 仅仅 是 这 大 器 的 


ELER 


TRSRPUSPREHADR. ATHER. VES sm 4 上 展开、 
BPE A NOR. 
Vi =O ~y)(G, + XOLG; -GaG G1) + (G, —aG,)G,J 
+G,G,(G,+G)(G,+ Y1) +GiGiGs(Ge+ y.) 
TOS Y —v)y (G +G) (G A Gr) + (G,—aG,)G:1 
= (y, F GOL(G, 4 GGG, + Gay; + Gaya) 
* GGG; - v3) —aG,G;y,1— aG G.y2 
=y (Gi GG, G2 — y'6.G; 4,218) 
P RARES PA GEER Zao ss 于 是 可 以 求 得 。 
BE CE. RAW TIERE, (41.201) PRR 
PR te Pe, 也 由 MASONT 1957 ROE ER AC P t 35 
ACHE AFLG RRS EAI RIPO, VERE BP 
余子 式 ， 因为 它 是 当 PL AAS TA Pea Sh ahi 
阵 的 行列 式 。 
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在 这 一 章 中 已 经 涉及 了 称 为 不 定 导 纳 矩阵 的 一 种 特殊 类 型 的 系 
统 拓 际 。 当 节点 方程 组 用 于 分 析 一 般 线 福 电网 络 时 ,就 出现 不 定 导 
纳 年 阵 ， 它 也 称 为 等 代数 余子 式 害 阵 ， 因 为 其 元 素 的 所 有 一 阶 代数 
侈 了 蕊 都 棚 等 。 我 们 也 探 二 了 它 芍 某 些 基本 性 质 ， 也 表明 了 与 其 元 
喜多 二 阶 代数 余子 式 是 怎样 联系 的 。 

我 们 论证 了 式 (4-21) 关 型 的 等 代数 余子 式 算 味 元 素 的 一 阶 和 二 
阶 代数 余子 式 的 展开 式 中 的 项 和 年 阵 的 伴 苑 有 向 图 中 称 为 有 向 所 和 
有 向 2- 桂 的 某 些 类 型 的 子 图 之 问 的 基本 关系 。 指 出 这 些 子 图 和 对 
应 COATES 图 中 子 图 的 关系 。 也 给 出 了 表明 怎样 消去 伴 参 有 向 图 
HERRARTE ' 阶 和 /或 二 阶 代 数 余 子 式 之 比 的 方法 。 和 性 EU 
是 在 电网 络 理论 中 它 简化 为 了 -A 变换。 

介绍 了 产生 有 向 树 和 有 光 2- 树 的 三 种 方法 ， 第 一 种 方法 类 似 
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FL MINEHEAD IR TF ke SHR. JG y 
是 简单 的 ， 也 必定 产生 对 销 项 ， 风 此 它 不 是 非常 有 效 的 。 另 外 讽 种 
方 车 是 选民 车 ， 它 不 会 引入 任何 对 消 的 元 余 项 。 此外， 它们 部 适用 
于 数字 计算 和 。 
经 过 论 了 有 向 珊 方 法 对 电网 络 拓 扩 分 析 的 应 用 ， 表 明 迹 种 方 

法 可 以 对 一 般 网 络 进行 快速 分 析 ， 了 网 络 函 数 可 以 赁 更 嫩 直 接 从 作 随 
右 向 虱 写 下 ， 并 颖 述 了 直接 从 网 络 图 建立 伴随 有 向 图 的 方法 。 还 需 
提 -- 下 ， 根 据 这 种 方法 的 计算 机 程序 己 由 MCCLENAHAN 和 CH- 
ANTIO JAME R. 

E ERA EET DE A T E. AA A 
于 网 络 设计 者 或 者 分 析 工 作者 可 以 给 山 更 次 观 多 帮助 ， 其 至 于 在 很 
多 用 和 兴隆 和 行列 式 的 方法 来 列 方程 式 ， 并 求解 这 类 上 滞 题 的 情 视 下 也 
是 如 此 。 由 于 有 向 树 和 有 向 路 径 是 容易 识别 的 ， 这 一 章 中 提出 的 规 
由 对 在 答案 中 检验 任何 有 可 疑 的 项 的 合理 性 ， 或 者 在 近似 法 中 估计 
误差 是 一 种 磊 常 有 效 的 手段 。 在 包含 相当 复杂 网 络 的 实际 问题 中 ， 
如 果 各 种 支 路 旱 纳 多 数 秆 是 已 知 诬 ， 则 可 以 兰 重 察看 那些 数值 上 占 
优势 项 的 有 向 路 径 和 有 向 树 。 可 以 忽略 的 项 良 术 不 必 写 下 来 ， 这 实 
在 是 省 时 间 ! 


习 = 


4.1 证 明 椎 论 1.1 

4.2 EMR G(Y) 的 业 些 边 用 并 联 边 集 来 表示 ， 使 得 夭 个 集 含 的 
HUA te FT RA GY) A, ABFA (4,25) 仍然 
LEM 


4,8 证 明 推论 4.5。 
4.4 证 明 推论 4.6。 
4.5 RREY Add cde def DE, HETA) 


Em, M4 i, x=1, 2. 5. n, 4 


(gare 


pS 


» 


= RR = 
ww Nd 


Yas LEGY (4.215 


AP ERGY PHA ak 
A Yasa = Yeah 
Pe A432), 
Ta HGR 4.9, 
HEPAANPARSAMPTRASEA MMA, 导 出 类 似 . 
TAG 1I ZA, 
HRH 4.11, 
PEYRAT EEEE, HARA 
式 (4.23) 的 形式 ， 证 明 恒 莹 式 (d4,45) 仍 然 有 有效 。 
推广 有 向 2- 科 和 有 有 向 3- 笠 前 梳 念 到 "有 向 K- 科 ”。 
利用 习题 4,13 中 所 定义 的 “有 向 K- 持 ?的 绝 念 ,证明 如 果 ji 
bis cde Ada >is t, L, MAT k>2, 3 
(—1)u*hdetY, usu Titu) (4.215) 
BOP Yigg an ZAHER Y PON $ frio day eee he 和 列 
jie hb, e. de PPAR HEE: Goole GO) TY 
i, i, PL JAF TAHA HH, YAI 
ERER TARE, EARRA CY) TH 有 的 上 
es L. 
如果 立 是 具有 每 行 元 素 之 和 均 芝 于 霍 性 质 的 式 〔4.21) 型 的 
d, ipe d A (4.215 S ACE RC, 
对 于 任何 下， h. docs dos, ABER 21D OREL 
FRA4,2), 
Bui o LS J A aH 
EA G, XA n- 5 S 5554 Bl TAAA ARS GP 
BHR, Hl o paika N(t) TAS 
NOG)-(n—-2)07 ? (4.2185 
式 中 n>1 A nz2P(WEINBERG[1953]), 


uhr ber 


2348 


a 


.20 
.21 


e 


证 明 如 果 G, 是 从 也- 节点 的 完备 图 中 移 去 在 G。 的 一 个 节点 
二 相 关联 的 P 了 条 边 所 得 的 图 ， 则 G, 的 树 数目 N(t) 由 下 式 给 


出 


N(t)=(n—P~1) (n—1)?-tnt (4.217) 
AP n>) f PZn(WEINBERG[1958]). 
计算 图 4.53 中 给 出 的 每 个 图 中 村 的 数目 。 


网 4.53 两 个 非 完备 图 


对 于 i=j 的 情况 ， 证 明定 理 4.4, 
利用 习题 4.13 中 所 定义 的 “有 向 上 - 树 ” 的 概念 ， 证 明 在 卫 阶 
的 -节点 完备 有 向 图 中 以 is，……* 和 入 为 参考 节点 的 有 
f) k-bb tu ues heh) ACE NC geet) OF ASE 
N(t,,,,,.,4) = P(nP)* t (4.218) 
A P onDEZI(CHEN[1906 d]), 
AnSDAGROL218) P, Adj MJ 
N(t,,,,..,,) = KP (OnP) (4.219) 
证 明 推 论 4.13。 
证 明 如 果 @ 是 加 权 图 G, 的 伴随 对 称 有 向 图 ， 则 在 GG。 的 2- 
Ht, te G, 的 有 向 2- 树 全 ;之 问 存在 一 一 对 应 关系 ， 因 而 
FAR Sf) (4.220) 
如 果 痛 在 一 有 向 图 ， 它 的 有 向 树 t 都 在 T; 中 ， 且 所 有 全 , 中 
Ht, 没有 一 个 不 是 这 一 有 向 图 的 有 向 桂 ， 则 有 向 择 丘 的 
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4.31 


4.32 
4.33 
4.34 
4.35 
4.36 


5 


£ e 
b oto 
° 


4.39 


KOT. 称 为 是 可 实现 的 。 证 明 训 向 央 上 的 给 定 集 会 了 是 可 

突现 的 必要 和 充分 条件 是 T eA matt, He DRA FE A 

何不 包含 于 了 中 有 向 万 5。 

证 明 推 论 4.15。 

Ad 

pP FAC Bd), 

Ve dESE 4.17, 

BRTADHEGH-AAM, Ex 站 是 G 中 不 在 t, 中 

d-t, G, KR HR, Mabie, “PRE 
titi. D-i, ksi (4.221) 

deX o MAG P 53 A n ARA o Bh, G, kA 

对 于 1 d 32 838348. WAGHE- EG bl t, 可 以 人 失 任 一 其 

CAO HR CER oF kiki, 

Ete RGB und EX AEUETASH. uU 

如 果 gsx, ZEA 6 4 É U [nA PA AIC, 

Dün, RPA LUG, waka, 

HTHSAF, BRR 3 A(4.120). 

证 明定 理 4,6。 

证 明 推 论 4.20, 

ie 22 4.10, 

推广 定理 4.11 f 4.12, ARETE SS THES E 

证 明定 理 4.12, 

实现 下 列 有 向 树 全 了 

T={agec, aged, agid, ahid, ahic, agic}, 

PREM RAM, WADA EA EIL BR RIK 

Zem? 

BEA 6 B WT EAOXgieHOXrRAG, MAATE 

dn. BI-AS HARES, ip LAC k 一 £ 


EE 


e e a oa Re 


.40 


Al 


.42 
.48 
44 
AS 
.46 


合 可 实现 为 一 有 向 图 的 有 向 树 来 积 时 ， 它 是 可 实现 的 。 

证 明 有 向 树 乘积 的 集合 Ti 和 有 向 2- 树 乘积 的 集 6 TS 同时 
实现 为 有 向 圆 的 必要 和 充分 条 件 A TU CC) OT) 可 实现 
为 向 图 的 有 向 持 溢 积 的 集合 ,这 里 让 是 有 向 树 的 参考 节点 ， 
i 和 j 是 有 向 2- 树 的 参考 节点 ,eo 是 不 包含 于 T, 的 任 一 元 


” 素 的 任 选 边 (CHEN[1966 bJ), 


利用 习题 AA 中 给 出 的 条 件 ， 求 同时 实现 下 列 给 定 的 有 y 
树 和 有 向 2- 衬 的 乘积 全 合 的 有 向 图 ， 
Ti= (eee, eje, eue), 
T; = [ese;, C23, @@s> Cats, C486] 。 
证 明定 理 4.13。 
证 明定 理 4.14。 
证 明 推 论 4.22。 
证 明 引 理 4.5 和 4.6。 
考 谍 如 图 4.54 所 示 的 电网 络 ， 它 表示 一 个 一 般 的 电压 反馈 
HAS, HATHABDR, 
G) SHARABH, MAA P RABAT ER 
Gi) AKEHE EARED. 
(iii) 转移 电压 比 VS/E, 这 里 V. 是 从 k 到 工 的 电压 


图 4.54 ROE RPA RAH SRA 
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AB 
.49 


dom de 


4.56 


证 明 椎 论 4.26, 

H454 P, tH Zarr 和 yas ito 
hte (4.187) fe (4.189), 

在 式 {4,187) 中 ， 证 明 


We a= Wp sa Wasps (4.2222) 
Wan Wai Was (4.2220) 
《提示 ， 审 由 恒等式 (4.9) 和 (4,56))。 


FBA.) E, 

ERA 4.49 (MAPA 5 6, B LA E CEMI 

(b), 

把 在 8 5.1 中 所 讨论 生成 有 向 2 衬 的 方法 淮 广 到 在 习题 4.13 

中 所 定 尺 的 有 向 k- 衬 。 

| RA CL87)fe(4. 1290 P Ep e dde de X A, ur" 
detY, —1/(deiZ,) - V./U,, 

证 明 图 4.55 (a) 6 0 BERE HI 4.250), 


©) 


图 4.55 (a) 回转 器 ;《b) JEER IS. 


LESEN 
Vegan (4.223) 


Aek iiSi Me A £ TF £ GR, 4 M j $ < 
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(4.59)), 
4.57 导出 下 列 关 系 式 


— P Yog a= DY rnae (4.224) 
E E 


4,58 i P, je Pu SHAE £ OA o IGUAL uh a BA b de 
HACHPLAVAPLAMBADRE, AGARA 2- 
Biss 的 集合 Tuus 外 下 式 络 出 

Tuas U IP aP Y Xx TH (4.225) 
A PG4 TB 5 bhi ark 0k kon. TI F G* 中 
以 口 和 了 为 参考 节点 的 有 向 2- 树 todo. G* 是 分 别 把 
在 了 .和 P.。 中 的 节 点 等 同 起来 ， 用 唱和 日 表示 组 合 点 所 PE 
GA, mA RRB AH G i5 Pu Ae Po。 

4.88 考虑 如 图 4.56 Ff 60 8 A — 258 MR, ie 4- M 
# 656 9 ET k Tt Tk ri A Yu. Y TRAN 
Ak Z NE FK YL ade Yi, SER. 

Yosser Yi cee? Yass (4.228) 


JH 4.56 两 个 二 器 对 网 党 的 级 联 


4.60. ZAM 4.60 那样 ， 设 G 和 各: 是 级 联 连接 的 两 个 有 向 图 ， 
AAA OAT TAMAS MR RRA, 
证 明 
Tas UT, = (TI ve U Thae) X (Tiar OT ce) 
(4.227) 


EET 


A T Ti, Thoade Tae PMR Gi, G, # G,ÚG, Pah 
HHH tae 的 集合 ， 节 点 5 和 日 是 育 向 图 G 和 G, 的 共 
HHS. 

4,51 4E 6I GS ECCE IE AU SIDA AGRO, git 
2, b dec fk ak F GHA i RAM, E Ge S bi 
右前 集合 Ti dgTAPBE 

T,-: fal x Tía; be) (bi < Tib; ac) U de} x T(cs aby 
U fab) x T(ab; c) fac} x T(ae; b) UJ (be? x Tbe +a) 
iabeh x T(abe; di. (4.228) 

Av T(a be) t G(a;oc) vc i AGE A o S CR, 
Gla; bc) £ 85.3 PHAR, Fl 1 AoFkm dh, MA 
ROWRAMMFPARR, R-FRA T+ X AAW 5 +T 
MASON že ZIMMERMANN[1960]45 # RATA. 

4.82 HEA (4.228), 使 之 适应 在 后 的 节点 LALA HK 
iib, dede, Re RH T Wh LSPA OA 的 + 
E, x 


T=U (E, x TCE, ED, (4.228) 


APE, Rc 6. E AAS PE, A, TE: E) 
EGE; 巨 ) 中 以 节点 为 关 考 点 的 有 向 树 集合 ， KPIZ 
知 合 节 忘 ， 并 集 是 取 记 所 有 cQ 的 非 空子 图 E, 

4.63 利用 有 向 讲 方 法 ， 导 出 一 组 非 刘 次 方程 式 的 求解 公式 ， 这 一 
方程 组 的 伴随 有 向 图 是 访 样 的 ? 这 一 方法 效率 高 吗 ? AX 
A, Bh, (提示 ， 利 用 恒等式 (3.97))。 

4.64 ”证明 在 式 (4.858) 中 


mee DI (Yeo +o? rar. (4.230 
mx 


4.65 AAA Z (4.89). A (4.942) 的 权 Wez 也 可 以 从 图 4.16 
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4.66 
4.67 


HARAP, PEPSI 来 得 出 ， 将 得 出 的 结果 与 式 〔4.35 
intei, 

e^vcnin # Norton X P, inte Y A 04.178), 

丛 定 网 络 口 ， 设 A. £ V, RRA ( 8 38 G wy Pf 
RSIS, GAY ALR G3 Tk SB 
B, RBG OOP EB Shp, 证明 AYALA 
(4.217369 tU rR K aI GRR, EZ KE, 其 所 
TRO. MAYA- D, 
AŽMAN, n1. 3 代数 余子 式 
DAE, ix98 5 R R N A 的 所 有 代 
CAFRERF Am, 如 果 oA SCHOL E NER + 
MAR, RARER A nc 
UENPRERRATFAMEA MET RTEZR—-T, 则 所 
PAARE, RLEMARATASTAPAR ARA 
Lxx CPP 
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就 工程 应 用 而 论 ， 树 或 许 是 图 论 由 最 重要 的 子 图 之 一 。 在 第 二 
章 和 第 四 章 中 ， 已 经 建立 电网 络 理论 中 与 树 的 概念 有 关 的 性 质 。 例 - 
如 ， 独 立 的 基 尔 过 天 方程 式 的 数 日 ， 选 择 独 立方 程式 的 方法 ， 以 及 
测 络 阴 数 的 拓扑 公式 部 是 纯 以 树 的 概念 来 表示 的 。 除 了 这 些 应 用 之 
外 ， 树 已 成 荔 地 用 于 化 学 表示 式 ， 状 态 和 分 布 问题 ， 以 及 其 他 各 种 
应 用 (例如 ， 参 见 BUSACKER 和 SAATY[1965] 和 KAUFMANN 
[1967])。 事 实 上 ， 树 这 术 诸 是 首先 由 CAYLEY[1987] 在 成 功 地 应 
用 图 论 于 化 学 来 解决 化 学 表示 式 问 题 中 提出 的 。 
在 线 竹 系统 的 拓扑 分 析 中 ， 问 题 最 终归 结 为 在 伴随 有 向 区 中 求 
树 集 或 有 向 例 集 。 生 成 这 些 笃 的 宇 种 有 效 方法 已 在 前 一 章 作 了 介 
绍 。 这 一 章 的 首要 目的 是 提出 树 的 某 些 茶 本 性 质 ， 以 及 表明 笃 、 补 
树 、 回 路 和 制 集 之 间 存 在 的 密 团 关 系 。 根 据 这 些 关系 ， 第 二 个 日 的 
是 提供 各 种 现 有 生成 怪 的 方法 的 统一 概述 和 某 些 有 关 的 结果 。 
由 于 有 向 图 中 树 的 定义 和 (无 向 ) 图 中 的 定义 相同 ， 本 党 主要 只 
涉及 有 限 图 。 
象 在 第 二 党 所 用 的 那 坚 符号 一 样 ， 在 整 章 中 分 别 用 b、n、c 表 
RES Gee ATH G. 的 边 、 节 点 、 和 片 。 此 外 ， 分 别 用 "和 m 表 示 
秩 和 零度 。 


8 t. RHE 


根据 定义 (定义 3.2) 的 简单 推论 ， 竺 还 可 以 用 许多 种 其 它 的 方 
庄 来 表征 ， 今 后 我 们 将 使 用 下 面 的 定理 所 给 出 的 那些 等 价 说 法 ( 习 
Bad), 
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定理 8.1. 图 G 是 一 个 诗 ， 当 且 仪 当下 列 性 项 的 任何 一 个 成 


(D Gn ER AER ETE 

(2) GRH n—1 条 边 ， 且 不 含有 任何 回路 。 

(3) 6G 是 连通 的 ， 且 具有 n—1 条 边 。 

(NGAEHH, HSE m=0, 

(5 GRIER, HEMRBSE MB, BUS ko E WR 


(6 在 G 的 镍 全 两 个 节点 之 间 存 在 一 条 哈 一 的 路 径 。 

定理 5.2， 图 G 含 有 一 个 树 ， 当 且 仅 当 它 是 过 通 的 。 

证 明 ， 如 果 忆 不 是 一 个 柑 ， 人 6 必定 含有 回路 。 通 过 移 去 回路 芍 
一 条 边 ， 就 得 到 一 个 连通 的 是 有 上 比 G 较 少 回路 的 生成 子 图 。 根 据 定 
理 5.1 MOD, 重复 应 用 这 个 步 狐 ， 就 产生 G 的 一 个 树 ， 

推论 5.1， 设 d(x) 表 示 树 中 节点 x 的 度 ， 那么 有 


Xao)-212-2 (5.1) 


式 中 求 和 取 遍 册 的 所 有 节点 x。 
TER, 
XLtdQ)—2]122b—2n-2(b-n-1)—-2-52m—2-—2 


X (5.1) AARRE EA RISUU AUR, MOIBPIBHEIDROE 
OR 5.2). 

推论 5.2, 一 个 圭 至 少 有 两 个 节点 的 度 为 1。 

WEB]. 根据 定理 5.1 的 性 质 (6)， 一 个 树 含有 长 度 为 最 大 的 一 
个 路径 ， 在 树 中 路 径 的 两 端 必 定 十 认为 1。 因 为 如 果 不 是 这 样 ， 路 
径 就 不 是 最 长 。 推 论证 汇 。 

事实 上 ， 如 果 一 个 图 是 不 可 分 的 ， 则 图 中 的 任何 节点 都 可 以 用 
为 图 的 树 中 度 为 的 节点 。 这 可 用 下 述 定 理 来 表达 。 

定理 5.3， 在 至 少 含有 两 条 迪 的 不 可 分 图 台中 ， 谈 少 存在 两 个 
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笃 ， 共 中 忆 竟 任 穴 一 个 节点 在 这 些 树 中 都 是 度 为 1。 

证 明 ， 设 G* 是 从 6G 中 移 去 任意 一 个 节点 x 以 及 与 节点 x 并 联 
网 所 有 边 而 得 的 子 图 。 由 于 G 是 不 可 分 的 ， 根 据 定理 1.10, 从 而 有 
S* 是 6 的 连通 子 图 。 根 据 定理 5.2，G* 中 存在 一 个 树 tt。 如 果 e, 
古 与 节点 x 关联 的 G 的 一 条 边 ， 显 然 ， 子 图 tUe 是 G 的 所 要 求 的 
笃 。 由 于 G 是 不 可 分 和 的， 在 x* 上 至 少 存在 两 条 关联 边 。 因 此 、 由 以 
上 性 质 至 少 存在 两 个 树 。 定 理 证 毕 。 

前 面 (习题 2.43 和 2.44) 已 经 指出 ， 一 个 子 图 可 以 形成 一 个 树 
欧 -- 部 份 ， 当 且 仅 当 它 不 含有 同 路 ， 以 及 一 个 子 图 可 以 形成 一 个 补 
树 的 一 部 份 ， 当 旦 仅 当 它 不 含有 划 集 。 那 么 一 个 子 图 可 以 形成 为 树 
的 一 部 份 ， 而 另 一 子 图 含 于 对 应 的 补 树 中 ， 它 的 必要 和 充分 条 件 是 
什么 ? 这 个 问题 可 以 用 下 述 定理 来 表征 。 

如 果 t 是 图 G 的 -个 树 ， 则 用 表示 相对 于 G 中 + 的 补 树 。 

定理 5.4, Re 和 g; 是 连通 图 G 的 两 个 边 不 机 接 子 图 。 如 果 
在 G 中 存在 一 个 树 t 和 一 个 补 树 和 五, 使 和 g: BIE t, A t OT 
图 ， 那 么 存在 G 的 一 个 树 t。 而 g!1 E tS Fe, g: 是 二 的 子 图 。 

证 明 ， 设 G* 是 从 G 中 移 去 g, 的 所 有 边 而 记得 的 图 。 由 于 tt 含 
于 G* h, NGO 是 连通 的 且 含 有 G 的 所 有 节点 。 显 然 ， 由 于 名 和 
8 是 G 的 边 不 相 接 子 图 ， 则 8 也 含 于 G* p, HRR, B Ta É 
Pap, MÜ g; 没有 回路 ， 因 而 ， 由 习题 2.43， 它 可 能 形成 G+ 的 
一 个 树 的 一 部 份 。 设 这 个 树 是 4， 那么 + 也 是 G 的 一 个 树 ， 于 是 满 
是 定理 中 所 得 出 的 条 件 。 

这 一 定理 的 另 一 陈述 如 下 : 

推论 5.3， 设 8 Me. 是 连通 G 的 两 个 边 不 相 接 子 图 ， 那 么 存 
在 G 的 一 个 树 t，g! 是 1 的 于 图 ， 而 8g: 是 1 的 子 图 , S RI s, 不 
含有 回路 以 及 gz: REAR. 

这 个 结论 是 很 有 实际 意义 的 。 例 如 ， 在 电网 络 问题 的 状态 空间 
公式 中 ， 通 常 要 求 构成 称 为 常态 奎 的 一 种 树 ， 使 某 些 指定 的 凶 是 树 
安 ， 而 另 一 些 边 是 连 支 { 例 如 ,参见 BALABANIAN fil BICKART 
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除了 这 些 性 质 之 外 ,在 第 二 章 昌 1 由 已 经 指 站， See 
集 矩 降 或 特别 由 共 关 联 矩 阵 来 梁 征 。 对 于 一 个 (无 向 ) 图 G ， 其 术语 
WH, 基本 割 集 和 基本 回路 与 第 一 章 8 1 中 对 于 有 向 图 所 给 的 定义 ， 
除了 不 考 惠 与 这 些 子 图 有 关 的 所 有 方向 之 外 ， 其 它 完 企 相 司 。 除 了 
FAL 代 共 所 有 的 一 1 和 利用 代数 学 的 整数 模 z 运算 以 外 ， G 的 关联 
EBR A,， 完 全 割 集 年 阵 Q, MEARE B, 的 表述 也 完全 相似 。 
这 样 ， 除 了 所 有 负 号 消 尖 之 外 ， 第 二 章 虽 1 中 有 向 图 的 所 有 结果 都 
可 以 转 到 无 向 图 上 。 在 同样 范围 内 重复 一 遍 几 乎 没有 什么 意义 ， 所 
议 我 们 这 里 仪 蘑 单 地 陈述 一 下 结论 ,在 哮 去 其 细节 。 为 了 方 恒 起 内 ， 
再 一 次 用 G 的 基本 关联 答 降 A 表示 A, TORT AO rx b 和 条 为 I 的 子 
JEFE, MT GHEE EERE Q 和 基本 阿 路 矩阵 B 也 同样 有 效 . 在 
这 里 符号 的 选择 是 基于 下 述 这 一 情况 ， 这 些 矩 阵 的 直 本 结 均 ， 对 于 
有 向 图 和 无 向 图 来 说 是 相同 的 。 同 样 ， 氢 号 “表示 算 阵 的 转 置 。 

定理 5.5. ACHES RS B. oe T CHER, 

定理 5.8, ERA G 的 基本 回路 矩阵 的 方 子 阵 是 大 子 阵 ， 当 且 
仅 兴 这 个 子 炬 降 的 询 对 应 于 忆 的 补 树 的 连 支 。 

定理 5.7. AG He BREE Q. RET OME, 

定理 5.8. 连 道 图 G 的 基本 割 集 矩 阵 的 方 于 阵 是 大 子 阵 ， 当 且 
仅 当 这 个 子 第 阵 的 列 对 应 于 G 的 坚 的 树 支 。 

定理 5.9, 如 果 图 的 矩阵 
B. t Q, 的 列 以 同样 的 边 序 排 
列 , 那么 有 

Q.B: -0 和 B.Qi=0 
(5.2) 

定理 5.10， 如 果 图 G 揭 
A, B, 和 Q, 的 列 按 定 义 基 本 图 5.1 说 明 合 子 的 图 
回路 第 阵 B, ode Aa SUPE Q, 的 树 t RIES, FE 
DRA 


A=[A, Ay], B,=[U,B, Jf Q.=[Q0,,U.], (5.32) 
那么 有 
B,=[U, A An ]M QS-AGA-[Bu; UJ (5.36) 
例 5.1， 在 图 5.1 中 , 设 gi —eieíe, 和 gs 二 ees, 根据 推论 5.3， 
存在 一 个 怪 teieaetes，8g: 是 t 的 子 图 ， 而 g; 是 t=eses 的 子 图 。 
以 5 为 参考 节点 的 G 的 基本 关联 矩阵 A 由 下 式 给 出 


€; €z €z €4 €s es 


11100007 
A=2 011100 (5.42) 
31000110 
4-001011. 
类 似 地 ， 对 应 于 树 + 的 G 药 基本 市 集 矩阵 由 下 式 给 出 ， 
el 65 €, Ce ez €s 
"1000107 
Q| 919011 (5.4) 
001901 
-0001107 


记得 的 G 的 树 集 工 如 下 : 
T= {eieaeset，elesese5，ei6ez6485， ele2e1e6， EC1c28586y 
£,€,6,6,, €05,85, C1CsC5C6, 683636466， ea2636568 
ese,eses) (5.4 c) 
很 容易 验证 ，A 或 Qs 中 阶 为 4 的 方 子 阵 是 非 奇 异 的 (在 借 2 RA), 
当 且 仅 当 这 个 子 阵 的 列 对 应 于 工 中 的 树 支 集 。 
对 应 于 t 的 G 的 基本 回路 矩阵 由 下 式 给 出 
=[ 11011 °] 
011001 
式 中 Bi 的 列 是 以 与 式 (5.4 了 ) 的 Q, 那样 相同 的 边 序 排列 的 。 同 样 ， 
很 容易 验证 ，B: 中 阶 为 2 的 方 子 隆 是 非 奇异 的 ， 当 且 仅 当 这 个 子 
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Vesp p F G PEPTIDES. Iih, F BQi—9, 


8 2， 树 结构 的 编码 


到 目前 为 止 ， 我 们 主要 是 从 抽象 定义 米 讨 论 谢 , 而 对 于 如 图 
5.2 所 示 那 样 持 的 几何 结构 信友 阴 于 说 明理 论 。 在 三 座 欧 见 里 特 空 
间 中 ， 对 每 一 抽象 负 都 可 作出 相应 的 几 生 结构 。 在 上 一 节 中 ， 树 也 
用 其 支 路 标 知 符号 的 乘积 来 表示 。 但 是 ， 要 从 这 个 乘积 形式 来 恢复 
(抽象 ) 糙 或 碘 的 几何 结构 是 不 充分 的 。 在 这 一 节 申 ， 我 们 将 指出 如 
何 对 一 个 有 A3 BR BEC ES HI HE n— 2 ORT, 使 根据 
kd TT LER Aa sa tee Hi E. ik HM 0 7j UE FE dU g: h 
NEVYILLE[1953] 提 出 的 ， 根 据 逆 推 关系 的 另 一 种 方法 是 由 CHEN 
[1972(C)] 提 出 的 。 


图 5.2 EBI JLE S 


PER AALS 1, 2, +++ nA — ti Pa me 
求 在 编码 中 起 一 个 等 殊 的 作用 。 树 + 的 任何 一 个 于 点 都 可 起 这 一 作 
用 ,而 在 展开 式 中 ， 就 方 借 地 屋 竣 这 个 畦 殊 节 点 就 是 节点 nn。 强调 
一 下 ， 如 于 以 下 所 这 论 的 每 一 种 编码 ， 这 个 市 点 总 是 事先 指定 
的 。 
Zu 


2.1 用 路 径 来 编码 


设 d(x) 表 示 树 t 中 节点 x ABE, HAS 
B=, iU DU US, L) (5.6) 
A kee litem, PSEUD RARE BR dCi =1, 而 对 
TFu=2, 8, e, k—1, dG) =: 2, DUE on, 或 者 如 果 en, 
MAGS, t rh P. 的 存在 可 以 直接 恨 据 推论 5.2 IH. BR. Pi 
ITA f$ K— L PARES, 
€ =G, EIER SI (3.7) 
其 次 ， 考 虞 图 1 一 P:。 如 果 {一 了 . 不 是 空 党 ， 它 必定 是 一 个 树 ， 
于 是 以 上 葛 分 析 过 程 可 以 重复 进行 。 设 该 路 径 及 其 代 玛 分 别 H) P. 
MERER, TEREA P P, 如 采 继 续 这 个 过 程 、 则 
禁 上 将 最 终 被 分 解 为 一 组 边 不 相 接 路 径 Pa, P... Pao ROL s 
…， 窜 ,是 对 应 于 这 些 路 径 的 代码， 如 果 把 括号 删 去 ， 并 将 这 些 代 
码 排 列 成 行 ， 就 可 得 到 树 了 上 的 代码 为 
PY. (8.8) 
积 据 分 解 树 ¢ 的 过 程 ， ;中 的 最 后 一 个 整数 i 也 会 出 现在 v^. 
… 2 中 ,但 雪 , 的 所 有 其 它 整 数 则 在 儿 中 出 现 一 次 王 仅 出 现 一 次 。 
类 似 址 ， 在 多 ; 中 最 后 一 个 整数 (1<j<q) 也 会 在 Vus Coru 
SHR, BRE vmm PIDE, 并 县 v, 的 所 有 其 它 
EREC, uo Ca 中 出 现 一 次 什 反 出 珊 一 次 。 显 然 ， 在 多 
中 最 后 一 个 整数 必定 是 en, KERE. WME S 是 给 定 的 ， 则 多 : 和 
Yj; 中 最 后 一 个 闽 数 是 可 以 鲜 认 的 ， 因 为 它们 要 在 代码 v 中 后 面 的 
整数 中 人 复出 现 。 因 此 ,一 个 绎 癌 以 从 其 代 码 中 重新 构造 出 来 ， 由 
于 在 路 径 的 代码 中 整数 的 数 等 于 路 径 的 长 度 ， 从 而 在 多 中 的 最 后 一 
AER, BER 是 多 余 的 ， 因 而 可 以 出 去 。 设 这 个 简化 的 代码 用 en* 
来 表示 ， 因 此 有 n Aes ACT BERTI n 2 个 整数 排 成 的 序列 来 表 
ES 
SOSH SRM, MR-PRRE St h iW Kk, MEE NDS 
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SLASH ANE kel 度 。 此 外 ， 不 在 RER RIESE 
MED BHA. 对 它们 的 证 明 留 作为 练习 《习题 5.4 和 5.7), 

作为 一 个 例子 ， 考 虑 图 5.2 中 给 出 的 峙 ， 树 可 以 分 解 为 4 条 边 
AUER, Pi=(8,7)U(7, 10), Ps=(9, 2), P,=(1, DUC, 
DA Pe (6,5)U (5, BUCS, DUI, 10), xci KEER ERS 
代码 是 g =(7, 10 @,=(2) 9,—(, 8)819,--(5, 3, 4, 10) 
因此 ， 与 树 相 对 应 的 代码 由 下 式 给 出 

#@=(7, 10, 2, 2, 3, 8, 3, 4, 10) 

反之 ， 如 果 儿 是 已 知 的 ， 则 可 以 如 下 重新 构成 树 ， 由 于 整数 10,2. 
和 3 在 名 中 出 现 的 次 数 大 于 1， 代码 可 以 分 为 C7，10)，(2)，(2， 
3}， 和 {5，3，4，10)， 其 中 每 一 个 代码 对 应 于 一 个 路 径 编 码 。 这 
些 路 径 可 以 很 容易 地 要 的 它们 的 代 玛 重新 拘 成 路径 用 Pi 一 (W、 
TUG, 10, P;2(X, 2), P,=(Y, 22U(, DA P =(Z,5)U 
(5, DUG, UG, IVAH, FART RIS BENER. 
BPH, WEE*=(7, 10, 2, 2, 3, 8, 3, OER, gT 
以 很 容易 从 @* 中 重新 构成 ， 因 为 最 后 一 个 整数 n 等 于 et 中 整数 
的 数目 加 上 2。 于 是 如 暴 计 算 在 ent PRR Oa, RUER 
2 和 3 部 出 更 是 次 ， 丙 7，10，5 和 4 dg" HIBRL— ix, Alt, W 
点 2 和 3 在 树 中 的 庭 为 3， 而 节点 7，10，5 和 4 的 度 为 2， 所 有 其 
它 节 点 度 为 1。 

HE, HATAW, X, Y 和 了 除了 这 些 点 的 庭 为 1 之 外 都 不 能 
唯一 地 确定 。 候 定 要 求 已 标号 的 去 编码 并 要 求 可 以 从 这 一 编码 完全 
恢复 这 一 色 的 结构 ,而 不 证 仪 在 同 构 范围 之 内 ,这 易于 如 下 作 到 ， 在 
分 解 树 为 路 径 过 程 的 每 一 步 中 ， 在 押 有 度 为 1 的 节点 中 总 是 选择 起 
点 具有 最 小 草 的 路 径 。 用 送 种 方法 ， 一 个 树 可 以 从 其 编码 中 完全 全 
复出 来 。 作 为 一 个 例子 ， 再 一 次 考 患 如 图 5.2 所 示 的 图 。 树 被 唯一 
皂 分 解 为 四 个 边 不 站 接 路 径 ，Pi 0,2), P2 (5,52U(5, 8), P= 
(8，7)U(7，10) 和 了 一 (9，2)LU(2，3)U(3，4 (A, 10), 
WERE i= (2), @,=(5, 3), Zas (7, 10m v,—-(2, 


E 


4，16)， 因 上 比 ， 树 的 代码 由 下 式 给 出 
@=(2, 5, 3, 7, 10, 2, 3, 4, 10) 
RZ. 如果 多 是 已 知 的 ， 磊 可 以 重新 构成 如 下 ， 由 于 节点 1，6, 3 
和 9 在 名 中 没有 出 入 ， 它 们 必定 是 这 些 路 勾 的 起 始点 ， 这 些 节 点 以 
1, B, 8 和 9 AMUSE PL, Pa, Pa. APs, hFE 
Ë 2, sn 10 在 多 中 轧 现 的 次 数 大 于 1， 它 可 以 分 解 为 (2), (5,3), 
(7, 1AL2, 3, 4, 10, AE, KARET AA ERRED p 
企 恢复 出 米 。 
作为 另 一 个 例 于 ， 让 我 们 对 图 5.3 中 给 出 的 树 进 行 编码 ， 记 得 
担 移 代码 如 下 ， 
g*t=(15, 8, 3, 12, 32. 5, 1, 25, 29, 23, 25, 27, 
17, 29, 29. 21, 1, 10, 21, 15, 13, 9, G, 21, 
32, 19, 23, 10, 15, 19), (5.9) 


图 5.3 REBER. p A GULHTE E BE 


2.2. Rif kaa 


km RE bh T BREAD BUR PRL HS TEE 
bd He HE AAR ERER EUR Ae ini Hoe AO XE 2 SCS 
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TJA 5.9), 
XX 5.1， 终 端 边 。 


图 的 一 条 边 称 为 终端 边 ， 在 图 中 只 要 它 的 个 终端 的 度 为 1。 
APRS t, VEG. 6)(x—1,. 2,9. k) t on. 
TZ a(i)=1 j =n dj 35x Pu-12,:sk—i 
WER Kihn. BR, WAL AAT, BE j RRR. W 
B=, ig, d (5,10 a) 
£i-G,. jc)». (8.10 b) 
开设 EE; ERD t 的 终端 边 给 成 的 了 图 ， 考 虑 图 t 一 E,。 WE tE, 
关 风 ， 那 么 它们 是 一 个 树 ， 以 上 过 程 可 以 重复 进行 下 去 ， 设 a. 和 
Ey 是 由 此 产生 的 相应 整数 序列 。 如 果 继 续 这 个 过 程 ， 最 终 会 产生 
两 个 编码 数列 Uis Ko c. WyMD:, Da, re, Dau 其 中 
WEP 88 B fr, LER. WERE PRATER SLT, TRS 
Praed RED. TIRA Bh t AR", 
DB- EE Da (5.11) 
其 中 oni 的 元 素 是 不 骨 现 于 Z 外 的 大 AA. RE Z, EL 
Fe, CHEK, UR 多 ,也 可 以 随 之 确定 。 在 BA(1<j<q) 中 
的 整数 4 一 j<q) 症 这 样 的 一 些 整数 ， 它 们 名 存在 于 Zi 中, 但 不 
BEE DQ Uh. IPTE TN BUG SA EB) 
TER. Yk HA, 2, R UW 的 元 素数 隐 含 于 纪 的 组 成 之 
中 ， 支 更 为 多 的 前 站 项 与 这 一 序列 的 剩余 部 份 的 上 述 关系 。 当 2 
fu Z: HAEREA, DR 27. 中 的 元 素数 具有 同样 的 隐 含 
人 性质 ， 等 等 。 最 后 ， 人 2 的 元 素 是 不 存在 于 Vi, Wa Wa 
中 的 整数 ， 亿 小 于 na。 这样 ， 一 行 由 联 一 1 个 整数 组 成 ， 其 最 后 一 
个 整数 为 n ARA ARA, WEEN, TERT 
LARR zh SRT a 
华为 一 个 例子， 考虑 图 5.2 pir niu. BG t 的 终端 边 集 由 
(1. 2), (6, 5), (8. DFR, 223 RO B) Ç ph db en 
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G, 6, 8, 9): Z,- (2, 5, 7, 2), RME EB CAES X: - 
(2, 5, 7Yfü Z;=(3, 3, 10), 97, 一 (3) 和 A= (2), DAR 2¿ — 
(DA z,—00., BI, BNA PRA 
£2, 8, T, 2, 8, 8, 10, 4, 10) 

反之 ， 如 果 多 是 给 定 的 ， 树 可 以 完全 重新 构 或 如 下 ， 电 于 1, 0. 8 
和 9 是 不 存在 于 多 中 的 大 二 的 节点 ， 它 们 必定 属于 was HH 22 = 
(1，6，8，9)。 网 此 ， 有 上 kk 一 4 及 Z, 由 Z 的 将 四 项 组 成 ， 即 
@,=(2, 8, T, 2) WAS AAR, HEELS t 
Pema. EMBL. 2), (6, 5), (8, DAO, 2), HPE: 市 
元 素 是 存在 于 Z 中 的 整数 ， 但 不 存在 于 m. 2,22 =(3, 3, 10. 
4，1 站 的 整数 之 中 ， 求 得 @Z- (2, 5, T). Abe, @,=(3, 8, 
12, 9 中 元 素 是 存在 于 2: 中 也 不 存在 于 2.2.=(4, 19) Ms 
整数 ， 所 以 有 aD Ds UD. WE 23， 中 元 素 是 不 存在 于 
Qa. Guy TH 和: 中 的 整数 ， 以 及 它 比 10( =n) sp, EAR AY 
(Of GC 10), Bik, HERCE 3), (5. 3), (7, 10. 
(3, AVAIL, 10), PAM aR K GERD ANU. 

TEXT MAF. 让 我 们 对 如 图 5.3 BA ie, THEW 
前 代码 给 出 如下、 

B=(15, 8, 5, 25, 29, 23, 25, 29, 1, 21, 13, 13, 

19. 23, 1, 3, 9, 10, 27, 10. 12, 6, 17. 21, 
18, 32, 29, 19, 21, 32. 32) 

SHOT IE FCU SE RE. 如 果 空 仅 作为 树 的 代码 存放 
DARN -TERSE n, ESRR. SOLA. 设 这 个 简化 代 
码 几 Z* Ra, ist. RE a eS PE dy n— 2 TES FAL 
dian, EPF, WEB fe cz pe k k, 那么 其 对 应 节点 在 树 5 
eH k-1. Már. 对 于 图 5.2 的 竺 的 代码 co Hi PRA, 

@*=(2, 5, 7, 2, 3. 3, 10, 4), 

PHM 2 RES $£ Ee Le Bb t 中 节点 2 和 3 的 度 
为 3， 对 于 Ope BRO, XII TERIS, 
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$3. 分 解 为 路 径 


在 82.1 中 已 经 论证 怎样 通过 将 树 分 解 为 路 径 来 对 树 编码 。 下 
福 将 考虑 分 解 树 为 最 小 数量 的 边 不 相 接 路 径 的 问题 ， 然 后 确定 这 种 
分 解 的 数目 。 此 成 果 米 自 KOTZIGL1967] 的 研究 工作 , 是 以 图 中 度 
为 奇数 的 节点 数 总 是 偶数 这 - -事实 为 基础 的 (推论 1.2)。 

定理 5.11, EZ KC 0) JE BE t 中 度 为 奇数 的 节点 数 , 则 + 可 
以 分 解 为 X 条 边 不 相 接 路 径 ， 并 月 t 的 任何 分 解 为 边 不 相 接 路 径 至 
少 含 有 上 条 路 径 。 

TE. 根据 推论 1，2， 有 kk 之 1。 设 

Pi, d2Us iDU UG, ha) (5.18) 

是 树 t 的 一 条 路 径 ， 这 样 节点 i ios deb 上 中 度 为 奇数 ,而 节点 
x(z 一 2，3，……，u) 是 度 为 偶数 的 节点 。 攻 起 图 1 一 P:， 显 然 ， 在 
i P, 中 度 为 奇数 的 节点 有 2 (k 一 1) 个 。 HURE-CINO, XDP4RT 
4 一 ?的 片 ， 相 同 的 步 又 可 以 重复 进行 ， 因 此 ，t 可 以 分 解 为 x 条 
边 不 相 接 路 径 。 

假设 二 1 分解 为 不 相 接 路 径 ， 食 有 的 路 径 少 于 上 条 ， 那 么 这 会 
路 径 的 并 会 产生 度 为 奇数 的 节点 数 小 于 2 的 树 ， 这 是 由 于 一 个 图 
和 一 条 路 径 ( 与 图 边 不 相 接 ) 的 此 使 度 为 奇数 的 节点 数 至 多 增加 2 的 
毕 克 。 因 此 ， 任 何 分 解 至 少 含有 上 条 边 不 相 接 路 径 。 定 理 证 毕 。 

定理 6.12, Bea 是 册 二 中 度 为 i 的 节点 数 ， 而 2 是 上 + 中 度 
为 奇数 的 节点 数 ， 那 么 树 1 分解 为 不 同 的 X 条 边 不 相 接 路 径 的 数量 
8 出 下 式 给 出 


g-Tirov (5.14) 
ip f(2i—-1)-f(2i)-1, 8, be (2i—-1). 


证 明 ， 对 于 一 个 集合 R， 设 a(R) 表 示 其 元 素数 目 , WS. (u= 


E 


1，2，……sa) 是 由 树 在 节点 u 上 关联 的 所 有 边 组 成 的 集合 。 划 分 
S, 的 元 崇 为 下 述 性 质 的 不 相 接 子 集 r HEAR: YE Ru= {ro}， 
如 时 xfS。) 是 偶数 ， 那 么 对 于 所 有 的 x，c(rno)==2。 如 果 a(S.) JE 
PES 2354 20.)—1, WXPPx21aQu)-2. RRES AUR 
MAURER, WAS 的 元 素 划 分 为 R,， 有 f(i) 个 不 同 的 划 


分 


考虑 具有 以 上 性 质 的 划分 的 一 个 系统 久 (RS, Rates Ra}. 
在 下 晰 将 证 明 ， 对 于 名 的 每 一 选择 ， 相 应 地 有 一 唯一 的 分 解 树 COS 
k 个 边 不 相 接 路 径 ， 反 之 亦 然 。 分 解 过 程 总 的 说 米 是 反复 产生 与 相 
应 的 一 条 路 径 ， 然 后 把 它 移 去 。 产生 与 A 相应 的 路 径 的 规则 概述 . 
如 下 ， 

《1) 在 麻 为 奇数 的 节点 只 上 开始 ， 然 后 沿 着 E TF R, r. 中 

(2) 如 果 在 R, fr. 上 得 出 一 条 过 (uvyY) ,那么 对 于 xs1, 沿 着 
含 于 ;中 另 一 条 边 行进 ， 而 对 于 x 1. 路 径 中 已 构成 。 

HA, CALA SO ERES k ADAP IS, RZ, HTA 
个 分 解 相应 地 有 一 组 有 具有 以 上 性 质 的 划分 ， 从 而 不 问 的 则 分 数 了 等 
于 共有 所 要 求 性 质 的 不 同 组 的 数目 。 因 此 ， 有 有 


£=[f ra o»- Tros, (5.18) 
定理 证 毕 。 

Hb MAL, MINI 5.2 AREEN, End meds n, 
APE ISS, 5,209, 90. 由 于 在 + oR 6 个 度 为 奇数 
feed, M k=3, 从 而 任何 分 解 树 + 为 边 不 外 楼 路 径 容 少 含有 3 条 
WIS, HIE ERE t 可 能 的 不 同 分 解数 有 

£-C)'Qy)-8, 
给 出 如 下 ， 
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i695, Costs, ESO), (eo, Baeeereics, GI. 
fe, eeese,, Soe estab, fer. eyeserercaess eset, 
les eye. memes), fez, teens, ese}, 
teres, € eese]. (ces, el, eee]. 
le; ere, é.G;ese-esesl, 


8 4. Wang- 代 数 公式 


在 图 论 的 许多 工程 应 用 中 。 训 必要 到 出 图 的 所 月 的 针 和 社 树 。 
un. UR Ec ad A GUERRA RE. Db. — 
A RISRMORHCRRMBIMAGUTOUT R. ECE In aude 
BB KEE EBORE PE BIBIT h P8] [fo ip aR, 

HFA n 5889336831. HON BS REEL B BU EAE 
观察 0 一 1 个 边 的 所 有 可 能 的 组 合 ， 如 果 ? 是 共 边 的 总 数 ， 必 须 观 


a 0 emia. ahah MORRI, EAEN 


甚至 对 于 高 速 数 宁 泊 算 纲 来 说 也 是 太 大 了 。 例如, 对 于 一 个 具有 2C 
个 区 点 和 4o 8198581. SEXO EIOS CH Je 137846528920, 

JE SE HUI e t Po E SE E Ce T Reo e I, a SEP 
次 数 按 指数 规律 增加 。 这 就 需要 有 - -ARERR in. E 
要 求 运算 次 数 随 赂 的 节点 数 的 变化 接 朱 于 关系 ， 而 且 不 需要 对 
每 一 新 生成 的 树 都 要 与 已 经 产生 的 桂 查 对 一 下 号 否 重复 ， 因 为 这 是 
一 利 非 常 销 耗 肝 间 的 过 程 mE meee, 树 数 可 以 达到 
EH. 除了 降低 这 个 过 程 之 外 ， Br TE VE SAL F asr RS f: 
dEBEBERCRHEUE EAE AREA R SORGE aS AMNES icit - d 
限制 了 月 计算 机 来 分 析 系 统 的 规模 。 

在 这 一 节 中 将 讨论 娃 、 锌 树 ， 多 树 ， 多 补 桂 、 回 路 ， 路 答 利 割 
切 之 六 的 密 邹 关系 。 然 后 表述 怎 棱 利 用 这 些 关 么 式 来 生成 协和 补 
树 。 丈 个 一 市 是 以 CHEN #1 MARK(1999], BERGER 和 NATHAU 


El 


E 


11968148 CHENL1969 d~h, 1671 ec 的 最 近 研 究 成 果 为 基础 的 ， 


4.1 Wang- 代数 


Wang- 代 数 首 先是 由 WANG[19341 在 试图 对 展开 网 络 行列 式 
找到 一 赛 简捷 规则 中 提出 的 。 了 由 于 网 络 ( 图 ) 的 钳 或 补 择 和 网 络 行列 
式 的 非 对 消 项 之 间 的 密切 关系 ， 这 种 代数 在 计算 图 的 树 和 冲 枯 中 有 
广泛 的 应 用 。 

AF-THEMAG, RC AGHHAKCE MUNA (GBR 
自 除 外 ) 的 子 图 的 集合 ， 每 个 子 图 都 用 它 的 过 标识 符 的 乘积 来 表示 。 
在 普通 意义 上 ， 认 为 名 的 爹 部 子 集 的 集合 多 定义 等 份 关系 “=”。 在 
v 中 我 们 定义 沽 个 二 元 运算 ， 其 中 一 个 二 元 运算 称 为 环 和 (或 对 称 
差 )， 以 符号 罩 来 表示 ， 而 另 一 个 称 为 Wang fB, VATES GER. 
这 些 运算 要 求 满 是 以 下 规律 对 于 ww 中 任何 5S, 和 S$S:. 有 

SI 下 Ss 二 {g; g RES 中 或 在 S: 中 ,也 不 为 S 和 S; 所 共有 } 
(5.16) 
和 


SOS (W.KB(W; HO O{Waiw} (5.172) 
式 中 efCW) 表 未 集 合 W 一 {Wil 中 元 素 的 数 日 ， 以 及 
W={BiUgz; Bi fES m. g Æ$ P, R ann É} 
(8.178) 
Hol. RSS, 和 5; 的 Wang 积 是 通过 取 所 有 集合 的 环 和 运 
算 所 得 上 的 子 图 的 集合 ， 其 中 丝 一 个 集合 仅仅 含有 通过 歌 两 个 边 不 
相 接 子 图 (一 个 来 自 5S,， 另 一 个 来 自 $;) 的 并 而 得 到 的 一 个 元 素 。 
AAOERUR. Se o 形成 一 个 满足 章 售 元 的 可 换 环 {习题 5.132; 
寻 于 wp 中 的 任何 S,，Ss 和 Ss,， 有 
A. WA 
1. 可 交换 人 性， S,3,—5408: 
2. Hate, S, (S, 88.) — (5,05) DSa; 
3. 封闭 性 ， SOS # p rh; 


EE 


4, BH: SDS =S 


5. AG. SO, 
CB SOROR v NER, 
B. Né m 


、 可 交换 性 ， 5 由 8 = S$: 四 Su 
HAM SODS) = S.E) 0835 
3. HDE SES Ee 
和 .单位 元 ，。 (9)8S,-8, 
C. 分 配 性 S,G)(S.,@S,)=S,G0S,GS,GS;,, 
PRT REZ Sp, A I 


SS = 

S 如果 不 在 Si 中。 
S.@S,= 
S [rs Ro HE S n. 


作为 一 个 例子 ， 考 虑 如 图 5.1 所 示 图 G 的 子 图 集 : 
S, (ees cms Ge] 
Sr {trs eS 668). 
那么 BES {etes ete 66s ee 


S8; feie;e,e,es, tests] 


4.2. 线性 相关 

设 B 一 (x 二 1，2，…， EkMEÉBIGIST-H, RET REE 数 
集 ¢.=1 或 90， WORAACE. 有 

eig QogiO- Dog, = 9, (5.18) 

式 中 1g. 一 gx， WOH, ATA gogo cm 称 为 线性 相关 - 
但 是 ， 如果 式 (5,18) 只 有 当 所 有 的 常数 c, SRA LAIR EM 
这 些 子 图 称 为 线性 独立 。 特 别 是 ， 如 果 对 于 某 些 工 和 jG) 以 及 
i, jak, # g.=g k g. =$, PATH .总 是 线性 相关 的 。 

男 一 方面 ， 子 图 的 线性 相关 可 以 用 矢量 的 线性 相关 来 解释 。 与 
园 G 有 关 的 线性 矢量 空间 由 G 的 所 有 子 图 的 集合 多 组 成 。G 的 子 图 


Igne 


SAR SH] LAR EER PE MEG I MES 
WRR. 乡 构成 了 维 数 为 b HAREAN), ARGIS 
FAC. €. os. Coy 任何 一 个 子 图 可 以 素 示 为 1 和 的 b 一 元 
H. 基本 的 b- 舌 量 ( 共 中 健一 个 矢量 由 G 的 一 个 边 攀 成 ) 形成 
-KG) 的 基底 (对 于 某 些 有 关 的 性 质 ， 参 见习 题 5.44 和 5.7 
5.74). 那么 总 的 子 图 gi. me co e JER PERROS OH, CULO 
当 它 如 提 对 应 的 b- 矢 量 在 史上 是 线性 衬 关 ( 独 立 ) 。 特别 足 ， 完 全 
FRM AL ABRE B, MEA MEM Q. h$ m Hn pr, 
它 的 的 列 是 -#7(G) 中 的 元 素 。 因 此 ， 根 据 第 二 之 81 和 第 五 意 $1 
中 的 论证 ， 有 (习题 5.15)。 

推论 5.4, RIL, }ix—1, 2, 05, m) EAGRAN E 
迪 不 横 起 问 路 的 并 的 集合， 那么 G 的 任何 回路 或 边 不 机 接 回路 的 
并 可 以 表示 为 这 些 L. 的 线性 组 合 ( 环 和 ) 。 

推论 5.5, {C} (x=1, 2, z) 是 图 G 的 线性 无 关 的 割 
LGR MA GAE ARTAR SU IX EA C, IREAS 
i Bio. SERCO Em. L= 


L2 - 
从 而 向 路 工 ，L; 和 Le 是 线性 相关 的 。 但 是 这 三 个 园 路 的 任何 两 个 
是 线性 独立 的 。 基 此 ， 任 何 一 个 可 以 表示 为 其 它 两 个 线性 组 合 。 例 
fu, L, TRARA Le # Ls 的 环 和 。 
类 似 地 ， 可 以 定义 mw 元 素 的 线性 相关 。 设 5S. QI, 2, X) 
是 的 元 素 , 如 果 戏 王 某 些 常数 cx 一 1 或 4 的 集合 (它们 不 全 为 零 )， 
有 


6:8, 368; £68, So (5.19) 
Ap ISSS MOS SS, MARA So Sarte S. RAE MIE. 
Hb, MERG T9) FUE PACA ORC c, 均 为 零 才能 得 以 浇 足 , 则 集 
会 称 为 线性 无 关 。 象 gz 的 情况 一 样 ， 也 可 以 麦 明 ， 焦 合 ? 在 史上 
寿 对 于 环 和 运算 是 一 个 线性 矢量 空间 (习题 5.687。 
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ApPDP—MjEZCPPEg. TE 多 中 有 时 方便 起 用 册 其 边 组 成 的 集合 
HIE TM 
H(g)= íe: ed Ë Abi} (5.20) 
例如 ， 如 果 L,— eene, NA HL = (es en Cs 68). 
推论 5.4 和 5.5 MBER n F, CESA EDIE (03 
E 5.17), 
推论 5.8. EL RAGTIME MA 
ACL) TRA BR ALN, 2. mH WEBA. 
推论 5.2, ECAP RW, WAC) 可 以 表示 为 集合 H(C,) 
(X=, 2, "7 的 一 个 线性 组 会 。 
GA-TWNT, SRMES.1MAHAGHAM, C= ez 
C;.=eee/e;, C;=-=e;e,gs, dI Cute HZ 
H(C,)=Jez, es}, F(C2) = fez; ° es), 
HiCs) =fes, 6, e), H(C=fer, eJ. 
PERSE ILE TEM MAME, BERA Cote, DER 
相应 的 集 侣 HOO) <{es, es e). EPA RL LOT 
合 的 线性 组 合 ， 即 
B(C) -H(OH(C;) BHC H 
定理 5.13, WE(LMLfMx- 1> 2.0 
JOB ES RUA RELI HER. MAR 
HULSEL YD HO -HO)8HQC3)9- +: 
GHOD, (5.21) 
证明: GP LI BREA, RE 5.5, d$ 
H(L,) =e, HL Dn HLN e HOLZ), (5.22) 
Hp ous ROR i1. 2. c. m. BUHA(GG.O22) 以 及 Wang 
fUs Rak ASTE Ed A are RM. FAA 
HO, JHO: DHL,) 
= @& eh HLS) Ges BOLD G2 * Goo BOUT) 


aja ein 


E] 


13. 


= @ “uc Co BOT) OL DARI 


Gija im? 
—(detM)B(LT1)GH(LT)G- -GHQLZ), (5.28) 
BRS hj ja E 1. 2. m HEAL M 是 在 模 2 ENDS m f — 
个 矩阵 ， 其 第 行 j 列 的 元 素 是 ",, 而 永和 是 取 遍 所 有 可 能 的 排列 
hie jas 
现在 我 们 将 证 明 M 是 非 奇 异 的 ， 即 det M 一 1。 假 设 M 是 奇 
RR, AE M 的 转 置 M“， 它 也 是 奇异 的 。 那 么 对 系统 
M’X=0 (5.24) 
在 名 上 存在 一 个 非 零 解 ， 式 中 X 的 转 置 由 [Xx1，x:， ,Xs 给 出 、 
因此 ,对 于 j=1, 2. m, 有 


Tex,=0 (5.25) 
ii 


由 于 根据 式 (5.22) 和 (5.25) 


> xH(L)- x Ere Ha 


en =i jet 


=È Lixe WL!) 


rel Fe 
= Yio H(Lf)=S. (5.26) 
js 


以 及 并 不 是 所 有 x HE, AM HL), HOLD, ++ Ha ee 
EHR. PURE, KERTEK, Mib, MEF DAR 
类 似 地 ， 可 以 证 明 G 的 割 集 的 对 偶 性 结论 ， 由 于 证 明 以 类 似 方 
式 进 行 ， 所 以 细节 留 作为 习题 (习题 5.19). 
定理 5.14, 设 {C,} 和 {C+?}(x=1,2,"…，) 是 图 的 两 个 线性 
无 关 的 割 切 集合 ， 那 么 厂 
H(C)GH(C,)8- DHC) -H(CDGH(C$)9: ++ 


Nas 


HGCC7) 。 (8.27) 

用 下 面 例子 来 说 明 以 上 结论 。 

Bi 5.2. 考虑 如 图 5.1 所 示 的 图 G ,由 于 Li 一 etexeses， 和 工 :一 
erties, 以 及 Li 一 elezeaes 和 LE —eieseueses 是 两 个 线性 无 关 的 回路 
集合 ， 有 

H(Li)@H(L,)= (6, ez, Cs, ete, eo eJ 

—ie,€,, 6,6,, ECs, Cry, 6,04, Gs. C504, 
$465, @@ Cela, s), 
HHOH) — (ei, ez, €s, e)Gte, ez, €o es, ed 
= {e6} Bleed B {eres} (ee s) elus) 
Gee dO {eze} {eve} tee tee 
Qe D {eves} Dien Pleni) Deer} 
Dee} (eed 
= e,eo Cess C21, Crs, CaCl, €, 
€,64, Eass Cate, CoCr, Coes} 
=H(L)@H(L2) 
这 就 证 明了 恒等式 (5.21) 。 美 位 地 ， 可 以 证 明 荐 集 Cie C= 
Eees, C, eee, 和 Ci 一 ciez， 以 及 割 集 CT- e,e,, Ciou6, 
CC 一 etes 和 CY 一 eies 是 两 个 线性 无 关 的 集合 。 于 是 
H(C)®H(C OH(C NEOH(C,) 
=e, eMOle, es ete, er, e Ofer, e 
= ee, €s, Cole, Coes, Cses} Æ {Es Ce2, Ce, Cièr, 
Cse1, tee2} 
= {eseseiel，ezesesel，6aeseie1，6zeseie1， €40:0401, CoesCsC1y 
DONO REDE TRA 
H(CD GOH(CCIIOB(CIIGH(G.)) 
= (e, en Ofes, es, ed Ole, elle, ed 
= eee esa Cres} @lexe,, Cres Osta, 68 ee) 
= eieçe;eo, C1CsC2€5: @,e@;@;@¿, fleees65，elc6c465，ezeeeseiy 
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£406,0,6:; ¿€G /€;, €,0,0,04, €;0.0565, @;@@,@s] 
2H(C)GH()GH(GC HQ) 
XEREUEBIT (E ARACS.27), EE, LA Ea SEP E HIT Wang 积 服 从 
结 仓 律 和 交换 律 的 性 质 。 


4.8. BUR 


在 这 一 节 中 ， 将 在 Wang fox dk SU ER B ui kpi aoe 
i DR LB ea AHR LB RE. ik IB JECR E Br 
的 ， 面 首先 是 由 WANGIS iRNR., ME. Wang 的 规划 仅 适 
A PENA, TINGL1938 MB; r Wang AHD 使 它 适 半 于 任何 
Ri, DL ERE SL EDU K Wang 和 Ting Bos 155 CH k e Bi 
TSAI[1939] 所 阐述 的 ， 而 由 DUFFINL 1950 14617] E fi] 3a Bl 
B. 

定理 5.15, BAL} G=], 2, os m) BGA G t E 
立 回路 或 过 不 相 楼 回路 的 并 的 集合 ， 那 么 G 的 补 树 集 了 由 下 式 给 
"m . 


T=H(L,)@HCL:) .全 HCLa) (5.28) 

MEER RRA, HRRUERRS.13, FILME (L) BAF 
bp t OIA. MENGTAFEL) 
De BD. BETERE BDW4n—TRÉCT HUE. W 
jk REF E Sere c AG hb] t RS Fe G=1,2, s 
tA TCL eb, (an eet ee Eee HLO asi), AMT 
dpi. KLEE ATA, BUE. CHET EAT 
HY, 

Jide Dan EH pe — REL HEP G B EET 
By L BUDE fem PRM, WLS EEH L y m +° 
线性 独立 阿 路 集 ， NIAGQTuEH*-HOLDUEH(IXSSeG HL) 
Wi f; T3638 5 dO LO sé. PARE 5.13, H HH, 
PUT FH rp k h, A 
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Lx, (5,29) 
Ig TE HEA ARERR h, WAGH h Ath h 必定 是 
东 少 含有 一 个 回路 的 子 图 。 设 这 个 回路 是 工 , 因为 是 含 于 hi 中 的 ， 
最 然 有 工作 ha 一 外。 由 式 (5.29)， 这 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 开 中 的 每 一 
TEAL. HERE HP 
以 割 切 为 基础 的 对 侦 结 论 由 下 给 出 
定理 5.18. 设 {C:}(x 二 1，2，……, 了) 是 连通 图 G 的 线性 独立 
的 刘 切 的 集合 ， 那 么 G 的 树 集 工 由 下 式 给 出 ， 
T=H(C,)@H(C,)®+ + CH(C,) (5.30) 
证 明 类 似 于 定理 5.15 的 证 明 ， 这 里 略 去 (习题 5.31) 。 
根据 定理 5.15 和 5.16, 可 以 得 出 结论 ， 例 5.2 中 给 出 的 
HOA)GHO 24 H(C,)GH(C,)G@OH(C,)GH(C,) 中 的 项 对 应 于 图 
5.1 中 所 未 图 的 补 树 和 树 。 陀 述 的 正确 性 可 由 读者 自己 米 验 正 。 


4.4 k- 树 和 k- 补 树 

在 这 一 节 中 将 介绍 上- 树 和 k- 补 笃 与 独立 戎 集 和 独立 回路 之 间 
的 联系 。k- 梯 或 k- 补 树 的 概念 是 在 第 二 章 §6.2 中 (定义 2.32 和 
2.34) 所 定义 的 2- 笃 或 2 - 补 树 定义 的 简单 推广 。 


RT RM k-hbOCR1), 当 且 仪 当 它 具 有 k 个 不 
含 回路 的 连 道 片 ， 这 些 连 道 片 中 可 以 有 不 止 一 个 狐 立 节点 。 如 果 
没有 明 箭 给 定 ， 一 个 x- 树 也 可 以 就 称 为 多 怪 或 林 。 


定义 5.3，k- 补 树 。 

对 于 一 个 图 G、 岁 G 中 下 - 树 的 补 图 称 之 为 图 G 的 k- 补 树 。 如 
R: k 没有 明确 给 定 ， 一 个 上 - 补 树 也 可 就 称 之 为 多 补 峙 或 补 林 。 

常用 到 这 样 的 Kx- 树 ， 某 些 指 定 的 节点 要 求 处 于 不 同 购 连通 片 
中 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 用 分 号 米 分 渗 需 要 出 现在 不 癌 违 通 片 中 的 
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WAHO. Wi, ARS Gs da de d. da do id SO! 
(D, XH Ifi, is d isis d, kib ERT 3-5), Hop 
Jmm io SbF HA, Lu RS 处 于 一 个 连通 片 中 ， 
DAR A is dn i; 处 于 一 个 连 遂 开 中 。 如 果 工 仅 由 一 个 元 素 组 成 , 定 
Xi(0D-t, Bl, ea, LMM ARRAS OM. 
SUS Tea GAY ATHENS DARA. R ED) 和 
TOŻ Bl El G PESADA A RT BE Sea TCD 
PRA, BR. 如果 工 仅 由 一 个 元 素 组 成 ， NEAL CD —0, RB, I- 
补 树 也 就 是 补 树 。 为 了 篇 化 起 见 ， 设 工程 工 分 别 是 G 的 树 集 和 补 树 
Bit, TES. dp 3- RETO, 
2; 4,3,6) 8 3-3 E 1(1,2,4, 3.6) 
MRS ND 5.5 和 5.5 PERS. 
对 于 一 个 给 定 的 图 G， 设 GD 
是 从 G 中 把 含 于 I 中 的 诸 节 点 等 辣 起 
来 所 得 的 图 ,这 -- 送 算 可 能 会 产生 自 
环 ,假定 不 把 这 些 自 环 移 去 。 由 于 G 
(1D FB AY Be Cab ah) 0G BO BEAL) 
5.4, WERE be APRECO) 是 处 于 一 一 对 应 的 关系 ， 


图 5.5 305.4 3-bE U1.2; 4, 8.6) 的 集合 


G STREET RITES, Taka AE MS Ui b SES qeu té 
Fei, BAA. RAMA E iB aR. 


E 


° 
D 
t d er es 84 > its 
ez ez ki 
* E E 


i 5.6 [8 5.460 3-3FBH (1, 2; 4; 3, 6) 的 集合 


所 以 定理 5.15 805.16 也 可 以 用 来 产生 这 些 子 图 (习题 5.22-5.25)。 
对 此 ,我 们 仅 评述 以 关联 割 转 为 基础 的 情况 (参见 文献 CHENL1966 
ap. 
定理 5.17, WE C, (x=1, 2, +++, 10 EXER E G B9 308 x 的 
RR, BAGH k-BE t (1) 89 SS (BSE) ATARA IB 
TD=HCAHDDH Cr) C) (5.31) 
A = (i; is cs SE hus L ERRE (52; 
oj} 的 补 集 。 
证 明 ， 设 C5(y=1, 2, ors n=k+ DÆ GODS SEES jy HK 
联 鹿 切 ， 由 于 G 的 X- 树 t(D 与 G(D 的 树 处 于 一 一 对 应 关系 ， 以 及 
由 于 对 于 Z=isi，its，…'io， 有 Cz=Cz， 推 论 直接 从 定理 5.16 
得 出 。 
定理 5.15 和 5.16 的 另 一 个 结果 是 怠 的 2- 宰 码 集 可 以 从 补 树 
集中 得 到 ， 而 树 集 可 以 从 2- 树 集中 得 到 。 
定理 5.18， 设 P, 是 连通 图 中 过 接 节点 i 和 j 的 路 径 ， 那 么 有 
TO) =T@H(P,; (5.32) 
AH T= {is jl. 
证 明 ， 设 G* 是 从 G 的 节点 i 和 上 j 之 问 连 接 一 条 外 加 边 。 所 得 
MA. Ae PAY G* 的 择 ( 参 见习 题 2.43)。 如 果 工 : 
(x=1, 2, ,mm 了) 是 相对 于 G* 中 树 t* 的 全 回路 ， 以 及 如 果 
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Lan EHE e 确定 的 5 回路 ， 那 么 根据 定理 5.15，G# SES OR 
T hy Pte, 
Tt=H(L})@H(L1)@- GBA) 
=T@HILE) 
=TOHP ETO {e} (5.38) 


SOA RIE 5.15 以 及 LT, L£, c, LA BR GA 
的 f-El Bk AR MAY. Sf ERA HL) =H) 
Die} Z feit SIR, 

由 于 G* tb Shey Ll ap UO EIS A ED e 的 T*(e) 和 那些 不 仿 
AD e 的 TE), MTH 

T*—T*(G)OT*() 

=T*(D@T@{e} (5.34) 

由 于 T*(e) 中 补 树 与 6G 中 3- 补 树 处 于 一 一 对 应 关系 ， 而 T*(6) 中 补 
树 与 G 中 社 树 处 于 一 一 对 应 关系 ， 把 式 (5.33) 和 (5.34) 等 同 起 来 ， 
并 且 对 于 在 中 的 每 个 $,， 利 用 SOS =S 于 是 可 以 得 到 所 要 求 
WER, HEP, 
定理 5.19, KÉ Ci 是 连通 图 G 中 使 节点 i 和 j ROME. 那 
么 有 

T=TIWO@H(C,), (5.35) 
AP refs il, 

WH: e G* EM Gi i 和 jj 之 间 连 接 一 各 附加 边 e 所 得 
BIER, VEU ESAM e 但 不 含有 任何 C, 的 边 的 G* AY TB, h 
FGC 是 连通 的 ， 这 总 是 可 能 的 。 如 果 CI 1, 2, +s, r) 
是 由 树 tf 所 确定 的 G* 的 基本 割 集 ， 其 中 C* 是 由 边 。 TEE £338 
集 ， 那么 G*( 了 中 Cf (Y=1，2，…'， r—1) 的 对 应 制 集 GY 是 G+ 
(rh t UBER BEBE V" M C-A, 此外， 有 t= 二 t+ 一 e 和 CY 一 CY?。 


O 在 不 用 揪 弧 的 情况 下 ， 运 算 能 次 序 为 Wang- 积 ， 环 在 以 及 并 。 
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根据 定理 5.16，G* 的 树 集 T* 可 以 用 GDR E TRAR: 
Tt H(CDGH(C)g Gere 


=H(CH@H(CN DCH YI DAC YU feli 
=T'@LH(C,)Of{e}] 
—T(DGH(GGT'Gtí) (5.36) 


景 后 一 行 是 根据 G* (1) h NS BLS G rel 2- 科 +(D) 处 于 一 一 对 应 关系 
的 情况 而 得 出 的 . 
由 于 G* 中 的 树 可 以 分 为 那些 例 有 边 < 的 Te) DIS BU 
边 e 章 T*(8)， 从 而 有 
T* —T*(e)(5pT*(e) 
一 TD 地 人 GT 
一 T" 四 jeT (5.37) 
于 是 式 5.35 直接 从 趟 (5.35) 和 (5.37) 得 出 。 定 理 证 毕 。 
BU 5.3. 假设 要 求生 成 如 图 5.4 所 示 图 G 的 所 有 3- 树 tU 3; 
5)， 那 么 根据 定理 5.17， 有 了 一 {I; 3; 5]. LR 
T(= HCC.) @H(C,) @H(Co} 
={e efe e, e)ymie. eo} 
= {eC €,6, €. Clai, Ceres, €16,60, @)G;e-, 
aeieu，Bazeies，eaeiei， Pasto, esese)， Csceer) 
Bi 5.4, BS 5.7 给 出 的 图 G, SAAS. 3D E LG I 2~ 
树 集 t (1; 3), SEA I=(1; 3}, AR 
TIDSH(C@H(C,) 
= es ere ehje Css es} 
= fejez, Cês, 6,64, ECs, Estes Cres, Ces, EIU) 
FREAAG.I)RERGHHE, Ve C= ets, 
T=T(DSler, es, est 
一 {e162e3, Eee.) Elges, @,6;@, Sly, CCCa, Cee, 
€0,60. eselel， 016465, C3CrCsy 610i6s，6l6a86， GOD, 
C2055, Ceses} 
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fur, SERIOL S2) RGM 2-4 1 Pues, WA 
Tio =T {e} 
Testes, @xC,@ç, @,@,Éç, 020,04, @s@;@;, C2esees 
€,0,05, C1Cse0, €,€,05, eleaes，eiezes，eleae3y 
€56,65, &j€,€, Cleea, e,e;e,) @ eu) 
= [ese,0:6; , €;6,6;6; ,636:6,65, €,0,6:0; ,€1656405, 
€,6,0,85, CECE, €,6,€,0,} 
很 容易 验证 ，T(1) 中 每 一 项 都 是 (了) 中 相应 项 的 补 ， 我 们 还 记得 、 
在 上 述 过 程 中 所 产生 的 项 都 是 不 重复 
的 项 ,但 是 , 如 果 选 Pis 一 eres, 则 在 上 
述 过 程 中 下 列 各 项 会 产生 二 次 :eleaes 
Es, elieseies，eliezescs 和 e,e,e,e;, M 
然 最 终结 果 是 一 样 的 。 因 此 ， 可 以 得 
出 结论 ， 在 式 (5.32) 中 ， 适 当地 选择 
了 5 可 以 使 由 于 重复 所 产生 的 宛 祭 项 的 
图 5.7 jid CERO 数目 大 大 地 减少 。 对 于 所 有 共 它 根据 
Wang 代数 得 出 的 公式 来 说 ， 这 同样 
是 有 效 的 (习题 5.26 和 5.27)。 


4.5 分 块 


在 前 面 我 们 已 经 表明 如 何 利 用 独 立 割 集 或 独立 回路 来 生成 树 或 
补 树 。 但 是 ， 如 果 给 定 的 网 络 很 复杂 ， 这 些 方法 并 不 是 高 效率 的 ， 
因为 在 此 过 程 中 会 产生 数目 很 大 的 对 消 项 。 

为 了 减少 计算 方面 的 困难 ， 以 下 将 叙述 如 何 把 一 个 原始 图 分 解 
为 上 个 部 分 ， 在 每 个 部 分 中 确定 适当 前 子 图 ， 然 后 组 合 这 些 子 图 以 
得 到 所 要 求 的 结果 。 员 然 这 些 公式 仍 会 由 于 重复 而 导致 元 余 项 。 但 
其 数 日 将 大 大 减少 。 在 下 一 节 中 我 们 将 讨论 可 以 避免 重复 项 前 条 
ft. ` 

设 G 十 通过 分 别 王 加 图 G' WAD io ee 让 到 另 一 个 图 
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GAR. U, e, 并 上 上 所 形成 的 连 道 图 ， 国 中 组 合 有 点 用 二， 
t REAR, JOB Ok iemin(, r”), Hü r fs] 
LEC UGC WK. MRT, TONM T'C')2 EBI G, Gr 
GU RAZR t, IDA Ch RAR kR, HAY AV ips 
ipmü'-li 5; ses i}, BAe, 
定理 5.20. 
THT YT (I @OW(Cu@A(C2)@+-@H(Cy-1), (5.88) 
UOS, 2, 50, K-1 GRINA i, OSEE BIA, 
TERT, RAR--NEPE. HR =x(x=1, 2, tk), WESS, EG 
的 书 点 用 下 列 方法 标号 : 包含 在 G' 中 但 不 在 I={1; 2; o E} 
中 的 那些 节点 用 上 -1，k+2、，…*，K+n' RRS, m b A z G" 
中 但 不 在 I 中 那些 弛 虑 用 k+n +l, Roa 2, 6e, ken ta” 
来 标号 ， 这 里 k+m' R k+ n" 分 别 是 G' AG" riso gt. BUE, 
BRC, CLM CC 分 别 是 G，G 和 G* 中 节点 的 关联 割 集 , 则 对 
Fusk, ee, ken HCSC SPPu-ken'-i, e, 
k-n'enm", C.C, WC MR usd, 2, 05, kR g C; 
AlCl 的 边 不 相 接 并 ， 根 据 定理 5.16， 有 有 
T-H(CUG ++ OHC HG O SHC at) 
T BO (CN H(C1, 9 GEH (CL 


HC dO GB Har) 
=H(C)@-- OHC AOTOT 


—H(COQ* SHC JOT dj OT) (5.35; 

Sup T, ALT. SSE OU GO” prn by, E FB E NL AE GI 
AG" rh k-pr tC Am (1) 9 p] CUN) 和 G^CI^) 中 的 桂 处 于 一 
一 对 应 关系 的 情况 直接 得 出 的 。 定 至 证 毕 ， 

Xm. WET. TUR T" 305 G, GANG" rh RR E, 
以 及 如 果 Ply Al P2, 分 别 是 G' 和 G” rp eti ki e A B BON x 
B a-ifüB-ig(Qx-1, 2, <e, k~1), AARP BY, 

定理 5.21. AUR G' MG" 2H, MAH 
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HO, UP, n GHO a UPh-in) o 
(5.40) 
证 明 : ABA HDPE, Tix, Weep, P 
Ly Phat UPS oan (5.41) 
ARABS], WAR Lats 2, 5. kDAEBERUGERS EEL} 
(u—1, 2, «c, MORYLT (ves1, 2, +. m) gy 8l X G^ AUG 
HER Ae Mee TR. AR LL. L. ALY 构成 G rh Gin! rm" ex 
一 1) 个 线性 猎 立 回路 ， 这 里 m^ doa 分别 是 G f G” 的 零度 .由 
TPOn'em"ek—1), KmHBiEXS 5.15 有 
HCL) SEL @ ++ QL) 
UEH.A) 


HOLY@ + GOL O, (5.42) 
定理 由 此 得 出 ! 它 的 推广 ， 参见 习题 5.29), 
内 下 面 阐 子 说 明 以 上 结果 。 


例 5.5, JEFE 5.1 的 图 G， 图 G 通 过 节点 2 和 4 可 以 分 成 两 
个 子 图 G' AG", SEL 5.8 所 示 。 那么 I 一 {2; 4}, Vedz dnm 
下 二 17 4 中 。G 中 节点 2 ARMAS Cz 是 esesee。 因 此 ,根据 定 
型 5.20 有 

TT) Th) 


:= {ees, moo 


SHC.) 
Sie. 6 Ele ery ed 


—[eje;0:04, €i8;t.0;, BlPaeiei，Pieze4661 816364e6，616z65Cby 


€,€,6,€;, €, 0,6505, Cabs, Coacs€u, 人 2C486c6 s 


该 结果 与 例 5,2 中 给 出 的 结果 加 间 。 另 外 ， 可 以 用 C, ORE CS T 
EAR h FAH 
T-T'(/)GT"(")GH() 
= ee eto eres} Bless es} les, es, cob, 
ARESU LAMM. 
Site BE SOR AAR ARERI, VE Ps, 一 eieses 


ES 


FAP es, BAR 
Y-Tu 


TGP UP) 

={d} Biers eo cs}@{er, es, Css es} 

= (ee, C41, 6:6. CCo, @¿@2, Cslr, Cle, ies, CoCey 
Cien, €e), 


此 结果 与 例 5.2 hy Hg e 


HE. Boi PZ =, OO 

KERAN ERATA l: < 
现在 我 们 着 手表 d (7$ 

5.2 HEX Pie, ORE — € Ë 


AER RS OE AUR, MESS 
果 对 我 们 来 说 特别 感 兴趣 ， 因 图 5,8 图 5,1 的 图 G 的 分 块 
为 在 下 一 节 中 所 讨论 的 由 不 产 朱 重复 项 的 分 块 方法 来 生成 树 的 问题 
LAE WINER 

为 了 简化 符号 ， 从 这 里 开始 ， 用 了 (I) w Top 468 TO) 
AX TA”), BN (bi ia c5 ab. REAP GAG" hhi k-th 
RTO TU Ri, KARN 

下 面 定义 在 史 中 任意 两 个 集合 S 和 S, 的 笛 下 儿 积 运 算 ， 月 符 
号 Six S, Bal, 

S,xS.—igUe» &iES P, mim Sep} (5.43) 

TAR S,xS,-S,xSi=S, Hl, AEDS. rig 4 fB S, 中 的 
AFARA FY BBE FE IT kj WO BTE Ff SR , 

例如 ， 如 果 


Si= {ces, eseses, Cote} 
S; «(ee etwa, 66] 
ABA, Sy x Sp={orte, eiue euet, C1€2C3Cs€s, eGe,@s, 


C,6,0,0:€,. 016,650, €,0,0, 656. eye.) 


YH, UAE DRE XH Si x S; 中 的 所 有 元 素 并 不 是 一 定 
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值得 注 


ARS. TESTA SB IL (Cartesian) i LRAT, 或 
许 应 该 用 不 同 的 名 称 ， 但 我 们 并 未 发 现 有 此 必 朗 。 在 上 例 中 ，eie. 
Ciest: ARRERA R, 
引 理 5.1. VEC JE AE GU ka 中 的 节点 中 分 离 节点 k 的 一 
AHR, WAFS, # 
Th) =TU)@H(C) (5.44) 
引 理 次 接 根据 定理 5.19 得 出 ， 面 且 可 以 认为 是 式 (5.35) 的 推 
广 ， 其 证 明 足 简单 明了 的 ， 留 作为 练习 (习题 5.30) 。 
引 理 5.2: MES: MS. 分 别 是 G' 和 G” 的 子 图 集 ， 那 么 
S, xS,=S,G9S;, (5.45) 
定理 5.22, ISRAELI TTR, MI ALA IW 
Hath, MAME k2>1, FO 


TOT’ OU fi} xT FUP (5.46 a) 
HOT GUP TOGU (5.48 b} 
AP =S, ARSPMAAG ITT h- 的 子 集 了 。 

WEH: PRAHE, WEhox(x-1, 2, t k2>1), WC,, 
CLA ClLAREG, GAG" HHA x eae SE, EA, C 是 
CUm COSE HIBBE, HUE, sf DL S A C,- CIO Ci, fE Weng 
积 运 算 上 由 归纳 推理 来 证 骨 定 理 如 下 ， REA (5.38). (5.44) A 
(5.45) 

T-H(C,-,)9- + (5H(C) GT'(LO (OT" (L) 
—H(C,.)9---GH(C)GLH(CI) GT^(,) T" Uh) 
GH(CDIX9T' GOGT"0,)3 
=H(Cy1)@ ++ -@H(C,)@LT (Le — (11) x T” (1) 
OT) xT" {pI 
=H(C o): GHOOGLOTA- 3) xT] 


"s 


局 “在 不 用 插 革 的 情况 下 ， 运 算 次 序 为 Wang A, HORAK 
* 886* 


SH(C -VOLO TDD x Ti)] 
=TH(CL)OH(CL)I@LO TQ, 3) T^ 0,721 
= © LH (CDOT -HOT ) 8H (CC 
GT'(0,—J) 9T" O- Tj 
=O [HCCLLOGT'GU(k—-1, KJ GT"OU(k-1. k} 
OH(CLOGT'OU(k-1., KGT'GUfk-1, k})] 
= P (T'GU(kDeT'GU(k-1, HƏT Gutk-1, 
k}) ST'OUIKDJ 
= O TOURED xT IU) 
=. TOUP x T'GU(KD, 
定理 证 毕 。 
由 于 在 连通 图 中 对 每 一 个 树 都 有 了 唯一 的 补 树 相对 应 ， 则 以 上 定 
理 的 另 一 种 形式 如 下 。 
定理 5.23， 设 ] 在 集 合 La ED ME RE ha HI 
HE, MARKS, A ` 
T-QTGUUGUGD x T'OUI(GSD (8.472) 
=T TU ti} TOU. (8.47 b) 
mh =S, VARA PAAR TAT T, TET, 
$105.8, XPPk-2, A 
THT’ xT) UTR) x T”, (5.48 a) 
TF x FU) UT a) x T", (5.48 b) 
以 .上 推论 最 初出 Pec [1953] 给 出 。 特 别 是 ， 如 果 设 G^ =e 
(G 的 一 条 边 ) 式 (5,48 a) 简 化 为 Feussssg [1902，1904] 的 著名 结 
果 ， 


T=T(a)UT(e), (5.49) 
Xu TOM TCGOA BR É A e 和 不 含有 边 的 G 的 持 集 ， 它 
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MEHA EF A G ra e 的 两 a SLAB e SEEMS 
AR, Bb, WAGERS LR, RAPA 
PBR GRE, APT PREY Meusov-1969] 在 数字 计算 机 上 实现 
X287 中 将 表明 TOFA Te) 获得 而 没有 重复 项 。 这 个 结果 会 
在 数字 计算 机 二 简化 执行 程序 的 访 法 ， 

到 日 前 (TREE -个 疼 分 解 为 阮 部 分 的 情况 ， 在 了 
面 我 们 将 表明 候 祥 惠 爵 以 上 铺 灶 把 一 个 图 分 解 为 几 个 部 分 的 情况 。 

设 Gi 是 连通 G 的 一 个 子 图 ,把 它 从 G 中 移 去 后 就 可 把 G 分 解 
Hk PH Gi, Gc. Ge. WV V, 分别 是 G 和 G: 的 节点 集 
(x=1, 2, 00+, k+1), 

定理 5.24, Y T,(1)(x 91, 2,07, K+ DEG. SH t) 
HRA, AAG HAT Bi Faks tH 

T BU) x Ted) X. X Toa) (5.50) 
At Le Vya fYV.G(u= 1, 2, 00, k- DBGEZUCE S. THE Ven 
站 的 一 个 子 集 ， 使 被 任意 指定 的 节点 i SEET P. hak 
TOLUVIU- UV BRAUER ++ Uso ds HE Rb. TER 
MERRIA CERT BI TR T. 

EW], XEPHYDHDRURDEEER 5.22 EEG’ — 1 UG. U --- UG. 
G"=Gr M isi 得 出 。 

通过 下 面 的 例子 来 说 明 以 上 结论 。 

Bj 5.6， 设 要 求 由 公式 (5.46 a) 生 成 图 5.9 的 图 G 的 岗 集 。 通 
HWA 1, 2413, GALA ARATE G MG" 如 图 5.10 所 
示 。 按 式 (5.46a) 有 

T-T')x T^; 2; FET; 3)> T"(2; 3) 
QT'(i 3) x T'(1; TG; 2, 3) < T'(3) 

G 和 G" 所 需 的 网 和 多 一 树 给 出 如 下 : 

T'=T'(8)= (ese2, C1284, iesu) 
T'—-1"(3)- [esee] 


Tis 8) (e, ets em, tese 


G . g 
5.9 HG 图 5010 GARA G! mo 


T'(1; 3)= {eseser, tete ese) 
T'(2; 83) - lees, eie) 
T^(2, 3)— (esee, ese, eeu] 
TO: 2; 3)=Íe, €, e. 
Ty 2: 8)— ees, Sola, Erea, 6er, 6e) 
将 它们 代入 公式 ， 有 
T= {estseses, TREE OTRO 
€;0,9,£,8,, @íe2e26;@;, CCC, Crez, 0.6;6,€,€5, G G;G Šse;, 
ElIe3RuB5eb ， @r6;G/G;@z, €;0,6,0,€,, C geeet, 
$,9,9,€,€;, @,€;€;@¿6;, €,0,0,€,€,,  C.€3065 0085, 
€;,9,9,0,€;, EjE,€.C Er. €,6,€,€,0,, CICsCeby, 
€3946,6,€,, Baeicser6a，6iCxCser68， Cl6485Ceer， 
€,9,9,B,0,, €,0,€,6,;8,, 6&,€, 6,60... € 6, €rese;, 
eteaeseses，eieaetsies，6lercae1cs， CsCsCoerdas 
` estet). 
在 了 中 有 35 项 ,其 中 每 一 项 是 G 的 一 个 树 , 项 e;e;e;e,er 和 eresesesee 
在 该 过 程 中 均 出 现 两 次 ， 因 此 ， 不 出 现 于 最 终 的 展开 式 中 。 
例 65.7， 考虑 如 图 5.11 所 示 的 图 G， 根 据 定理 5,24 来 生成 树 
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M, E Gi eee AR =S, BZ G, e, 以 及 G= eee, Anl 
5.12 所 示 。 并 有 Vi 一 tl 2). Vo—[8; 4 5; €& ) EAE V. 
iu 23; 4; 5} 。 按 定理 5.24 有 
T=T(1) x T(5) XT,(2; 3; 4: 5)@T,(2) x T,(5) 
XTY.0; 3, 4 5XÐT.(1) x Ta(3; 5)xT,(2; 4, 5) 
OT x T,(4; 5) x T;(2; 3; $S)OTIOO x T)(2; 418) 
xT.G; 5)@T,(2) x Tí(3; 5) (1i 4: 5) 
@T,(2) x T. 6) x< TO, 3; OT x T;(3; ds 5) 
XT. 5) 人 Ti(1 2) x FG) x T.(3s d; 5) 
QT,Q; 2) x T3; 5 x T(4, DOT 2) 
x T,G; 5) x T,(3; 5)T.GOS 22 x T£; 4; 8) 
xT) 
=T, {T x {Ts(2; 3: 4; SDOT; 3: 4; 5)? 
OTS, Dx {TL 4s DAT; 4; 5) 
GG; 5) x fF 3 5) TTI 3 5 
QT; 4; Dx{T(2 DOT: DST; 2) 
x[T.x TQ, 4; 5)@T.C3: 50 X Ts(4; 5) 
QT, xT SYDTSO, 4; 52x Ts! 
= feb K[fereses, ens 66s 0e) x (teres} Die) 
feres, 6e. exes, ests} x (feser, |) OS 
Qe, eres, eves} x (ee l {eee} oleae 
x ((ese:e ESDI (6) x L eeta, estes, cimus, 
Creses} % {ese1, eees}D{eses, estss ciesr, Ces} 
XS Eeti, ees, ee) x {ese-ca} DS] 


= fe} x [AEC estes, tiem, cone x [ess €, es} 


Ui{eeeres, @+e.@s€s, CeCee. Cesesda, CerCse7, 
£,€,6,07, ucreer, Spee, C2Cse7C1, Ce5eresy 
ei 6;e,, @se,eze l ] UT (estt... SENSUS. Gabies, Cotes) 
x {eser, ee) lU [e;e.ese;ees C+e;esezea, @eeee,e,1, 
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RET, TOR Ts SIEG, G, 和 Gu WRR, AAR IL (Carte- 
sian) 积 的 最 终 展 开 式 中 有 35 38, BOWIE G IS — BF, ei 
RER, Tü DUE .eseseser 均 出 现 丙 次， 因此， 不 会 出 现在 

以 上 所 给 的 最 后 等 式 中 。 
从 刚才 的 例子 中 ， 人 们 立即 认 
识 到 ， 对 于 一 个 复杂 的 图 来 说 ， 消 
去 重复 项 的 过 程 确 实 是 麻烦 的 。 除 
了 隆 慢 生 成 树 的 过 程 之 外 ， 由 于 存 
AMATUS HE DLP TE RUN AY 
MADER EMI -ARR UL 
检验 是 否 出 现 重复 。 这 种 情况 限制 
了 能 用 数字 计算 机 来 分 析 的 图 的 规 
| 模 ， 因 此 在 上 述 方法 中 得 出 不 产生 m sat ma 


任何 重复 项 的 问题 是 非常 重要 的 ， 而 且 这些 咎 果 是 非常 有 用 的 。 在 
FSR PAE RK TAG, 
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Gi Gs & 
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85. 利用 分 块 法 不 产生 重复 项 的 
HERA 


Tk p TSE MPRA EI”, E 
H-*+HAPARMRE REM 1 ELO REEE. BE 
它们 怎样 应 用 于 定理 5.22 来生 成 不 产生 重复 项 的 树 。 

本 节 完 全 以 CHEN 1969 e, THARE HIRE. 


5.1 基本 互补 划分 
对 二 一个 给 定 的 集合 V， 用 ealV) 表示 其 元 素 的 数目 ， 用 VS 
H RV 是 集合 HH 的 一 个 千 集 。 除 非 男 有 相反 说 明 , He 表示 由 Xk 个 
元 素 组 成 的 集合 。 
XX 5.4. 划分 。 
用 符号 POH RAMA H 的 划分 是 H, 的 非 空子 E V,(x = 
1,2, +++, DHE, A 
H,-V,UL VU: UV. (5.512) 
以 及 对 于 Suwa 有 
VIO VES. (3.51) 


定义 5.5， 相 异 表 示 式 的 集合 。 

H, ffs d ARCS RAV OG REA POHL) 的 相 异 表示 式 的 
TA RSH SDR), o[P(H.)]=q, PCH.) ri &— V., 对 于 所 有 
B x, üe(OVOVO-1. 在 YYV, 中 的 元 素 可 据 以 表示 集合 
Vas 

下 面 给 出 SDR LESS. 考虑 集合 Hasil, 2,5 
12}， 这 个 集合 的 划分 由 下 面 给 出 : 
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P'(H;) 41; 2, 8; 3, 6, 7; 4, 5; 9, 10, 1, 12), 
(3.522) 
P'(Hu) —(5; 6s Fs 8; 9, 4, 10; 3. Ils 1, 2, 12), 
(5.52 b) 
TUNI ER, KDA SRE RES DR Bh OR Oy 
SEAS EH, PHP’ CHL SDR 分别 由 下 式 给 
V'= {l]a 2r 3r 4; 12] (5.522) 
Hi V"={5; 6; T; 8: 9; 10; 11; 12} (5.53 b) 
TA, MPAA. TERLAMA SDR. Pin, BA Os 
$i €; 5: 10} 世 是 PHia) 的 一 个 SDR, 


定义 5.6, 互补 划分 


用 符号 C (PCH), P'CHO Tet ast — X Rip P' CH) P" CH) 
称 为 相对 于 H, 元 素 j 的 瓦 加 、 只 溉 存在 一 个 VEHi(j 在 V 中 ), 并 
HE v#V— TARDE P'OLO fü P'CH RE SDR, dest, V— (ges 
H. PSR vede. 

根据 定义 ， 显 然 . 对 于 给 定 的 M, GEERF H, 的 任何 元 
SEE) EYLYR BU. Dill, 式 (5 .52} 的 His 的 一 对 划分 是 相对 于 12 
的 互补 ， 因 为 在 式 (5.53) 中 Ve = V'—(2). 

- ARAM i563, Ul CCPC) , PY CH) I: CE P^ CH.) PC) 1, 
但 是 ， XETSDER DX UE. CCPC), P'(H.)]=C[P”(H.), 
PCS. Dub. tt MAAR, Fin i 或 j 必须 给 
E. EA, ii PCH) Lf q 3638, BBS PCH) 必然 具有 kk 一 
q+1 个 元 素 ， 于 是 有 

a(P' HO) + e( P^GL3) =k+1, (5.54) 


XX 5.7, 基本 互补 划分 。 


一 对 划分 GCP (B.), P°(H,)] 被 称 为 是 基本 的 ， 只 要 不 存在 
CPAY)，P”(V3]， 此 处 V 是 H, 的 非 空 真子 集 ， 而 PWV)EP” 
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(Hj), P'(V)SP'(HB.), 
作为 一 个 例子 ， 考 虚 集 合 H a= (1, 2, o, 10}, Mas 

P'(H,)=11, 2, 3; 4, 5, 6, 7, 8; 9, 10} (5.558) 

P”'(H,)= (1; 2; 3, 4, 6; 5, 7; 8; 9: 10) (5.55b) 
相对 于 10 是 互补 的 ， 由 于 存在 Hi 的 子 集 J=={3: 5; 6; 10]. 这 
TÉ. 了 和 J 一 110} 分 别 是 PHio) 和 P"(Ho) 的 SDR， 但 是 , 这 一 对 
不 是 基本 的 ， 因 为 存在 一 个 Ho 的 非 空 真 于 集 V - (9; 10), 这 样 ， 
一 对 

P'(V)={9, 10} 和 P*(V)={9; 10) 

相对 于 10 是 互补 的 。 

在 下 一 节 中 ， 为 了 考查 一 对 互补 划分 的 基本 性 ， 提 出 了 一 种 简 
单 的 算 歧 。 但 是 ， 在 这 以 前 ， 让 我 们 讨论 互补 划分 的 某 些 基本 性 
质 。 

定理 5.25, 如 果 H, 的 一 对 互补 划分 相对 于 H, 的 一 个 元 素 足 
基本 芍 ， 则 它们 相对 于 H. 的 任何 元 素 都 是 基本 的 。 

MEB], Mie CLP'(H.), P”(H,)J 是 基本 的 ， 根 据 习题 5.76， 
相对 子 任何 j 来 说 ， 这 一 对 都 是 互补 的 。 如 果 CCP (H), PCH] 
《js 不 是 基本 的 ， 那 么 存在 CLP), P”(V)], Jb. V EH, 
的 最 小 非 空 真子 集 ， 并 有 PVSP H.) P'(V)CP”(B.), 和 如果 
i 居 包 含 于 PV) 或 P"(V) 的 元 素 之 中 ， 那 么 存在 CiLP'Y)， 
P'(V)], BBE, GEP), P'(HO] 是 基本 的 ,这 是 不 可 能 的 。 
因此 在 HB, 中 i RMAF VIE V zp, BES 了 的 一 
对 划分 : 

P(V)2P/(H)-P(V) 和 P'(V)-P'(Hj)—P"(V), 
WR, ADE i 来 说 ， 它 们 是 互补 的 。 换言之 ， 存 在 CIPWXV), 
P'(V)], b&b VÆ Hy 的 一 个 非 空 真 子 集 . 由 假设 ,由 于 CCPC, 
P?(H:)] 是 基本 的 ， 这 又 是 不 可 能 的 。 四 此 ，CiLCP' H.),P”H.)] 
必定 是 基本 的 ， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 

因此 ,可 以 得 出 结论 .在 一 对 基本 互补 划分 C [P^ P^(H0] 
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中 下 标 守 是 多 余 的 ， 于 是 可 以 删 去 。 为 了 简化 起 见 ， 用 C[P'IB.), 
P'OH) RAAT 

推论 5.9. CLP/CH,), PCH) tA, 25 B CLP), 
PUREE 


5.2 算法 


在 这 一 节 中 ， 我 们 首先 定义 两 种 类 型 的 算 子 D f D”, Aja. 
在 下 商 所 讨论 的 算法 中 用 来 作为 工具 ， 来 游 查 一 对 互补 划分 的 基本 
性 。 

#EC.[P'(B.), PCH], V fa VG) 2 SUE PAOLO 和 
P'HOR SDR, AE R^ $t R” Spa PEOR PY CHE BB 
RFD’ 和 D” 定义 如 下 ; 

D'(R^)—(p"; p"EP"(He， 而 且 存在 一 FER'， 使 p” 和 


一 (mVY) 的 交 不 是 空 集 }， (5.56 a) 
以 及 D'(R') — {p's p'EP'CH, VüHTERE— 1" ER", Ep 
和 "一 CV 一 人) 的 交 不 是 空 集 } 。 (5.56 b) 


有 时 ， 以 上 类 型 的 算 子 可 以 重复 许多 次 ， 为 了 方便 想见 , 设 D (R) 
-D'ROAR 

D4G')-D"(D'(R), 

DR) -D'(D' (D'(éR)) =D (DR), 

D R) =D" (DD (D'(R))))=D"(D:(R")), 
等 等 。 类 似 地 ， 设 D, (R”)= D"(R”)EL E 

D;(G')-D'(D"(R^)). 

DR”) = D'(D/(D'(R?))) 2D'(D4G^)), 

D,(R") - D'(D" (D'(D" (R^)))) =D(D:(R")), 
sete MR. BA De ( RA Da (ROE PAH:) BOER, Hš 
D; (ROR D, (RÆ PCH AAPM, Jet x TER, 

IE2p— 81, EHR (5.52) 的 互补 划分 以 及 式 (5.53) 中 的 

SDR, Ì4 R’={9, 10, 11, 12} 和 R={I1，2，12} ， 利 用 以 上 所 
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定义 的 算 子 ， 下 面 的 集合 可 以 很 容易 得 出 ， 
Dí(R) - D'(R') — (9, 4, 16; 3, 11) 
D;G')-D'(D'(R/)) —D"(9; 4, 13; 3, 11) 
={3. 6. 7: 4, 5} 
DG')D'(3, €, 73 4, 5) -(5; 6; 7} (5.57; 
D,(GR^) «D"(t, 2, 12)—- 01; 2, 8} 
DR) - D'(D'(R")) - D'(3; 2, 8)— (8) 
EEH, IH P XA IBIECOLXURAD SOM, MFR TRS 
32 Wi. FESR RS LEES n Du T 26 AL 
R. iin. FDC, 2, MD RUPEM. 仅 有 一 个 元 素 ， 即 Hi: 的 
一 个 子 集 ， 面 1， 2 和 12 是 这 一 子 集 的 元 素 。 
3138 5.3， 给 定 CCPH), PO], 存在 一 个 不 是 在 POI 
中 其 是 在 P*CHW) 中 的 元 素 p, 使 2(p}=1。 
HEB, BARS |e, BA, BP e(P'(H.))=k—q+1, 
Al kq Al katk—q-1), Eie q —a(P'(H,y), Kid kzek + 
i. KES PB. PESAR, 
3H8 8.4, 给 定 C[P'CH, PCH) ], ie p’ fp” 23g P' 
CH Fa P^CHORSSC3S, PA i, MAMA AG ER u dn v 
# 


Dp YD (p?) S, (5.58) 

GM, 首先 证 明 ， 如 果 R 和 Rs POR PH 的 两 个 不 
RETE, HR AOR=S, A DR) D (R,) XE DR) 和 
D" (R) BERAR. 假设 在 PE ae ze--4 308 p, DR) 
和 D‘(R:) 两 者 都 含 在 它 ， 那 么 在 R 和 Rs PANGEA n, E 
p [ri O70 ¥) =S, (5.582) 

和 prt - (s VYYSSS (5.89 b) 
Rip VE PCH A—* SDR. Magd P 中 至 少 存在 西 个 元 素 du 
is GAR. 1 和 js 不 可 能 在 V 中， 这样， 它们 必定 在 7 一生 中 。 由 
于 P 仅 具有 一 个 相 异 表示 式 ， 央 此 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 DCRD) 个 
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S 类 似 地 村 以 证 时 D'CR;HAD"(R) -S ER. Ron 
. RË R, 和 DRJ RER 和 了 "CR ,或 者 Rs FA D" (Ri) 
tss hs S. 

现在 ,在 w=a+v 上 用 是 纳 法 求 完成 我 们 的 证 明 . 对 于 w 2. 
Dpp 了"(Pp") 显 然 是 不 展 交 的。 因为 如 果 不 是 这 样 ， 在 Dip' 
和 了 D"(p") 二 者 中 就 存在 一 个 相同 的 元 素 ， 比 如 说 P。 艰 据 算 子 D7 
fügt SCS PAP =S, HFP AFEEF D") rh, AT P 和 了 是 
PCA AHS JE. BR r py IERTARE ird Dp) 
5n D" (p") AMAZE RY, SUAE SUI SUEXET E M w-1(22). 式 
(5.58) Rit. IRRE PHEN wousv, BAR. 为 了 方便 起 
见 ， 设 Delp’) = {p'} At Dp = {p} 

FÆR(5.58)P, WRU nv AR al, MAR, 而 
BP BRA, BAMBI, D.p) f Dai (p^) PCH) 
或 P"(H,) 的 不 相交 子 集 ， 因 此 ,根据 前 再 的 论证 , Dp) fa D) 
必定 是 不 相交 的 。 咽 一 方面 ， 邵 果 py 是 相同 奇偶 的 ， 并 如 果 在 
DOVA D.(p 站 二 者 中 存在 同一 个 元 素 P， 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 
BUE. av, HPP EE DpH, WE Dia (pO 中 存在 一 个 + 
Erp So, 1 r p 两 者 都 在 P'CH.) 中 或 者 都 在 POR B, E 
TARERE, LERH, MASEN. 

EUER 5.4 中 ， 如 果 设 us 和 v. 分 别 是 在 D. (p DV Cp?) 中 
所 得 最 大 可 能 的 整数 dU 和 v ， 这 样 Dua(p Se 和 Da Cp") So 
那么 下 面 的 弹 理 显然 成 立 。 

引 理 5.5， 如 果 了 是 Pua(p“) 或 D,-(p") 的 一 个 元 素 ， 那 么 
alpl=l, 


* F= tup. QU Ü Dat”) (5.602) 


= 


3th w 和 BLEAK Pu fy (V. + DARKER, DUE 
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F'-ip'U U Da-i (PIU Dayle") (8.60 b) 
Rh wa 2: BUERACE- (a + DAV, 的 最 大 整数 ,于 是 有 
DF 

定理 5.26, itp dup" 分 别 是 PIL.) fa P" (Ho 095638, 每 一 
AMAA I, ACIP CH), P”(H.)] 是 基本 的 . HEM F= 
了 PH) 或 者 Fr =P" (CH), 

EHI, BEHE, k FP), MA P) =F PCH) 
的 非 空 真子 集 。 I EF BU OECD, FRET EDENU 
{Pp 个 的 所 有 元 素 的 并 。 如 果 了 所"， 设 了 是 在 J* 中 查 不 在 中 的 
TES, AEE DF Ut{p”} 中 含有 整数 了 的 元 于 P, 由 于 对 
某 些 x 来 说 ,p 也 是 在 D; s (PPRA D; Op") rp, Aiii Da (p^?) 
和 Dia (p BUR SERE EAE, TE D. (p Doa (p 的 元 素 之 一 
必定 含有 整数 j。 由 于 Du (RI Duas Co^) ie F' 中 , 整数 j 必定 
REV, Ai, Y=", haz, WT i 来 说 ,F ID (F) U 
ip" HEY SUE Y 的 一 对 互补 划分 ， 这 与 假定 CLP), P) 
BRAG TIS, MAPP). Seth, 可 以 证 明 另 一 情况 。 

HAE, F =P (H), 如果 CILP'(H.), PHD] 不 是 基本 
的 ， 那 么 存在 一 个 CiLP'(J)，P"(J)], 此 处 了 是 H; ESR, 
mig, REAR, FEP), Aik, F=), Wi 
WE, HUPEUPHO, H CEP'(HD)，P"(He)] 是 基本 的 ， RA 
以 证 明 另 一 情况 。 这 就 完成 定理 的 证 明 。 

这 定理 提供 一 种 券 查 一 对 半 补 划分 基本 性 的 简单 和 有 将 的 方 
法 。 作 为 一 个 例子 ， 性 虑 式 (5.52) 和 (5.53) 一 对 互补 划分 以 及 它们 
# SDR, Wb p’={9, 10, 11, 12) mp" — (1, 2, 12), MÆRK 
合 在 式 (5.57) 中 给 出 ， 根 据 式 (5.60 a) 有 

F'= (p') UDP) UD, p") 

={9, 10, 11, 12}U{3, 6, 7; 4, 5}U{I; 2, 8} 
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=l 2, 83 3, 6, 7s 4, 5; 9, 10, 11, 12]=P'(H,,) 
Hik, REEE 5.26, CIP (Ha), P"”(H,,) EEE, RIY 
以 利用 式 (5.69 b) 来 作 考查 。 
F"={p"} UD, (p’) UDs(p’) U Dap”) 
={1, 2, 12} J{9; 4, 10; 3, 11}U{5: 6; 7 UHE! 
={5s 6: 7; 8; 9s 4, 10; 3, 11; 2, 2, 12}=P" (Hi) 
这 同样 几 明 CIP (H), P'(HB,,) REGE AD. 
作为 另 一 个 例子 ， 考 虑 式 (5.55) 相对 于 10 来 说 的 一 对 互补 划 
97, SDR 是 {3; 5s 6; 10 和 {1 2; ds 7; 8) 9, 10), UE p'= 19, 
I 中 和 p*— (0, MAA Dip) = (9). Dip) =S, DL Ë. Dp”) 
一 So， 藉 而 根据 式 〈5.60》 A E'—(p)— {9 10} fü F'—(p*JU 
DaiCp7)= 人 起，10}， 因 些 根据 定理 5.23，Ci[PIHa)，P"(CHio)] 不 
BHAA, BA PRP Ha) RA FP (Hi), 


5.3 没有 重复 项 的 分 块 


现在 多 用 以 土 结果 于 定理 5.22, RABE, 而 不 出 现 
重复 项 ， 但 是 在 进行 这 工作 之 前 ， 有 必要 合式 (5.46? 处 于 一 种 不 同 
韵 但 更 方便 的 形式 。 

定理 5.27, T—(DT'(P'(1,)) xTr"(P”/(1,)), (5.61) 
式 中 不 和 是 取 记 所 有 可 能 的 CaLP'()，P“0TD]。 

证 明 ， 在 式 (5,46) 中 ， 对 于 了 的 经 一 个 选择 ， 在 了 中 的 节点 必 
BE TU (i) 中 的 多 一 树 VOU 的 片 ， 而 在 y 下 的 节点 
AF TVOCGD PASAJUL Brie. VOU) 
Me UL Sy I HERAA F i HATU] U 
MN SDR 的 一 对 互补 划分 ， 换 言 之 ， 在 这 些 片 中 L 的 节点 形成 
一 个 CPL), PUOL ARERR TRG. a) 申 的 所 一 项 ， 
在 作 环 和 运算 之 前 ， 式 〈5.61) 中 存在 准 一 的 项 ， 反 之 ， 对 于 每 一 
C.[P'(L), P^(1)], P/U) P" (LYH SDR 分别 可 以 表示 为 IU 
1 和 了 LU 人 fi， 其 中 JEE-:。 因 此 ， 在 作 环 和 运算 之 前 ， 对 于 式 
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(5.61) 中 的 每 一 藉 ， 在 式 (5.46 8) 中 相应 她 在 在 只 一 项 。 这 样 定理 
得 到 证 明 。 

显然 ,在 式 (5.61) 的 右边 所 生成 的 每 一 天 不 是 一 个 树 就 是 至 少 
含有 一 个 回路 的 子 沟 ， 刻 果 它 是 具有 回路 的 子 图 ， 这 样 前 子 图 必定 
出 现 偶 数 次 。， 国 此， 怎样 用 定理 5.22 来 生成 笠 而 不 出 现 重复 项 的 
问题 简化 为 找 出 不 会 产生 具有 回路 的 子 图 的 囊 补 划分 的 特征 。 事实 
上 上 ， 这 类 就 是 在 上 节 pA E 

定理 5.28, T= UT QOO Y x TP), (5.62) 
式 中 并 是 取 遍 所 有 可 能 的 五 补 划分 CIP L), PLDT, 

证 明 ， 踢 定理 5.25 足以 表 转 定 印 ， 对 于 所 有 相对 于 1 的 基本 
互补 划分 ， 


CaP), POO] (5.63) 
RETRA. WEE, RN (5.63) SLAC, BPA PERS 62) 
PHB AT AE AAT. HAA. HEBR AR 
EAT Ra REDAN FAL, 
TPL) x TPG) (6.64) 
设 V. 是 8 中 一 个 回路 的 节点 集 ， FEE 
R'= (x; x FEE PUL DA NVS} (5.65 a) 
和 R”={x; xE PAPAR NVS} 《5.55b) 
JOR p' fü p" AE PCL) AI PYAR ADL 的 元 素 ， 那 么 对 
THÉ u, R Ñ R° 中 的 元 素 都 不 可 能 含 于 DO) XE D.p) 
t, TRU ALI. HOPE URGE, p Æ R ae RY A 
AEH, CHAT DYP, 3BZ pu Vio s do}, 因为 在 
RUR 中 每 个 元 素 至 少 含有 VPS. ULE, ERJ 
R' 中 存在 一 个 pas， 有 PAV n jo co) E p. RAF Das 
(p) 中 ， 如 果 绿 续 这 个 过 程 、 则 于 YY. 的 元 于 对 应 于 回路 的 节点 ， 最 
终 包括 R'UR" HMAK, JRM j RREA, Æ D.p) 
"ef uTGES. TALER TER RABE, Œ 
引 理 5.5 中 的 D.. (p^) RED, fp") PER u, 和 v. 必定 是 有 限 的 ， 
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BIASPPfIu, R'UR" 的 元 素 没 有 一 个 会 含 于 DD D") 
中 。 因 此 ， 在 式 (5.60 a) 中 所 确定 的 集合 F' E PL) -R 的 非 空 
子 集 。 由 定理 5.26、 这 同样 是 不 可 能 的 ， 所 以 在 式 (5.64) 中 所 产 
生 的 所 有 项 都 是 图 的 树 。 

其 次 ， 必 须 证 归 ， 如 果 式 (5,63) 不 是 基本 的 ， 只 覃 式 (5.54) 不 
十 空 集 ， 那 么 在 式 (5.64) 中 记 产 生前 每 一 个 元 素 都 是 至 少 含有 一 个 
思路 的 子 图 。 出 于 式 !5.53) 不 是 基本 的 ， 存 在 C PCD. P] 
共 申 I 工 是 天 的 非 空 真子 集 , AR P'ODCEP' OLOR P^ QD CCP" (1), 
不 难看 到 ， P) pP) pA aD +k Pa, 注意 到 ， 由 于 
EPD fü P^CD. 中 并 不 是 所 在 的 元 素 部 一 定 是 不 同 的， 一 般 有 有 
aL (DUP (J) <a) bl, Bik M= POP) 和 Ri 
-PL)—P'(D, M$. HEM! 和 M” 中 有 q=k 一 ca(D 个 元 素 , 这 
也 就 是 包含 于 M’ M" 中 的 式 (5.53) 不 同 表示 式 的 数目 。 为 了 方 
便 起 见 ， 设 (x 一 1，2，.…，9q) ÈM fU M" HER IL ARHAR 
Ak. Hanf n-I-( Beh. DURS Ue jh BEEM 和 
M" PITA ROSE, hF j gg Po HU y 3 j, 的 不 同 表示 
式 ， 必 定 有 一 个 集合 ， 比 如 说 五 ， 它 包含 ái 位 不 能 出 jh XL ERI 
Dk. j 和 RELY, HEL REL. WEAR, aha, 
它 包 含 j: RARE dece. BL. jm. HUE J h. WREE 
这 个 论据 。 这 个 过 程 会 产生 一 系列 的 esi RE i A j 都 
在 Ja B (=1，2，'…，8 一 1 委 q)。 由 于 M' 和 M" 中 元 素数 月 
是 有 限 的 ， 因 此 对 王 某 个 和 来 说 ， 只 有 当 j=j(z<s)， 这 个 
过 程 必 可 以 无 限 地 进行 下 去 。 因 此 ， 如 果 式 (5.64) 不 是 空 集 ， 则 式 
(5.64) 中 所 产生 的 每 个 元 素 是 至 少 含有 一 信 回 路 前 荆 图 ;回路 食 王 
Bi CPI OL) ) fr tU (PCL AS HR EHE Rz Pb, JE ORT 
UDA v (O^02)5 5l T (POI T^G" 0,)) KER. S+ 
路 径 孝 连接 在 令 于 序列 huc 中 的 两 个 节点 之 间 。、 

出 于 本 个 不 周 的 互补 划分 对 产 正 式 (5.62) 中 子 匀 的 两 全 不 机 交 
SS, MSU IRE, SET RIE. 
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RE, RMA r ERMAN. Ez ECCO EL 
两 部 分 ， 对 每 部 分 确定 适当 的 多 - - 罕 ， 然 所 用 菜 种 方法 组 合 这 些 多 
sb. TAR BL SE, (HI, TERS ANS 
中 所 性 出 的 代价 ， 是 1 兴 所 有 可 能 的 基本 互补 划分 的 集合 。 这 
不 是 很 高 的 代价 .因为 这 些 划分 是 与 图 的 结构 无 3 因此 它们 可 
以 制 成 表 。 实 际 上 ， 并 没有 必要 把 它们 全 部 列 出 来 ， 有 有 - 平 就 足够 
了 ， 这 可 以 根据 推论 5.9 直接 得 由， 

HEATON, Bs tins ds is}， 和 下 面 的 互补 划分 对 
Cu[P'(Ts)，P*(Ts)j 是 基本 的 ,它们 的 基本 性 可 以 由 5.2 中 所 概述 
WERKE T Yo SHAR 5.75): 

P'(1) 
{is is i} 
{is iz h) 
Durs hb) 
tis ts bJ {irs iss b). 
1288 PCA P"(D) 的 内 容 ， 得 到 凶 个 另外 的 基本 互补 划分 对 ， 
众 一 不 是 基本 的 互补 划分 对 是 CE (i, is hb Ü b; SE. 

用 下 面 的 例子 求 说 明定 理 5.28。 

例 5.8, 考虑 图 5.11 的 图 G， 此 图 沿 着 节点 3，4 和 5 可 以 分 
解 为 两 个 子 图 G' 和 G”"， 这 样 的 分 解 如 图 5.13 所 示 。 利用 以 上 列 
举 的 基本 互补 划分 ， 所 要 求 的 多 一 树 如 下 所 列 ， 

T ds 5)= {ees, e101, cies, Cers Cast 
T/(3; 4; 5) - eieies, esee) 

T'(3; 4; 5) = {ereses} 

T'-T'(3, 4, 5) = {ccseres} 

T/(3, 5; 4)- (eie) 

T! T"(3, 4, 5)-- (esee, €36,65, C205, Cataes} 
T^(3, 5; 4) (e) 

T'(3, 4, 8) loei, ees) 
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图 5.13 图 5.11 的 图 的 分 解 


T"(3; 4; 5)={e, es} 
T^(3; 4, 5):*lees, es) 
根据 定理 5.28, GM RERERCT- AR LH 
T—T'(3; 4, 8) x T'UT"(8, 4; 5) x T'UT'Gi 4, 5) 
xT"(3, 5; 4)UT"(3: 4, 5) x T'(3, 5: 4) 
UT'(3; 4, 5) x T"(2, 4; 5)UT"(3; 4, 5) 
X T'(3, 4; S)UT/(3, 4; 5)x T'(3, 5: 4) 
UT'(3, 4; 8) x (8, 5; 4) 
mee C16r, 1cs, ees CeCe) (eese, users conus, 
eseses} {eeoeres, eres ees) U (eei x (een, 
Caer) Cer} U (eeeeo eseseoeses} Ule. ee) 
X[eie;es, Serle, Crees} U (e;e;e,e;e;, @e,ese,e;) 
这 当然 与 俩 5.7 中 所 得 到 的 树 集 相同 。 
慎 得 挫 出 ， 在 目前 的 分 析 中 ，G 的 笃 集 以 子 图 类 的 向 卡尔 乘积 
的 并 的 形式 出 现 。 对 网 络 理 论 的 意图 来 说 ， 这 确实 是 最 理想 的 JÉ 
式 ， 并 不 需要 展开 管 卡尔 乘积 ， 因 为 我 们 只 对 计算 树 导 纳 乘积 感 兴 
iE, : 
例 5.9, 图 5.14 中 所 给 的 图 G 通 过 节点 1，2 和 3 可 以 分 解 为 
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KRETEG 和 G”, iS Do 5.15 Shae, IS —p 
"EY. 
T/(1; 2: 3) - (be, bf, be, cd, cf, de, df, ef} 


2 
T'O; 2, 3)-(hi, hk, hm, ij, ik, jk, jm, km) 
T'(0: 2, 2-8, 
T'(1, 2, 3)={g} x T"(1; 2; 3) 
T'(1, 2; 83)={a}xT/(t; 2, 8) 
T0, 2; 3)=S, 
T(1, 3; 2) —(bze, bed, ..e, cdf, bef, bde, bdf, cef) 
T'(1, 2, 3 - T'- (a) x T/C, 3; 2) I 
T^G, 2, 3)=T"= {g} xT, 8, 2), 
好 据 定 理 5.28， 扣 的 拱 集 出 下 给 出 ， 
T=T'( 2, 3) x48)xTU(1; 8; 2) J8 JS, {a} 
x'U(1; 2; 3)xT((1, 3; 2)U (al  T'C1, 3; 2) 
xT; 2, SUT, 8: 22 « (gb x T (1; 2; 3) fal 
xT/{is 2,3) x {8} x T"{1s 2; 3} US, 
= (bc, bf, be, cd, cf, de, df, ef} x {ghim, ghij, 
. ghim, gijm, aijm, ghkm, ghjm, gikm, gijk, akim, 


ahij, &hjm, ahkm, ahjk, aikm, aijk, aghi, aghk, 

nghm, agij, egik, agjk, agim, agkm}U{hi, hk, 

hm, ij, ik, jk, jm, km} x {bce, bed, cde, cdf, 

bet, bde, bdf, cef} x (a, g! 
# TREO DOS 320 项 ， 其 中 每 
a, MBSR REAR. CRX 
BIETARA, AE EBLA ATA 
sie PA WRF RR AH .28 中 给 出 的 公式 大 
汶 。 分 块 的 约 点 是 明显 的 。 耕 议 是 到 的 数量 明 到 减少， 而 
B3P AS ESE, t, 2 HER UR fpi 
b. EWERAN HRS, 


ED 


WF GRD TER. 
RARE 
型 网 络 的 实 ) 


图 5.14 HG 图 5.5 图 G 前 分 块 


这 使 得 这 一 方 靶 更 有 意义 作为 一 个 说 明 来 看 ， 在 例 5.9 b, Top 
所 得 的 项 数 在 展开 以 前 是 50 项 ， 如 果 不 用 分 块 技 术 ， 则 了 的 项 狐 
将 达 320 项 。 此 外 ， 在 了 的 每 一 项 中 所 含 社 号 的 最 大 数 是 4, 天 s20 
项 的 每 一 项 售 有 6 个 等 号 。 当 研究 中 的 图 闪 布 高 的 秩 和 零度 旦 ， 流 
当然 是 很 有 钛 别 重要 意义 的 。 基 后 讶 一 下 ， 以 式 (5.62) 为 基础 ， 
Cus 1989 fj 导出 了 对 于 多 端 网 络 级 联 的 生成 公式 。 


5 8. SBR ARE 

a FPR Bg aE ibq CM) doe zi e Ca BA ERRA TRESE 
FMR, RWWA PGT A Be B9 DJ B. 
(参见 第 二 党 81.2 和 81.3， 第 五 章 §1 以 及 定义 2.4)。 在 这 一 节 
中 首先 提出 不 产 扩 重 复 项 的 知 隆 的 所 有 大 子 降 的 计算 ， 然 后 诺 用 这 
个 结果 来生 成 国 、 补 园 、 有 向 树 和 有 向 2- 袜 ， 本 节 是 以 MAYEDA 
等 [到 68] 和 Cas [1368 b] 的 研究 成 了 为 基础 的 。 

8.1 IHRER TRE 

设 亚 是 阶 为 pxb WR PRESE, MEI EB 2 
所 用 的 那些 FOS (saa WM ESA Le fii, +, 
IAM {jijo oea leones ASTE FA ERE, WES, 


Zr 


MEDER FG) = FO, J). iii ART, 2, +. bp t 
的 互补 。 


定义 5.8， 真 式 矩阵 。 

一 个 含有 对 角 大 子 阵 的 阶 为 pxb 的 任 一 抵 阵 被 贡 
定义 对 角 大 学 阵 用 F(K,) oss. JOB Ky (kh. kee kb. Ing: 
FE(K,) 是 个 单位 矩阵 ， 那 么 F 被 称 为 是 [M 

EFH Net, ESTA A EBA ANS, Dita. 
JEFE, AWA BR, xPRE— BREF 30 CU SSS 
阵 与 之 相对 应 ， 这 完全 可 以 由 上 利用 下 面 的 行 运算 而 得 到 ， 

(D IERE — 7 rn ERLE ER BF 

(2) 对 各 行 重新 排列 。 : 
由 子 这 样 得 性 的 矩阵 产生 线性 行 闫 量 空间 与 了 所 产生 的 相同 ， 则 它 
们 有 具有 同样 的 大 子 降 集 ( 人 包含 同 样 的 列 )， 共 对 应 的 行列 式 至 多 相差 
一 全 符 导 。 此 外 ， 这 些 行列 式 的 相对 符合 仍 保持 不 变 。 

ATHER, REFEREE 1, 2, - b 来 标记 ， 而 卫 
的 行 是 用 这 样 的 方法 来 款 记 ， 即 了 的 第 工行 用 区 G=1, 2, +--+, 
了) 来 标记 ,此 处 下 ,是 处 于 玉 , 中 。 例 如 ,所 定义 的 对 角 大 子 阵 F(K.} 
由 列 5，6 和 7 组成， 那么 的 行 由 5，6 和 ?来 奈 记 。 这 一 节 以 及 
下 面 两 节 中 ， 候 阵 这 名 词 指 的 是 按照 刚才 所 枝 述 的 规则 来 标记 的 算 
BR, 此 外 ， 假 定 在 轿 亚 中 所 有 的 整数 以 自然 序列 出 现 。 

WE LOK, A KI HERAK, DUL, AUR K= 
ÍL, 5, 6}, h--I2, 8}, AA L= (L, 6}, 35A KJ/k={2, 5, 
2). BIETA, SARH F(L, L) 3EF(K,) iR TER, 
F(K,N/L C1 <ucp) 2 F 的 一 个 不 同 王 F(K,) BATES Kik 
下 而 的 定理 是 成 立 的 。( 习 题 5.39) 

定理 5.29, EFENA pd MRI RERE BE, BAF 
DIAA TEREA M PRS, 
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= u Ut [OSEE ` (8.66) 
d e 


anc 


sh rRROEES FO, EF n 
BM, F(GL/L) FO. 


RE OUT AAT RAS, BETES EAE FCR) 中 求 阶 为 7， 

…， 和 上 的 所 有 非 奇异 子 阵 的 问题 ， 阶 为 1 的 非 奇 异 子 阵 非 党 
AR, CNREE) 中 的 非 零 元 素 。 对 于 阶 大 于 工 的 非 奇异 
子 隆 ， 以 上 所 烽 还 药 整 个 过 程 可 以 重复 进行 . 例 和 如， 考虑 子 矩 于 
Fio TGSr， 此 处 ，Ke Wh, REC, 2, - be 
证 标记 移 集 合 ， 这 个 距 陆 首先 表 示 为 真 式 、 然 后 根据 定理 5.29, 可 
DVB PERE AAA, dnt 下 (Ku) 的 所 有 以 上 类 型 的 子 
矩阵 都 考虑 进去 ， 则 所 有 这 些 大 子 阵 的 念 体 是 在 FUE) roo a 8 
ARGS BERS 5), TED E Ab. HI 
Wy d RERIELREUCR ARCET, EAE EOF eS AEE ES 
fH. RAIA. TER, MATARAE 
为 数字 计算 机 编制 程序 。 

ONT PAPC Se, TEP a As oo Se a i 
a, THEY SANIT IR AH IE. 

8] 5.10. oR FIERTE R, 


1234567 
2-1223900 
ZI 
7 ü000605939 


dun r=3, VUE F(K,) =F(257), YEW, Gal, 2, 3) FOR) = 
F(1346) MW à fk SET EE, WA 
Wi={F(2, 1), F(2;3),F(2; 4), F(a; 1), F(5; 3), 
FO; 6), F(7; 4), Fi) 8) 


(aor 


W,—F125; 13), F(25; 14), E(25, 16), F(25; 34), 
F(25; 36), F(25; 46), F(57; 14), F(S7; 16), 
F(57, 34), F 36), F(S7; 46), F(27; 14), 
T(27, 16), F(27, 34), F(27, 38), F(27, 4651 
Waci(Fií257: 326), F(257; 148), F(257; 134), 
F(257, 1380) 
FUP W 是 拒 炬 阵 FUSE, IUETEUCOR E SET ERR 
而 得 到 的 ， 对 应 于 集合 W 的 5 太子 隆 集 合 M. 是 由 式 (5.63) 而 得 
Big, JE FRAM: 
M, -(F(25725) S F(157), F(357), F(457), F(127), 
F(237), F(287), F(248), F(256)} 
Ma (F(37 13/252 2 F(132,. F(147), F(167), F(347), 
F(387), F(457), F(12:5, F(123), F(234), 
F(236), F(246), F(ic5), F(185), F(345), 
F(356), F(458)] 
M,-- (F(257 846/257) -F(346), F(146), F(184),F (186)} 
E F WHAT RRABATHRA M 通过 取 和 集合 MG-0, 1, 
2，3) 的 并 集 得 出 ， 此 处 Mo 一 (F(257)] 。 


6.2. BEALE HT 

SEAVER 5.29 e Gt FAG bi AHA TBE ar B Piña r 8: ET 
UIT HD, SRR, MOBIERIIPHE RI, (RUE 
FES PREM 2S, BAGH TERR RE 
阵 ) 。 对 王 G 的 过 在 总 给 定 方向 ， 把 它 作为 有 向 医 G 着 待 。 并 对 应 
于 于 中 的 同一 制 集 (RO, HEG 的 基本 割 集 和 矩阵 〈 回 路 上 矩 降 ) 
FE， 并 保持 同样 的 列 座次 。 正 如 在 第 二 地 8 1 和 第 五 党 81 中 所 讨 
论 的 那样 ， 由 于 QUE, WATERS GRUB OMAHE, 因此 用 
M-TH RH RMR RE, ERICH, WREE 
用 下 ， 则 所 有 的 运算 在 整数 模 2 ETE, WREN FS, WERE 
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实 域内 进行 ， 因 此 ， 无 需 特别 阅 明 所 取 的 适 算 在 那 一 种 域内 。 
推论 5.10， JRO RBG ARRAS, 
WA Goa SH PA. 


T(t (5.87 a) 
s 


Xi To (t t- eeyore H On, Xo rex) COEM 
(5.67 b) 
QU, 1) Q CK Mg — PARA ATER, t 是 对 应 于 QC 的 列 
fat, TAT = fn). 
推论 s.p. WU BAL GAR ETE ADR, 
ABZ GR RE REEF CAD HU 


T Ui (5.68 a) 


ARTO fi; Te een dos Xa cox) KL 
(5.63 b) 
B( 1) B (COSA A PBR, Te EF BOK a) 的 列 

ibl, TET = (8). 

JASPER Sa RS ERS RCA ETA, AER 
SB U HS ABE Dy He by tS T AA RR A EE TE 
AGU BEARER. FRM Q 和 日 的 特殊 性 质 ,可 以 很 容 
DRA CMMI. PR NaN, BERR ee 
模 2 RASHES F Mee, 兰 先 把 了 中 其 第 一 列 元 素 是 1 
-EBER REE- -IRIE CTR 1 (如果 它们 存在 的 
话 )， 通 过 荷 单 的 行 加 法 ( 模 NAE, WAT ERER Fi, fF, 
中 将 第 二 列 元 素 为 1 的 任 一 行 ( 际 开 第 一 行 ) 移 置 黎 二 行 , 然 后 把 第 二 
列 中 所 有 其 它 的 元素 1 {如果 它 们 存在 的 话 ，， 通 过 简单 的 行 加 法 消 
去 。 继 续 这 个 过 程 ， 最 比 得 到 一 个 对 角 大 子 阵 ， 或 省 可 能 继续 不 下 
去 。 如 果 后 一 种 情况 发 人生， 只 需 不 考虑 这 一 列 ， 而 转 到 下 一 列 。 如 
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RRA 8245—_4 x] 角 大 子 隆 ， 那 就 是 王 根本 不 存在 大 子 阵 ， 当 然 
这 一 方法 对 在 实 域 上 具有 元 为 1， 一 1 和 0 的 矩阵 F, 同样 适用 。 

例 5.11， 假定 要 求生 成 如 图 5.16 BRA GAN, GARA 
I SAE PRA 


1234567 

11110110 
onaforerito| 

7-0010111 


ep r=3, AR Q(K.) =Q(147), # Q(2856) 中 ， 阶 为 让 的 非 奇 
蜡 子 矩阵 的 集合 W.-1, 2, Dm XA 
Wiz {Q(1s 2), Q(1; 3, Q(1; 9, QU; 6), Q (á; 2), 
Q(4; 5), Q(4; 6), Q(7; 3), Q(7; 5), Q(7; 6)) 
W,:- (Q(A4; 23), Q(14; 35), Q4; 36),Q(47; 23), 
Q(47; 25), Q(47; 26), Q(47; 35), QC47s 36), 
Q(17; 25), Q(17; 26), Q(17; 23)) 
W,=(Q(147; 235), Q(147; 236)} 


图 5.16 JP EI E RE HERR 
对 应 于 集合 W GRE TOWILURGR (5.67 p) 得 到 ， 由 下 式 给 出 ， 
下 人 一 {escicy，eseter，edesey，edcscT，616267， 61c567) 
eieseT， Cires Ceres, Crete} 
TU = {escser, teer. esetey， elez6a， C1€20s 51Ca86y 
yess, reals, 026465, EzesCs, €36,04] 


*A10 


TY = {ECC ceses} 
FR, HMMM REA TUG-0, 1, 2, 320533, TO= 


ICON 


6.3. Ti REIHE] 2-Hf 

BLE AR EL ie Riz ytaka RS is Bi G. 的 有 罕 树 二 在 向 2- 
B AURA JE G WARRE, WA REA A quito 
Von t 所 得 的 ATERA H, LJ G Miet 
BRUM AR, AREE. MARA n. TER y 
ER G, BRAES tan 

5138 5.8, AOJE AH PATE, SHUM T 
入 tl 的 列 的 边 构成 -个子 图， 除了 闻 点 nn 的 月 度 为 0 以 处 ， 其 它 
每 全 节点 的 出 度 均 为 1。 

由 于 Gu WHS A 的 天子 阵 处 于 一 一 对 应 关系 ， 从 而 很 振 引 理 
5.6. BEL PEE: 

定理 5.30, AC.) 和 ATC KE ASE AER 1 HAME G, m 
对 应 于 A OBARA ta 

BE, 问题 简化 为 如 何 有 效 地 求 取 所 有 A 和 A- 的 对 应 于 大 子 
阵 的 问题 硝 为 改 远 一 下 前 面 所 讨论 的 方法 就 可 以 达到 目的 。 为 了 
TRA. BDE A  A+ 都 处 于 真 式 ， 它 们 的 定义 对 角 大 子 陈 
ACK A 入 一) 由 相同 列 所 组 成 , 《如 果 在 必要: 可 以 调 托 一 下 行 
的 序 次 )， 那 么 、 在 ACK) 和 A* Ch ADHERE AG, JOM 
AYO, IOS Abe. PH (EUIS A FM At FEB ACK,) 和 人 + 
(K, ACE AT) 和 A KS 28 294€ A0 At 中 相对 应 的 大 
TEE. Hp 1 POE TH AC, SAAT, 10 是 非常 容 
吻 求 得 的 ， 它 们 分 宗 是 在 A(R AIA (RO MTR BCR. A 
于 芥 大 于 1 谣 对 应 非 奇 异 子 隆 来 说 、 整 个 过 程 可 以 重复 进行 ,因此 ， 
K FIS RAR ESE p. 7 

Shi, SPM ARG, TAUA EAE Eo 


nme 


(4.21y 所 下 类 型 等 代数 余子 式 拭 阵 Y AMARE G. 揭 边 标识 
符号 看 成 为 与 边 相 关联 的 及 ， 根据 第 二 章 8 3.3 中 所 论述 的 内 容 ， 
不 难看 到 ，YY 的 (n,n) 一 元 的 余子 式 其 实 是 节 灌 1 选 为 参 劳 点 的 节 
ATABEK Ya UF ae, A AMEE ,很 容易 从 关系 式 
Y, AYA THREE, i BL A 是 以 为 参考 点 的 网 络 基本 关联 给 
Ve, WY. ERTA, ERRAR Y AO As BEX 
通常 难于 求 得 大 为 它 一 般 不 是 对 称 的 。 TER AREA Y, 怎样 以 
另 一 种 方便 形式 来 进行 分 解 。 

定理 5.31， 设 Y 是 与 以 G, 为 华 随 有 向 图 的 式 (4.21) 类 型 的 
等 代数 余子 式 低 阵 ， 354 Y uin. 1) 一 元 的 余 耶 式 Ya 可 以 分 解 
为 


Y,,=deA'DA’ (5.69) 
3b A ELA HR n Sey G. EAI RR PE. TH DE 
bx b xp ARE, HTT A 的 第 i PLR. 

XEXBBo LOE AA Ty, URICE 5.38). HF RAD 
论述 内 容 参 见 Crs[1972 di, 

引 理 5.7. At SAPARD RUE HEURE 1 3x 71. 

FPE, MERR. 69) aS ZERRE A+DA’ B JH E j-i 
西 定理 、 并 利用 D ERAR- EK, STAG SEE. fE Ya 的 
BARI, WY A+ 和 丰 的 对 应 大 子 阵 处 于 一 一 对 应 关系 。 
REEM. 也 知道 ， 这 些 正 项 对 应 于 G, 的 有 向 树 。 因此 ， 前 面 
所 论述 的 方 靶 包 适用 于 生成 有 向 树 。 

为 了 方便 起 见 ， 设 Ai 是 从 A 中 通过 副 去 行 i 而 得 到 的 矩阵 ， 
MARIE EM 5.91, Hin Pit: 

推论 5.12, Y RBMCBA TH Yip 可 以 表示 为 

Y; =C IV dctA*DCA (5.70) 

Bik, RERE 4.4 以 及 式 (5.79)， 可 以 生出 结论 : Ge 的 有 向 
2- 笠 tis 与 4 志和 全- 对 应 的 大 子 除 处 于 一 一 对 应 关系 。 换言之 * 
TASEA ERRERA R 2-8. 
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tHE OS 2-48 ty, FAL AA, BOAR TPES Tp 
KR. RA LIE WAT "E EJUS VEI 
例 5.12, 在 图 5.17 F, 假定 要 求生 成 者 向 图 G. HARA t, 
的 集合 . 以 节点 4 为 参考 池 点 的 基本 关 慕 矩阵 A 由 下 式 纷 出 ， 
12 3 456 7 


M 2--11 0000 1 
anal 10—1100 °] 
5“ 66 01 一 


BL5.7 GRR AAR RENER Hi B17 -BRAS 
上 式 已 处 于 A(Ks):=A(245) ZH BAA 
2-01000014 
At=4 roerood| 
5-0010110 
这 里 A*(K,)— A* (243), AC1867 20 A* (3361) AREA i BAR aE 
BCRERBGRW. Go. 2, Dh PRAY, 
Wa[AQs 7), ACs 1), AG; 3), Alb; 6)) 
WaeiAQGA 17), A(25; 37), A(25; 67), A(45; 13), 
A(4E, 18)) 
W,={A(245; 60] 
对 应 于 集合 WA 和 人 ”的 戏 应 大 子 阵 集 合 M. 由 下 给 出 ， 
M,=(A(245 7/22 A(:57), A(125), A(234), A(246)} 
M,={A(245 17/24) =A(157), A(347), ACI8T), 


EU 


A(123), A(126)} 
M,-: {AC87)} 
ub. G AB t 的 集合 可 以 很 容易 地 禄 据 MGE 0, 1, 2, 3) 
入 出， 这 里 My--{A(245)} 


Te feiese;，etezes， €;959,, E, Ca, Bleaer， DaeicT， CiescTy 


Cestas CCCs, fiere, 


VER. nitus Gy doe 2-34 


aap? 100001 | 
tai 021102004 

由 于 全-: 不 是 对 应 于 1 和 3 AGL & ZH A-; 的 真 式 , ZK.) 

£03), 

-1 1 0 062013] 

0 1—1 16031 

HHF A*.(24857) fn Z(24567) PARMAR 

EG 中 仅 有 一 个 有 疝 2-BE taa = ees, 
最 后 撮 一 下 ， 根 据 这 各 方法 咎 成桂 ，2- 择 , 有 向 树 和 有 向 2-6 

已 写 出 计算 机 程 岸 ， 它 总 用 FORTRAN IV 语言 写 出 的 ， 适 B T 

IBM 系统 360 型 44 BELPER, PUF PRANK AAT te CHEN FA 

L.L 1973154888, 


z-[ 


3E SERE. 所 以 


8 7. 初等 变换 


Eip. ST UG RAE 2E 19 A 
域 。 这 种 概念 最 初 是 由 WHITNEY[1953] 提 出 的 , 从 那 时 起 有 很 多 
KRESS PE., Pia, Bil WATANABEL[1960], 


4 


MAYEDA fil SESHV[1365]), 


定义 5.9. 距离 。 


Bn Me 是 图 的 两 个 含有 相同 过 数 的 子 图 ， g 和 g; 之 癌 的 距 
离 是 在 一 个 主 图 中 而 不 在 另 一 个 子 图 中 的 边 数 。 

ME. ga 和 人 THER, Mf, z-BisE 204. 例如 在 图 
5.14 rh, SBR t —bceghim, t"- bighij, t*—abzekm, WA 
fuit pg AES , Sua" duit HOBBES. 利用 这 个 定义 ， 显 
AR. (8.67 0) 46.68 DERA T' ATO sR RBS ta 以 
Edw gie ga Stm BERE, 


XX 5.10, degpidedh ， 


Wr tls Gg bb, AR e, dE Ch tp ag — 38 
Mh. MRO JE Gif] — Ae bbs Iie a c 的 一 条 边 ， 那么 以 下 运算 
elft- cps t* (8.71) 
称 为 切 等 树 变换 。 
TERA RRE WHITNEY RH, AURERE, 
定理 5.32, 设 上 是 连通 图 G 的 -AR MA t dn CEU 
Telf n E RESP WE DL RISE G Ba DERE 
TE. WU GRP, RUR UG 出 存在 一 条 支 路 er, e, 
在 上 中 而 不 在 t p, TRIE v Ue, f E FERES r tiy SUA E t 
中 ， 次 此， 存在 一 条 支 路 ez、e: TEU hi efe tA R= 
ViJe,—e,, WAR I 比 妇 更 接近 于 4。 因 比 ， 如果 ect, RW LL 
重复 进行 。 出 于 t 是 有 限 的 ， 所 以 通过 有 限 庄 次 的 初等 村 变换 ， 最 
终 可 以 得 出 t， 这 样 定理 证 毕 
显然 ， 对 王 补 贫 ，2- 柯 和 有 疝 懂 ， 稳 可 以 得 到 类 似 的 结论 。 组 
地 贸 作 为 练习 (习题 5.40，5.41 和 4.31)。 
Bree, GB OM, THEA 
E, ep + Cig (6.72) 


E 


Bete. TTY, EGE t 中 E 的 互补 ， 符 导 ED ERG 
MET T 
HED 1t E, (5.73) 
式 中 9 一 0 1. +--+, CDDR E =$, TE) 表示 G 的 衬 (EQ 的 
A. BR, MEO SH r-qh— TH, "i TEO EG 
SHAMS: di qiue. Ha RENE. 
TIEDOTE :Se (5.74) 


MMAR EASE, CHART TR ROPER, 
T= Ú U Tio (5.75) 


BOLE ME RE L MICA, Sob LL <i, uin 
MOB(, 2, ++, HABET ET m ds +ib. 
PART) ELS, ASB, Tat Hj 
ck EIE TCE) ADA AR to BBE r -k-1 AGRI T(E) 中 得 出 
Q0. 1, cre, to), (PIER Lah BARS BES PER 
SU, BR ENRE FT(Eu) 类 之 内 产生 的 下面 将 讨论 怎样 三 免 慎 
复 项 。 这 种 方法 首先 是 由 MAYEDA 和 SESHUL1965 提出 的 ， 下 
Tis CHEN[1969 dj 的 研究 成 果 ， 提供 一 简单 证 明 以 及 六 明 这 些 
SER EMG, & QG) 为 G 中 出 树 上 的 支 路 上 所 定义 的 入 
AF RAR, JE O 为 GG 中 节点 是 的 关联 过 集 ， 正 如 在 第 四 
AE 中 和 在 式 (5,49) 中 所 论述 的 那 祥 ， 如 果 挑 出 G 欧 一 条 边 。， 
出 岂可 以 分 为 TCe) 及 TE) 两 类 ，T(e) 含有 边 e， 而 /T(E) 不 含有 
jhe, ESSERE 85.3 h, MINS Glg; ge RRA GEE 
SOR g FORAL MUST s 中 的 所 有 这 得 到 的 中， 这 里 多 
We: AORAR HFE, BA, TOTES G Cds e) citi 
处 于 一 一 对 应 关系 ， 而 TEE G(ó; c) 中 的 树 集 。 对 于 Ge; p) 
和 (ó: 6)， 如 果 重 复 这 个 过 程 ， 最 终 将 生成 的 全 部 央 而 不 出 现 
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SSW, gu. WH; » TOMKE T(e) hitii, Hi 

BHEATH, STA Pe Maycda-Seshu 算法 。 

定理 5.33, Ue A GRA i HARR, BAF 
RRX: 

T(ë)= (65 c= (Peen tZE TC) B, e ZE Qu(e) 

DQ h, DOR eser (8.76) 

TEM, iEUdphdipipiduo 035, 可 以 用 这 种 方法 生成 了 (5) 

成 的 每 一 项 是 TL 引 ) 中 的 一 个 峙 ， 


假定 在 T(5) 中 存在 一 个 不 
tUe, 它 必定 含有 一 个 唯一 的 由 路 L。 那 么 , 通过 CU) eer v ig 


产生 


GENS BRA RERA t, ETD 


O ARRIT PAAPA HORAS 
显然 ， 用 以 上 方 站 生成 的 每 一 项 都 是 TC) pR AE. 我 


中 至 少 存在 两 个 不 司 的 迪 e f 
e; BEL SL Fey EIS Jt (te) e M CUNO 
c, A T Ce) PETS DOOR, REO e M es D & J tUe 的 唯 
— a, Xx 不 可 能 的 ， 因 此 ， 定理 证 毕 。 


由 于 树 — 616 e, 是 设 丰 辐 路 的 连通 子 图 ， 从 而 to 的 支 路 总 
是 再 以 用 下 面 的 方法 求 标记 ， 使 bn 的 第 个 于 图 ee: ex(z 一 1，2， 
…， 纪 都 是 连通 的 (习题 5.437 。 

定理 5.34, MREZE eee, 的 支 路 标记 ， REEF 
Bees e(X=1, 2, e AEM 开设 E Te eom < 
heec ME te AER, MERRE: 

T(EQ- (t; t= (te) Ue’, t ñ: T(E, n 

CAKE INA (oH, DE ee (5.77) 


gp 


UR TBI TC) -8, (5.78) 
当 且 公 当 E, g E; gs oe ARF, Hp, q=1, 2, + 


证 明 Alte, TRUE GIS 8 D — IUUD, DUDAS ER 
p: BRIEF SEARLE Tuta BIB] G*。 


THF SEER 局 于 G 的 每 个 树 ， 则 显然 有 刻 果 式 (5.7 SAGT 
是 成 立 的 ， 那 么 对 所 也 成 立 。 这 个 假设 闻 于 保证 GO. EL 的 连 
通 竹 是 必要 的 ， 央 为 我 们 从 和 钞 涉及 于 -天 集 ，《 和 否则， 必须 利用 林 的 
Hie, PRET), ST AHEM, ROE, E.) WR 
AT )E (ai), EMA eo df T" CEU) 中 的 科 椒 含有 
ea. IEC, A GCE: Eo DPI h MARHE, T Corto) G 
(Es B, rh t" fci e GE ETRE et I By com. IBTUR 
HER 4.13, JE TCE, PRBE v dn T^ Cou) ritis t Zi ETE 
WH, AMU gU 是 G 中 V 的 对 应 子 图 ， j 
PEE. U WEMA He i iB], dT este: ex 是 
t HEETE, JPE E, ADT eene, zh, M 0, BRAST 
PAARE BE E, 的 一 个 于 图 。 Wü REO 
它 也 大 e. WAT, ROO. E, 中 的 边 或 者 通过 
E, HAG FMR O (eR HR, bie, t Ci, =Q, (ea), 
，f- 则 全 CorCeu) a Qe Ce LAW GE EH 中 的 那些 边 ， 可 以 
得 二 如 证 结论 : 


c, Cr, ) 20 On Q2) (5.79) 
BUREN 2.83. ER: 
T#(ë.)- 


mele e Je t fE Teg, 
ei dE Cone C, ri, DAR ere.) 


80} 
ERT Ta) Py USAR TCH ZA ELE — M 
RAISE E, 中 的 那些 元 素 ， 经 过 简单 代 人 


MFE TO ins 
应 英 系 ， 这些 


dB 


后 ， 式 (5.77) 本 以 直接 有 区 (5.89) 中 
起 中 (5.78) 的 延明 是 简单 明了 的 ， ` 
k RR AUC LEREBUDR SE BID, 3 
了 让 和 LEA IA 
HER HIS RA E3 


JA. AAG 
TRET, 
+L, AR 


se HIE IS, 这 又 是 很 
SRR Ai ME MER HR 
CMTE. Sie! 
E = 2 次 加 交集 合 。 DN RUE ERI dE 

面 的 名 换 就 不 下 考察, 合 数 一 般 不 是 2， 但 也 不 
AMERRE Mal. R H, WAHE Be 
RABA -RREME BBE AEP TT — BH BEES) 


EAR JERRY LEER, iy SESHO d WAXMAN[19661 
fü 55 AA BEER ER BE “fies — ANG} S End IBM 系统 7094 


型 计算 志 上 用 FAP HRUP SIKKA (AREER) 
AHE 7094 型 计算 机 上 用 FORTRAN 15 IRF. XP 
Aü BAA PAVLE 1967 HEN TOR. 习题 5.65), 
BI 5.13. 在 图 5.16 th, BA. BERE 


T(e,)  [uese;, eee, tute, Sista, CCsCs, SEES 


xe, 


€,040,, €j0;6,, lvls, Css, Cress, Ceres} 
假定 要 求 从 集合 Tie), AEH 5.33 rp GEI ACE R PEE 
TE). Bul, MAA Q =e, MUR WU) RAZ They) 中 
15 ERN TOO FE. NITE AS. 7060 6. 
Weiser) = (t; t= (eere Der) ess e, fE eese 165626 
=e 中 ， 以 及 exe) 


=S 
Weee) W (e e ez) = Wie 
W(e;e,z)- {ty t— (eie, 


)5 Weite) = S0, 


Deiter. e d£ Cee Neee; 


ET 


Donee. DAR eue) 
= (eee, ciue 
Weines) = ít; t=e.e;Ue., e, E erth} 
= {66e eel 
Weer) = (t, te Ue,, e 4€ cot; tE) 
= (eeeo eme) 
W (e1846) = (t; t= eztien e f£ e; rh) 
= esese;y 
Wíe;e:e)-- (t: t< est Uen, e, fE exe; th) 
cies esee] 
Wleresee) — (t; tee le, e 7E ew; 中 
= eee, Caeser} 
Wí(e;e;e — (t; t—ee Je, e # ei) 
= (esie) 
于 是 通过 本 集合 WU ORR Ge TOJ EFAS H: 


CLIE 


C66. Cp Oss, Cair, CGC Clêr, Creer} 

例 5.44, Ba 3.16 PAG. MAEA 8.34 BEER 
MGS BAER GERE, tec. CRA e f ee; Æ to BJ 
连通 子 图 的 性 先 ， 于 是 有 

T(ee) = {ts to (Oe) Ue, e fE QC) — etete rh, e% 

e} 
- MOTOR 
Teer). Ü teet Ue, e fE Q. (e) eee ift, esse) 
EOD 

Tleed={t; t5 ee Ue, c Z£ O, (er) eseoer ta, eme) 

= (eS e. mmy em) 
Te- (6 (Sele, V TE Tlee,) if, 
© fE Q (e) eise ees H, DAR esse.) 
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~~ ferese;, Cacser, @yese;) 
T(c,) -ft t. (t'Ge))Ue, U f£ Thee) rh, 
e fg Qt (er) Mesesece; rh, exe; 
= {C004, C7405, 026.6.) 
T(e)= (tu t=(tU@e)Ue, v # T(ee) m, 
e TE Qu (er) Mesesese: rh, etes) 
?o[ejt6s. C285, ©1265, C1C3€5, ereses} 
T(ó)= (t; t= (e) Ue, t fE Tler) h, 
e fE Q (er) Nesesese: th, exce; 
= {e206s, ee) 
BE. GARR AT LU OL E 35 S BUE ea BY, JE TY TO) = 


(eee, 


8 8. 有 向 树 图 中 的 哈密 顿 回路 


在 前 一 节 中 ， 已 表明 图 G 的 任何 树 可 以 从 代 一 别 的 树 ， 通 过 有 
限 序 次 的 初等 树 变换 而 得 到 。 换 吉之 ， ITE 
以 这 位 的 方法 米 排列 序 次 ， 如 果 在 峙 的 序 列 中 每 个 树 容 这 出 7 
次 泡 , 则 它们 的 序 次 就 与 初等 树 变 摘 相 联 系 ， 在 这 一 - 书 
Hf BS SP A BLS BR ORC A FE REEL? 时 ， 将 正明 一 个 更 重 
wit Re, REMADE PL, ik Po AR 
CYyMMINSL1966] 提 出 的 .并 由 CHEN[ 1967 c HJ RAHETERA A 
Bl. 


XX 5.11. 初等 有 向 树 变换 。 
设 t. 是 有 向 图 Gs PAR URS ARRIERE, DURS e= 
G, Die G, 中 而 不 在 ,中 的 一 条 边 ， 那 么 ， 和 如 果 世 是 Gs 中 以 
节点 HBS ROAM, WT isn, AP BH 
eu Ut, ey cti (5.81) 


(Ne 


BUST, Wb ea RE t. 的 一 条 边 。 


定义 8.12. FERE, 


有 向 医 G, ROA UA 2 T OG.) 未 ， 它 是 一 个 (无 问 ) 
图， 其 中 每 个 节点 对 应 手 Ge 的 -一 个 有 商 树 LER i 
向 树 之 间 的 一 个 初等 有 向 树 变 换 。 BSD T(G.) 中 的 
与 节点 PRR RRA, GSR 
SUE A WERDE. OR G 是 对 称 的 ， 风 有 向 树 图 仪 仅 称 
为 全 图 ， 用 符号 了 (Gu) 米 表 示 。 

作为 -个 例子 ， 考 虑 如 图 5.18 所 示 的 有 向 图 Go ARR ta 的 
集合 由 下 式 给 是， 

T,=jefc, bef, asc, dec, abe, bde} (5.82) 

EIE BEES TI CGU an 5.19 所 示 。 


Biss MBG. Bj 5.19 ARE TG.) 


定义 5.13. RE. 


图 G (或 有 向 图 ) 的 哈密 顿 四 路 是 含有 G 的 所 有 节点 的 区 路 。 


例如 ， 在 图 5.19 中 下 式 是 TsfG,) 的 两 个 哈密 上 顿 回路 政和 
HB; 
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Hn enent56;;6ss6;s (5.83 ap 

2 (5.83 b) 

BLEED AOR. EFTTA Pe A. 26 T 2708 

i, At ABH TAG.) 中 节点 i 相对 应 的 有 向 树 ， 下面 的 引 理 
He ARR w. 

SE 5.8. AY. RAMS AW APT Ab, 
IEA ASHE ABA De QU 83 1 EMRA. 

定理 5.35. 对 于 一 个 至 少 含有 三 个 有 向 所 t, ME a 
有 向 图 Go HARRA T, (Ga 的 任何 边 都 可 以 构成 为 哈密 顿 回路 
的 一 部 分 。 

证 明 。 我 们 仅 对 G, 是 非 环 的 情况 在 G, 的 边 歼 上 用 归 58 ü 3E 
行 证 明 ， 对 另 一 情 次 的 证 明 是 类 晶 的 。 

假定 GRA, TAR, RG ATER, EMR 
的 ,假定 对 于 任何 其 在 (KD A R eb rey Ge, al 
ior. 必须 证 有 明 ， 如 果 G4 Ri K Ri. PRU. 

设 G, 是 从 G, 中 通过 移 去 近 ex, 所 得 的 有 向 图 ，G: 是 从 G. 中 
通过 等 司 点 和 所 得 的 有 疝 图 。 设 Ga 中 的 组 合 点 用 nn 来 表 
显然 ，T.(G M T.G) 是 T,(G.} 的 两 个 节点 不 相 搂 的 后 部 子 图 。 
它们 合 在 一 起 包 食 TGR, EEA, 从 图 的 理论 观点 
X. T, (Gik TGO US ER. IHE T.(G2) 的 节点 并 不 表示 
G, 的 有 向 树 u SE, AUR 多 是 G, 中 对 应 于 T.C.) Bg fs jm. 
的 G, FAT. 现在 利用 下 面 的 引 理 来 完成 定理 前 证 明 。 为 了 加 
免 引 起 的 混 活 和 简化 符号 ， 企 有 向 树 图 中 ， 用 E 来 表示 连接 在 节 
点 i 和 3 之 问 的 无 向 边 。 

引 理 5.9. 如 果 T.(GORIT.(GO b & Ar UA, WA 
TE T. (G,) Sd ARE. Bi e UG ET. (GOM, rg j ETLOG) rf), 
在 T.(G dfe RE PT haku RE v, XX ud TAG), Riv eT. 
(Gat, ERARAS i, j, u Avfo En, E. P En ME TCG) 
中 。 


H; enessesitasts 


Ang + 


WW, EF T.(GOSEP N OG. 根据 引 理 5.8， 则 在 
G, 中 存在 一 个 tss HEPA ts, 中 通过 初等 有 疝 权 变换 来 得 到 。 设 
Co 是 在 UL 中 得 不 在 ta ro P AG. mie, RO tha H GU YE the 
PER. BAR GK, ERE G. rh, ti- oth, fü ti=e,,Uti E 

BPE, Æ T(G) 的 一 条 边 ， 从 而 所 和 电 EEDA Bg 
BORBURU. MER, e, 是 在 总 中 也 不 在 全 AyD, AT ez, dE 
dE PEE U pii, MAT PSSM. 

cese — Ea ra 
得 到 前 子 图 二 是 G, HARP, WEE t Pt pA u 80 6 2S 9) 
APNUPDPEBORYSR. Hib Es. En. Ban E; E (GS WH 
引 理 证 毕 。 

引 理 5.10: WÈ T, (GO MTG) £p S= 3. NET. 
{Gs) 具 有 定理 中 所 述 的 性 质 。 

证 明 ， 由 于 G; 和 G, 其 有 的 边 少 于 Gs。， 利 用 归纳 假设 ,T,(G,) 
(9 二 1，2) 揭 任何 边 可 以 成 为 TtG,) 的 哈 帝 额 问 路 的 组 成 部 分 ， 下 
面 分 三 种 情况 来 考虑 : 

HL BEG TAG, mij tE TAG OE T. (Go ky 
RA, HET BES.9, eT GEM Ru Lv Eu 
{E TG) m, TY TE TOO, PEE, ES ESAE T.(G.) 
中 。 如 果 H MH 2r 9e T (GONT, (Ge) PAA En 和 Ei- 的 
SRR, MTA M-E Ej HB, M En HERD Ta 
(GIF BES GA E, 的 T(G OA AME. 

fir. VE. 是 T.(Gz) AR, HR te UU, ANS 
txts, AF T.(G,) UR ib i EHE RI 5.8 ETG) 
"dede d a t WLP t. 用 初等 有 向 择 变 换 来 联系 。 FE, 
Eu PE ae 之 外 另存 一 条 迪 Oey, HE 

= th Uers — Eka 
Zeb, dm eu Efe ti ANE hi wR, Wet Ht e. 是 


the 


iat 


FE REEL 中 的 边 ， 那 么 

B= Jern er 
REG. rh ÉS r ht, Bb, AM AR, uns eu, DE 
KR t. fn te sp LES BPR BOR BOR, RUBE i N 1 
RSE, AMT a LA BR, 

情况 3. E. 是 T,(G.) 的 一 条 过， 这 种 情况 的 证 明 与 情况 2 
的 证 明 先 金 相同 ， 因 此 这 里 从 略 。 

引 理 5.11， 如 果 了 .(Gw) 恰 好 含有 两 个 节点 ,以 及 如 果 T. (32) 
xXéS-44 5 XdUR T QGOSd WT EE. m TG) 至 
DREHER, WM TGFA RER RER. 

RASER FTG 5.10 的 主 明 ， 因 此 这 里 从 上 略 。 

引 理 5.12， 如 果 T(G) ATGA EAN, MT. 
(Gj 具有 定理 中 所 述 的 性 质 ， 

证 明 ， 由 于 在 T,(Gw) 中 至 少 存 在 一 条 过 EC de T.C Mb s m 

j 在 TGs} 中 )， 网 引 纤 可 以 直接 根据 引 理 5.9 得 出 ， 

引 理 8.13, METE TG BERE TG) 仅 含 有 一 个 节点 , 那 
么 T,(Gs) 具 有 定理 中 所 述 的 性 质 。 

这 个 引 理 的 证 明 这 果 输 去 ， 贸 作 练 习 ( 习 题 5.45)。 

由 于 T,(G4) 分 解 为 TAG,) 和 T,(G:)， 只 可 能 是 以 上 类 型 中 的 
一 种 ， 这 样 定理 证 毕 。 

推论 5.13. É G, 是 至 少 含有 两 个 有 向 椅 的 非 环 或 对 . 称 有 
向 图 ， 则 Ge 的 在 商科 t. 可 以 如 下 排列 序 次 \ 行 )， 其 中 任意 两 个 相 
SA GRAD AVS AER, TE. MoFA AP Bea 
系 的 任何 两 个 有 向 本 r, TEAREN p| AE SECOS, 

我 们 将 序列 中 第 一 个 和 最 后 一 个 元 素 也 看 成 相继 元 素 。 显 然 ， 
任 苛 矩阵 的 天 子 阵 贝 可 以 用 类 似 的 方法 来 捧 列 (习题 5.67) 。 

由 于 { 无 向 ) 图 可 引用 一 对 方向 相反 的 有 催 边 来 着 换 千 全 无 向 边 
TERR ee A, 反之 亦 然 ， 间 由 于 如 在 推论 4.11 中 所 指出 
的 那样 ， 在 图 的 权 和 其 侍 随 对 称 有 高 图 的 有 商 树 之 间 存 在 一 一 对 应 


EZ 


A MJELAIETFRR EEST MER Li. Ab, AEP 
TA ADEHSEH. BARE a bE i ERE 变换 米 联 
R. RRA FSA. 

推论 5.14. 至 少 含有 三 个 节点 欧 树 图 的 在 何 边 可 以 成 为 哈密 
顿 回路 的 一 部 分 。 

类 似 地 ， 可 以 指 册 二。 的 有 向 PR 2 HERE ECCLE 5.48)。 
因此 ， 生 成 图 的 树 集 SACRA, REER E H 
pi, KAMAEL[1967 a] 以 及 KISHI 和 KAJITANI[19681 已 经 证 明 
在 桥 图 的 全 部 子 赂 中 怎样 来 生成 哈密 顿 加 路， 然后 组 合 这 些 局 部 洽 
密 频 回路 来 生 或 碘 图 的 哈密 顿 回 路 ， SPATE, A 向 2- 树 
或 者 2- 树 问 样 适用 。 

作为 说 明 ， 图 5.19 HARRA TAGO BP Ar A CS 830 HT 
RAP SUA, BER 5.19 G, ARE t HIE, H # H; 的 
对 应 序列 分 别 由 下 式 给 山 : 


bef—efc—dec—aeçc—abe—dbe—, 


和 
bef 一 efc acc—dec—dbe—abe~, 
AFTO PERUR EA FI haba F H, 中， 则 T, G.) RS 
任 低 边 可 以 构成 为 哈密 顿 回路 前 组 成 剖 分 类似 地 ， Gu 的 有 加 2- 
bit. 的 集合 由 下 趟 给 出 : 
Tas={ab, ac, db, de, fb, fe}, 
其 元 素 至 少 可 以 分 别 用 下 列 两 种 方法 排列 : 
ab 一 ac 一 Te 一 de 一 db 一 fb 一 ， 
.和 
ab—db—fb—fe—dc—ac—, 


8 3. 有 向 树 和 有 向 尤 拉 路 
在 这 一 节 中 ， 净 讨论 有 向 友和 有 向 万 拉 路 之 间 的 一 些 基本 关系 


* 425. 


和 有 问 图 类 的 龙 拉 路 的 数目 。 KERRAEN VAN AARD- 
ENNE-EHRENFEST st BRUIJNL1951] 指 出 的 。 


定义 5.14. 尤 拉 路 。 


含有 图 或 守 向 图 的 所 有 边 的 闭 边 列 称 为 图 或 有 向 图 的 尤 斑 路 。 

定理 5.36. 连通 图 是 一 个 尤 控 路 ， 当 且 仅 当 共 每 个 节点 的 诬 
FEIN. 

WEST. BEERS. REAR FARERI 
f. WG ER BOR PE KUR » AG PER ie i 开始 一 
个 闲 边 下 ， 并 及 可 能 总 是 通过 新 的 边 继续 下 去 。 由 于 与 每 个 节点 交 
苔 的 边 数 都 是 偶数 ， 出 这 今 过 程 只 可 能 通过 区 到 i 来 结束 。 如 果 
G-E=0' PERE, WA O 的 每 个 节点 的 度 也 是 刁 数 .由 于 G 是 
连通 的 ， 则 在 己 中 必定 有 某 个 节点 j EG. DEEG h, MIF 
即 可 以 构成 只 含有 G” LARED E, mE- E 必定 通过 
GR j 来 结束 。 但 EE 和 E’ 可 以 组 合 形成 一 新 前 团 按 列 B"。 fuf 
G-E" 不 是 空 集 ， 则 这 个 过 程 可 以 重复 进行 下 去 。 因此 最 终 会 产生 
GHAR, EXHI. 

推论 8.15. EPRE- DOE SUR NEMS EER 
fe. 

Jit 5.18, 和 连通 在 向 图 站 一 个 尤 拉 政 ， SAREE HA 
ffs A REIR HE APER RI 

在 图 5.20 H, Poe RICE I 
每 个 节点 的 度 都 为 43; 则 此 图 具有 一 个 
尤 拉 路 。 利 用 定理 5.36 du EDI BOR 
HOARE, 产生 何 路 序列 ， aed, gaf, 
.ijcb。 因 此 ， 子 图 edafhijcpg 是 完全 
五 边 形 的 尤 拉 路 。 

HF s BEES ELS S LEGE 
(AB. WALA HER. Esn 5- 节 去 的 党 全 国 


D 


td 


推论 5.5. GGAER SSE 2 KCC 1419 B HUGE. 
WBA G EU IOS K 个 边 不 相 接 的 开 边 列 的 并 ，K 是 任何 分 解 中 这 
PAAR Rb Be 

EA: Bak ap RR a HE A AOT 35 A 9 e 
Se, MEERN eB PAE K KAIF, WT RBC RRA 
k Sea HR, GREE GN in K ON Hus TE, 
每 个 也 都 连接 一 对 奇 度 的 用 异 节 虚 :那么 良 据 定 理 5.36， 双 ' SUR 
RERE. STAM E BA, E 分 解 为 KK 个 开 边 列 。 定理 
证 毕 。 


定义 8.15. ARES, 


在 有 向 轿 中 的 龙 拉 路 被 称 为 是 有 向 尤 垃 路 ， 只 要 在 万 拉 路 中 对 
每 对 息 继 的 边 {i，j 和 人 Cu，v)， 厅 不 是 j=0 就 十 ivY。 

按照 定义 1.31， 设 d* G) 和 d-(i RR GER i EMA 
E. RUPEES 5.36 THEE TRE AA TERNAR 
Aii eye EE COL 5.47), 

XE 5.97, ERARA RLE, 当 且 仅 当 对 所 有 + 来 
Wo Aati-d-G), 

推论 5.18, ATED, 总 有 可 能 移 成 一 个 闲 边 列 ， E 
通过 色 条 这 来 同 各 一 次 且 仅 仅 一 次 。 

É Gs 是 具有 性质 对 于 所 有 的 i RAE d =G) 的 有 向 
PA, ARRAREN, ujt E G, 的 一 条 任意 有 向 龙 拉 路 Ea. 
现在 从 边 (n，n) 开 始 ， 并 沿 Es By, G 的 每 个 节点 会 经 过 (XK) 
Bd OO. Bea KH d'OO Sa. 离开 节点 K io SR BS 
为 节点 KK 的 最 终 射 出 边 。 

定理 5.98. UG, 是 连通 有 癌 图 ， 其 中 对 所 有 的 ij 来 说 都 有 
at(=d-(), MAK (K=2, 2, +++, n- 189558 AS 
形成 的 子 图 是 G, 的 有 向 树 1,。 

IER: 设 引 是 出 节点 的 最 终 射 刘 边 集 形成 的 子 图 ， 设 E, 是 有 


DU 


向 尤 拉 路 ， 按 照 Bi PMT. WAR Ga URGA es cs 

+O, É 中 边 (n， 册 标号 为 。 和 如 果 6; 和 都 是 G, 中 的 最 终 
Bib, S4€ G, 中 的 顺序 是 c, 接 在 总 之 后 ， 则 i<j， 这 是 由 于 
a 和 上 必定 县 有 有 相同 的 超 始 闻 点 ， 芽 由 于 在 所 有 以 这 点 为 起 势 节 
AMP, eft JARED AR MAS RRR, DUE. £ + 
CISÉBOHIEBDHUQENE. ARR, MSs 中 有 向 加 
HA o ESKAERAK., CMR PAM, Rig 
RE n— t dl, ARRE an DREK 0 CUR. Rea Tr UH 
EWA EREE, 

定理 5.39. VEG. ROO AE. ARRA i 来 说 ; 部 有 
a*'(j-d-G), MSF EAN, uy, DARE ASIE t. Ua 
田地 存在 


Tv (5.84) 


PAGAL, FOR UE Eon t ded, XX B d =d C= 
dTi), 

HEDI AG WEE. AASIAA RS. 标号 时 
CUTAR: EPAL $e, n PA K(K<n), fE t. th 
Mb ERATE S. BILAN. DSEILERBOS Fel c S 25 A 


APR. 80 BER. SA, wr ARB Has. 
VeATIEHEDUE — POE PIR Ph SA 


4G. Phe JRA BEDR. ER 
akh, Bh 的 选择 总 是 挑 一 
号 玉 为 最 低 的 那 一 条 这 。 由 于 假定 Gs RRS, 这 过 程 只 能 由 加 
到 节点 ?来 终止 . 现在 必须 说 明 ， 这 过 经 过 G fS ETE D, 
BE, WG, DEDERE. NDS Oh G. 岂 不 
Pee. HAA DU, De, Mm 
最 图 射出 边 (x，y) 不 可 能 被 经 过 . 等 等 。 由 于 在 t. 中 存在 - RM 


E 


起 LR 


Kiaan pE- AARE MA CERERA n, MANZ 
现 ， 存 在 一 条 从 nn 的 射 则 边 没有 被 经 过 ， 这 与 候 设 尽 可 能 继续 这 个 
HEAT, HIE. 

在 这 定理 中 认为 两 条 仅 是 起 始点 不 同 的 有 向 尤 注 路 是 等 辣 的 ， 
很 据 定 弄 5,38 和 5,39， 得 到 下 面 有 及 的 全 等 式 (如题 5.69) 。 

定理 8.40. WG BET, ROTA IR, BAP 
d'()-d-(O, AE NGON N E) 分 别 表示 G, tiri tx 和 有 
HAE E HWRE, MOAT K -1, 2, eo, n, HELP RAR: 


N(E,)- neo ffa -1) (5.85) 


定理 表明 ，G Notre Ti 
与 参考 节 选择 无 英 ， 这 已 在 扒 
论 4.6 rdiet. 

ËJ 8.15. Sb an 5.21 Bra: 
Rods] G dy d'CO-dD- 
a=. 2, 3, 4), 3X doe d, — 
LEAH da=d1 2, HMXHES.87. 
# G, EE TT a XK BA JR d 
nA 拉 栈 给 则 为 abcdfe。 其 
5.39 AFA: 


次 ， 没 
[IFacora-Dia-irG— Dient i 


HA eA, RRA UL u pg E cs u ibj. GE B= 
cdfeab。 实 际 上 ， 这 数 日 在 G, rj 4j t, 的 选择 无 闫 ,由 二 G, h DUE 
BIDH apt abe 和 bde, MRE .49， 在 G, 中 仅 有 两 条 有 向 
万 拉 路 ， 它 们 是 fedeab 和 [eabcd, iii. JR REAM TRL, 
RERUN EE RRA BAA, BEAT Aria, 4 
PER 120257888. WG ARP ipi abf 和 5df， 对 应 的 
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有 向 尤 拉 路 是 edcabf 和 cabcdf， "ELT S WT A Uf je c 
局。 

”作为 另 一 个 例子 ,考虑 5- 节 点 的 完全 有 向 图 Go 根据 推论 4.8, 
有 135 个 有 疝 树 -由 于 处 个 蔬 的 度 为 4， 很 据 定 理 5.40 有 

N(E,)= 125(31)5 一 972000 

所 以 在 G, thi 972000 条 有 向 尤 党 路。 次 当 之 ， 在 如 图 5.20 Hox 
舶 完全 五 边 形 图 中 有 972009 个 闭 边 列 ， 革 中 每 个 闲 边 列 对 完 金 五 
边 形 图 移 丝 条 边 在 每 个 方向 上 ， 都 通过 - -次 且 仅 一 次 。 : 
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AR MIELEC TRAE ELBA AA n ho Bt 
结构 怎样 可 以 用 一 排 n 一 2 REA, 这样 、 从 这 种 揽 述 中 可 
VAM MERE, 我 们 给 出 了 这 种 类 型 的 两 种 代码 ， 也 研究 了 把 树 分 解 
为 最 小 数 是 的 地 不 棚 接 路 从 和 活宝 这 本 分 解 的 数目 。 

在 线性 系统 的 拓 掉 分 析 中 ， 丫 题 最 终归 结 为 在 伴随 图 中 列 出 树 
焦 或 有 向 树 集 。 四 此 ， 利 用 二 插 公 式 作为 工具 ， 使 用 计算 机 来 分 析 

杂 线 性 系统 的 效率 主要 取 诀 于 生成 而 或 有 向 和 树 的 效率 。 监 于 这 原 
因 , 用 大 部 分 章节 来 研究 图 的 生成 查 的 效率 。 吉 凡 种 方法 可 以 利用 ， 
根据 方法 的 性 质 ， 提 出 下 列 四 种 公式 ， 双 ang- 代 数 公式 ， 分 块 、 Mi 
阵 公 式 和 初等 变换 。 对 于 一 个 复 染 图 来 说 , 以 Wang- 代 数 公式 为 站 
础 的 方法 并 不 是 非常 有 效 的 ， 因 为 产 扑 大 时 的 元 余 项 。 除 了 减 慢 生 
成 树 的 过 程 之 外 ， 这 种 情况 也 限制 了 能 用 计算 机 来 分 析 的 图 的 规 
复 ， 因 为 在 计算 机 贮存 器 中 要 保留 已 生成 的 毁 集 ， 并 可 能 产生 重 揽 
项 检验 每 一 个 新 树 ， 但 这 个 公式 很 卢 然 地 导致 产生 通过 分 块 而 避免 
出 现 重 复 项 的 方法 ， 分 块 的 优点 是 角 显 的 。 不 仅 树 的 数 十 大 为 减 
少 ， 而 且 对 于 每 次 计算 ， 它 们 是 要 求 较 少 计算 的 " 较 小 " 树 。 在 谋 多 
息 用 中 ， 其 实 不 涉及 到 树 集 ， 而 是 树 乘 积 之 和 ， 这 种 情况 使 这 一 方 
法 更 加 有 有 意义。 但 是 ， 在 分 块 中 ， 钥 定 分 片 图 中 的 树 和 多 一 峙 丰 要 
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SBN, SPIER, JE BARRA STE RR BE niit ls 
PEERS FRA MILA TAR UE DERE EAE A, J 
TX EOS TELA BUPA Ae Dh, aE A SS 
EO, EABE AUR EBRD tele PAE, 

HUS. LMG Y Ai Dh) sa imi tfe s ARAFE 
EEE SS 2077 a BEA (LEZ RACES MORE GUN, bj T E 
这 些 图 中 计算 有 向 尤 拉 路 数 日 的 公式 。 


2 = 


5.1 证 明宗 理 5.1。 
5.2 W dG)EBHGcuhkim, uu 


Pdu) - 27] =20m—c), (5.86) 


5.3 DYSARARHRALR, MEARS), 

5.4 证 明和 如 果 一 个 整数 在 代码 eo 中 出 现在 次 ， 则 太 树 中 其 对 应 
PAMEAKTI, ES Ko, 

5.5 HARG DURES, ARA n eR PAR E d 8 
XB n, 

5.5 给 定式 (5.9) 的 代码 留 *， 按 以 下 次 序 求 (1) PAB, (2) 路 
BRA, (3) 小 坚 结 构 和 (和 树 的 结构 。 

5.7 证 明度 式 (5.8) ORES FEAR E hb 3 165 
HA. 

5.8 CRASS HMR ARH, ALAS 12) F, E 

5.9 ATHRHEHRS, DMMGRMPLULEAGE-& 

ARAL Oe PREM AAA RA 

HARARE PALM, AEDE RICD MRI 0 PEG e A 

a, 


(dme 


"m 


= 


10 


d 


.12 


3 


BEI 


.15 
16 


17 


.18 


-18 
.26 


.2k 


BGTGCSAMAHUGESEBT, —3SE Xd OER E 
大 于 图 前 秩 或 零度 。 

如 果 在 连通 图 台中 两 节点 的 距离 定义 为 连接 这 两 点 之 间 最 地 
路 树 的 长 度 ， 证 明 对 干 某 个 国定 节 启 区 来 说 ， 在 G 中 丰产 一 
个 树 ， 使 得 在 上 中 从 玫 到 任 一 节点 的 距离 和 在 台中 从 开 到 同 
一 节点 的 距离 相同 。( 和 参见 定义 1.23) 

对 于 图 G.20 5. 求 当 具 有 害 理 5.12 的 证 明 中 世 规 定 的 性 
RUD RAE, 

证 明 在 式 (5.16) 和 (5.17) 中 所 定义 的 运算 是 可 钻 合 的 和 可 交 
RY, ARDS eucqueu HUGE GRBUL TE 
RATHAGHREARSLGT RN TARS GS, AER? 
WL, MR-PRERESA, REM MARK dex, 
证 局 推 论 5-4 和 5.5。 

RtREGH-+H, 区 是 G4 中 片 的 数目 。 证 明 在 G 中 村 
应 一 与 t+ 的 距离 为 n-k HH, URES * 43 5 tss y 
均 不 大 于 nk, 

证 明 推 论 5,6 和 5.7。 

dpdeX —E EG ÉEGEd ORR GA m<4 fe C=1, R 
m&r, H 

证 明定 理 5.14。 

SARSAGHARTAL* MESH HR EYAL, RLF 
RAGH LIA, WRETEPH THER É UE x 
KR) Lt AGH WR nl3 和 mel, 则 在 实数 域 上 
Gi X E A ó nda Tik 2 EF HM, 当 且 仅 当 这 
一 子 矩阵 的 列 对 点 于 一 个 奇 广发 回路 LA Gib. BE, 2H 
入, 由 ] 和 0 组 成 。 此 和 外， 证 明子 经 阵 将 行列 起 等 于 二 2 q， 
dE QUE L* P 66 0 3k: (CHENL[1970 c. 

在 习题 5,20 F, 证 明 在 实数 城中 ， TjW X 3 AFE, 


E 


or on 
t 
p 


& oc mcm 
to 
Ë 


5.39 
5.84 


3 Rd 3 ik -FAEB 462] T GUI LORL He, UA 
其 值 等 于 23 (CHENT1970 c]) 。 

证 明 对 于 给 定 的 加 如， AG 中 药 树 和 和 补 树 分 别 与 后 的 多 
圭 长 D 和 多 科 姐 ED 处于 一 一 对 应 关系 ， 这 里 工 是 后 的 节 志 
全 的 子 集 ， 而 G(D 是 和 4 中 所 定义 的 。 

在 习题 5.22 F, (LOOx-1,. 2, om) Gy 65 — a 38 
HRS DHA WPA Bay HRS, EL m X G(1) é 
EL, UNPRGNAREH, MGHR, de 
SABA, BAGH, 

TU) <H(L) @H(L,)@---@H (La). (5.87) 
BAM 5.22, HEC} (x=1, 2, r) A GOD MRS 
WARS APR COUR, LAPRGDALHEY, 
NG S, Qed EPI, HERS, 

T(I) = H(C,)}@H(C,)@---@HCC,,). (5.88) 


BÉ A (5.87) (5.88) | 4ESEHLER 


络 出 一 个 例子 ， 证 明 由 于 重复 西 产 生 的 完 作 项 数 是 是 式 
(5.23) P FABRA RAY, 

AA(5.30) (5.31), EH AM 5.26, Hee -AIAR 
ERDAS A 

AES, Pee, ERA (5.32) 生成 集合 C13 
3), 

推广 定理 5.21 8] G' RG" 是 非 连通 的 情况 。 

证 明 引 理 5.1。 

证 明定 理 5.16。 

PREF RUACACHE-HAYR-OBN, KAM 
min(5, rj, MUAGHAP BA MME HIER, (BARON 
and IMRICH[1968]), 

证 明定 理 5.29。 

证 明 引 理 5,6。 
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mom 


035 


36 


.87 


.88 


.39 
.40 


.41 
742 
43 


44 


.45 
.46 


.47 
.48 


RA 是 从 有 向 图 G 的 全 关联 给 降 A, P, KR og 
IAI, PATCH AT, L)Xdb4 RO, NOR 
MST, 中 的 节点 和 对 应 于 AT, 1.) P 65 5] 45 22 P R A s 
子 图 ， 它 的 每 个 节点 的 出 度 均 为 1CASH[1959]), 

HRA p ATRASA A $ A, P, EM ORAI 
TES HEA, E 32) 305.84 du 5.35 的 对 偶 结 论 。 

dE4& DAL 5.35 和 5.36， 证 明 相 对 应 的 子 和 矩阵 AIQL, Y) 和 
Al, J 了 ) 都 是 非 寺 异 的 ， 当 且 仅 当 对 应 于 这 子 起 阵 的 列 的 
这 形成 回路 或 回路 节点 不 相 接 并 (ASH[1959])。 

证 明定 理 5.31, 

证 明 引 理 5.7。 

定义 一 初等 补 树 变 的， 然后 证 明 连 通 图 蝇 的 每 个 补 树 可 以 从 
任何 另 一 个 补 树 ， 通 过 有 限 次 的 初等 补 树 变 措 得 出 。( 提 示 ， 
根据 式 5.71)。 

对 于 2- 树 和 有 向 2- 树 ， 重 复习 题 5.40。 

证 明 引 理 5.8, 

设 t=81，ezr'*es 是 一 个 树 , 证 明 1 的 边 总 是 可 以 如 下 标号 ， 
JÈ eese, 2, n, rf 一 1) 都 是 的 连通 子 图 。 

设 G7 是 从 给 定 有 向 图 Gs 中 ,通过 用 具有 相同 方向 的 区 条 并 
RUB G4 的 每 条 边 所 得 的 有 向 图 。 这 里 区 是 一 正 整数 。 

BUG 中 以 卫 为 参考 节点 的 有 向 Wt 的 数目 等 子 Ge 的 有 
向 树 ts RAR K, 

证 明 引 理 5.11 fe 5.13. 

对 子 有 向 图 的 有 向 2- 树 tj， 定义 有 向 2- 村 图， 证 明 在 至 少 
含有 三 个 树 t 的 任何 一 无 图 有 向 图 的 有 向 IHEP, FA 
—Hamilton 回路 。 

证 明定 理 5.37。 


,证明 图 是 一 个 开 边 列 ， 当 且 仪 当 它 是 连通 的 且 恰 好 有 两 个 节 


RRA PIR, 


+435 « 


5.49 AGH-+ERFR AL) RABGHS K-A, Š RA 
3 AOL) RA EA 06 KAA, XA Ade (s ds ci 
这 } 中 的 节点 在 不 同 片 中 出 现 ， 而 且 如 果 还 有 其 它 片 存在 , 天 
它们 的 零度 为 1。 扣 果 以 (fx) A4 Ko. RHSTEBAL 
APA PUE IISEGEK EVER, M CHOSE ER 
BCA), FADARE EA, PRS AT 中 整数 的 行 而 
APOE, EE, ARKH 0 R UBER. 证 明 在 
实数 域 上 阶 为 n- 区 HS FHA), REF HH, ARS 
dk ed Ap k OP $r X Ks) 6 38, RA 
其 行列 式 值 等 于 十 2， REIES FUL) 中 的 回路 数 
(CHEN[1970 cJ), 
5.50 在 习题 5.49 中 ， 证 明子 息 阵 的 恒 式 为 非 零 ， SH BRT 
sek dd ap TOP LKB My) 的 边 。 VUROU ST 
2 (CHEN[1970 cJ). 
5.51 iA G, MARTA) SOR G, PRA o s 
oy ix AF36 ROS LAKH, 5 B 43534 Ë 
OPERA L PHS HA KA da= LC EE LES 
L pake x, # dt(x)=0, RS =i dai hk). 
(A). RAAT PME ET Ie 中 整数 的 行 面 得 的 TH 
TE. TR, (AD, 的 竹 一 D- 区 阶 方 子 阵 是 非 夺 异 的 ， FD 
435 k 3608 A TGP PLA K-i Ze. 
这 里 At 是 习题 5.85 中 所 定义 的 {CHEN[1970 c]) 。 
5.52 #—+B G, RERGH-TPAR, CRGH kin, X 
AT: 
Gg/0e — gCDe chep 
=¢ eT EET (5.89 a) 
AX S ZH d — E, URS ees ee, 定义 如 下 : 
0S,/0g —08; e POS; /dexD---GIS./dex, (8.89 b) 
AF 


| Bee 


or 


.58 


„54 


,55 


.58 


57 


38./0e- (08/00, SK Sy T, 以 及 Ee 在 S 中 } (5.890) 
应 用 这 些 定义 ， 证 明 如 果 Goes, A] 
O{G} /0e,0g.---der—{[GDe,; ge AWP},  (5.90a) 
AF Bi, E 65 Pu e S I, 
FG} /dg,0g, —Ó(01G) /Og.) jog, (5.90 b) 
对 于 一 般 情况 有 类 似 定义 ， & 
W=H(g) OH(g)®…. HE), (5,90 c) 
ERA (S.90), i538 05,28) e (5.80) 4, T Vt e TET B 
ET 
T: 2* (GM /OL,OL,- - -0L,, (5.012) 
T (6)/0C,80C,---8C,, (5.91b) 
GET HFA(S.9La), AAA (5.28), AFA (5.915), 
EE A (5.30) (CHEN and MARKT[1969]) 
AF AX (5.91), a STR AA C5.38)9 (5,40) 4, T URGE X 
Te OT! xT” 
APL, JPOP ls, JP ) OCP UP ” 
(5.92) 


T- ree Sent aa (5.926) 
(CHEN and MARK[19691) 
证 明 如 果 Ca 一 elez co HAG HPA i te J 326 N£, 
AUR YGORGI 2B. DRS, K+ 2- 树 不 含 
Awe(q=l, 2, c, K), M GA OE F AUI B, 

T=Z(e EZD --ZGAJB, (5.93) 

K Z(e)=le) xY(8), 
应 用 或 (5.91) 和 [5,92) 中 给 出 的 公式， 生成 如 再 5.14 和 
5.16 Apa Heh hte Aba ab ES 
HPC) ={E, En o, EJARBOG pia $ WH 6 — TAM 
4. R G(B)(Gx=1,2, q) A G P EXC EH ERA 


MBPS 


BE, 中 的 边 所 得 的 图 。 证 明 如 果 T. 表示 G(E,) 的 树 集 ， 则 
G 的 树 业 由 下 式 给 出 ; 


T=T,@T;@ OT (5.94) 


式 (5.94) 的 对 偶 结 论 是 什么 ? GR, BAA (8.30), RA 
下 列 事实 ， 盘 接 社 的 一 条 树 支 ， 由 这 树 的 其 它 竺 支 疡 限定 的 
{- 3] ATR S) (BERGER and NATHAN[1968]), 
考虑 一 本 节点 完备 图 G。， 对 其 每 条 边 赋 以 一 个 称 为 长 度 的 
非 抽 权 ， 树 长 定义 为 树 支 长 度 之 和 。 为 了 简便 起 见 ， 假 定 不 
存在 同样 长 度 的 GG。 树 ， 证 明 回 路 的 最 长 边 决 不 属于 最 短 树 ， 
以 及 除了 爱 短 树 之 处， 每 个 树 至 多 只 有 一 条 树 支 不 包含 在 较 
组 树 的 并 之 内 。 GET: HM ao FR HR) (DIJKSTRA 
[1960]) 。 
利用 习题 5,58 b 4$ 5065545, xp IgE Ge LA BE IB TA 
X. 
在 习题 5.58 P, d G。 的 所 有 树 以 长 度 增 长 的 次 序 排 列 ， 即 
tn，ft，tz，，…， 如 果 最 短 树 加 的 9 条 衬 支 含 手 树 tk 由， 证 
明 标 号 开 必 定 满足 不 等 式 : k223—1(DUKSTRA[1960]), 
证 明 图 的 每 一 个 划 集 至 少 含有 区 条 边 ， 当 且 仅 当 任 一 树 的 
1-1 条 边 的 每 一 个 集合 至 少 处 于 区 个 不 同 树 中 。 
对 树 的 每 一 条 树 支 贼 以 一 个 正 数 。t 的 两 个 节点 i 和 j 之 
间距 离 diu LAR € 66 36.8. i e j 之 问 叭 一 路 径 中 的 树 支 权 
之 和 。( 只 要 略 作 修改 ， 这 里 前 定义 似 比 习题 5.11 中 给 出 的 
更 一般 些 ) 。 以 di ARK BEE D(d RA ORA t 的 距离 
答 阵 。 证 明 对 手 一 给 定 的 全 xB 阶 非 负 对 称 矩 阵 D 是 树 的 距 
离 奶 阵 的 必 有 要 和 充分 条 件 是 对 于 所 有 ji， 有 有 di 0 以 及 对 于 
所 有 i, jj 入， 有 

didi + dx, (5.95) 
(HAKIMI and YAU[1964]) 


1488 


在 习题 5,62 F, deX 21, 23 D ZT 230, SARS 
其 每 个 4x 4H S54 TFB AH (PEREIRA 1969), 
AM 3285.11 中 给 出 前 结论 ， 禄 广 习 题 5.62 和 5.63 Et 
TR. 
对 于 一 个 给 定 的 有 向 图 Gu， RyRKIALKA AGRE 
Haw, ALE) 表示 在 G pn 3 oed asd ed. 
CH LEBODUu-ES REE ŽUTA., ATE) 表示 
所 有 G.S SE LOU A 2. 证 明 如 果 t= nece d) 
笠 支 标号 使 得 每 个 子 图 eee I, 2, c, r) RRE 
通 的 ， 以 及 E, See ea P <i <. <i, W 
T,(E)= (u: t (On Ue, t; E TIE Ov, 

e€ & Qu (eO EC IPs eu ALM Ps 

以 及 exe, (5.98) 


x 

T, (EVINT(Bre) =S, (5.97) 
SERSE 和 Es 是 1; 的 KARANTA, xE, 表示 
th EQ45 23b, fle) AROMAS e, 有 相同 起 始 节点 的 
ink Ga >, KAP, a=1, 2, es, r, GER. 
JURE 5.34) (PAUL[1987]). 
iki BL G AERE T=] 定义 为 其 列 对 应 于 所 的 边 cl， 而 
AH AT Gb t HER, Re At P, Mty=1, F 
A, ty 0, EAR T* 是 在 工 中 添加 一 第 (b 一 1) 列 ,其 元 
KAA, MPM, MT SAL D-P+1, HBR 
当 台 含有 卫 个 分 离 于 图 (HARKIMI[1961]) 。 
设 焉 是 至 少 含有 两 个 大 于 降 的 起 阵 。 证 明了 下 前 大 子 阵 可 以 
排列 成 序 { 行 )。 在 序列 中 的 两 个 相继 元 素 河 仅 有 一 个 列 不 相 
月 (KAMAEr[1972]) 。 
证 明 集 会 久 的 所 有 子 人 的 集合 57 在 整数 模 2 域 上 构成 一 个 
线性 失重 空间 。。 


. 439. 


eom 
u = 
oo 


Hb 2, 3, 4}, G: 
[iL 2, 3, 4}, s 


[{1, 2, 8, 4}, Q. 


证 明定 理 5. 知 。 
RAM S.A, RHC), o^ (Lye 9^ (GDM 43 Sig 
Ri ARH, te ROARS 6 Gd T BL 65 
dedaX SP k EB], POH PMP, LEW(C) 
LL) 一 般 不 构成 97 (G) dae X ZEE. (RAR Nik — b Br 
AAA32385.7 PELAGUDATPE, Ak GARE 
FER o^ CC) 和 y (L) AEH 2 域 上 是 2 (Gy 
和 前 必要 和 充分 条 件 是 图 G 含 有 一 个 奇数 的 树 或 私 桂 。 推 广 
这 个 结 诡 到 后 是 不 连通 的 情况 (CHEN[1971a])。 
刊 用 习题 5,71 的 站 论 ， WARGA HARA R, 则 
GUE FBT R-AK EHS Hy fe OBR Hae 
回路 的 并 的 环 和 。 
利用 习题 5,70 PRAMAS, eH ARB 2A b-k XC 
处 于 子 空间 22 (C)#s %(L)56 2 F, SERS CART B G 
É$ £ + 3 £ 28 M: 65 fT $= # + EJ 352: 36 BE 59 AT BARBERS 
* Wy (CHEN (197125, 
在 习题 5.70 中 ， 证 明 对 应 于 图 G 本 身 的 和 失 量 处 于 子 空间 
YC) 和 KL) bP, EnikqHibd*b o ÉXCTXUÉG 
AG ú5 1 fU DARAT da dk EL Gh 6h BO Ode (CHEN 
L1971 8]. 
设 本 ,一 们 ，%，3，4}， 证 明 下列 每 一 项 均 是 日, 的 基本 互补 
MOH, MARCA A, MEC BK £ AMARE, 


; 8; 4H) [{ 2, 3, 4}, 0, 4 2; 3H 
+4: 89 LO, 2, 8 4}, {ls 2; 3, 41 


;21 3}] EH 4; 2, 3), (L, 8; 2; 0] 


2 
2 

Hi 2, 3s 4}, (1, 3: 2; 49]. Til; 2, 3, 4), (1, 2, 3; 411 
£ 
2 


Hi 4s 2, 3}, {1, 


; 3: 4h] [D, 4 2, 3}, fis 2, 4; 8)] 


Di, 4 2, 3}, (ls 2 3, ABD EDS, 3, 4, 2h, {1; 2, 3: 4) 


UHL 3, 4; 2), {1, 2; 3; 40 
t 3; 2, 4), {1s 2. 3: 4) 
[(1, 3: 2, 4}, (1, 45 2; 3}] 
C, 2, 4; 3). {1; 2, 8; 4H 
[(1, 2, 4; 3}, (5 2; 3, 91 
IG, 2; 3, 4), {1, 3; 2; 4 


UL 2; 3, 41, {1s 2, 45 


3H. 


[ti 8, 4 2), (05 2, 
HL 3: 2, 4}, {1, 2; 
Chl, 3: 2, 4, {1; 2 
Ctl, 2, 45 3}, 03 
(0,2: 3, 4}, (1: 2 
Hb 2; 3, 4}, {1s 45 


(对 于 H;, # ÜR CHEN and GOYAL[1¢717). 
3.76 证 明 如 时 CIP (Hx), P'OH,)TA& RU 9. Mia FH tite 


一 j， 它 是 互补 的 。 


4 
3; 
3. 
2 
3; 


2: 


3H 
4H 
4 
ayy 
4H 
3H 


UE 


Ac 具有 规定 度数 的 
有 向 转交 实现 


正如 标题 所 指出 的 那样 ， 本 章 的 主要 目的 是 对 于 规定 入 密 和 出 
谋 苞 有 疝 图 移 存 在 性 ， 提 进 -- 艇 的 必要 和 充分 条 件 ， 特 别 是 把 一 组 
非 负 整 数 作为 图 的 各 点 的 度数 的 可 实现 性 条 件 。 同 时 也 研究 例如 一 
组 非 负 整数 对 为 各 种 类 型 的 有 向 图 ， 一 组 非 负 整数 的 叭 -一 可 实现 性 
以 及 加 权 有 向 图 的 存在 性 等 其 他 有 关 的 问题 。 

研究 这 些 问题 的 目的 在 于 这 样 一 种 情况 ， AT Hse BER A 
图 的 存在 性 问题 ， 与 其 有 规定 行 和 别 之 和 的 韭 负 整 数 的 方 阵 的 存在 
性 是 等同 的 。 另 一 原因 是 这 些 结果 有 着 漆 在 的 应 用 。 例 如 ， 当 给 定 
RETR. TE AMOR CH 的 蜡 构 体 中 ， 这 问题 
生效 开 列 出 所 有 的 树 ， 其 中 每 个 节点 的 度 为 1 或 4。 作为 易 一 个 例 
F, BRL NO, 为 了 求 庆 化学式 的 异 构 体 ， ARAM 
现 一 组 整数 ?3，2，2，3，3 作为 年 点 的 度 揭 爹 部 连通 图 。 对 于 有 兴 
趣 的 读者 可 以 查阅 SEÑIOR[1951 a]， 那 里 有 更 详细 的 论述 。 其 实 
正 是 这 种 有 机 化 合 物 之 问 交 异 徇 体现 象 引 起 SENIDRL1951 BIDE 
这 个 问题 。 

象 其 它 党 所 一 样 ， 这 一 章 主 要 以 一 些 公开 发 表 的 论文 中 所 涉及 
的 基本 重要 内 容 为 基础 ， 一 般 主要 来 自 CHEN[1966 e] 最 近 的 研究 
成 果 。 


8 1.《P, S)- 有 向 图 的 存在 性 和 
可 实现 性 


对 于 n- 节 点 的 有 向 图 G:， 设 CA d 分别 是 节点 i 的 出 


edm 


ERA. TGR eG), CCR i AEM, Be 
Wi. sR EGER A (a, BIG=1, 2, e, n), AST 
DASE A E (E - -个 ni RAT A, 其 节点 1 RAE, b)? 
SUA G. fete, GRR NOS HE G, b.) Re RI SONUS, 
说 有 商 图 实现 了 对 集 (ai，bi) 。 WR, IRA ARA ROCHE AE STOLE 
Shits. Har (PEPER. DRO, DAR, Ba 
PP, BAe Be AR (P, S)U RAG TT A PE, 
性 ， 提 出 一 些 必要 和 充分 条 仁 。 从 给 定 可 实现 的 洲 负 整数 对 集中 ， 
利用 有 向 二 分 图 的 概念 ， 对 构成 这 样 - -个 (P，S) -有 间 几 的 主要 定 
理 作 出 阐 易 推导 江 明 ， 并 提出 了 一 种 简单 构 成 方法 。 

在 整个 章节 中 ,{(as，b;)} 指 的 是 -~ 组 n 个 非 LEO Ca, b.) 
G=1, 2, +++, 0), WE, {a} 和 {b.} DE n Pb ee 
集 。 如 果 G. RANTA i SUE j 的 并 联 边 ， 则 任意 选择 其 中 一 
个 ， 并 用 (i， pozos. Ak, G, DER Gu 中 从 节点 i 到 节点 了 
RATP. PARAF i=j, G, D RREPA i ERE 
一 个 自 环 。 对 于 一 个 有 限 集 $, HABER a(S. RY 
i, Hel, DER G 中 从 节点 ;指向 节点 i SW E. 


定义 6.1，(P，S)- 有 向 图 。 

《P，S)- 有 向 图 是 一 个 有 疝 图 ， 其 中 对 所 有 i=j, Hel, D< 
P， 对 所 有 的 i， 有 aG, DES, RAPS 是 给 定 的 非 负 整数 。 当 
P=SH, (P. S) BABS PR. 

字母 ?和 S 分别 表示 并 
联 和 自 环 这 两 个 词 ， 在 图 
6.1 中 ,有 向 图 是 一 个 (3,2 
-有 向 图 ， 因 为 并 联 边 的 最 
大 数 是 3， 耐 自 环 的 最 大 数 
是 2， 显 然 ,对 于 任何 P 之 3 
和 8 这 2? 求 说 ， 它 也 是 一 个 图 6.1 说 明度 对 的 有 向 图 


odds + 


(P, SAA, AMA Ey PAS, 
iG, 2. (2, 3), G, 3), 0, 4), G, DP. GD 


1.1 有 向 图 和 有 疝 二 分 图 


对 于 具有 节点 集 V 的 任 一 有 向 图 Go 有 一 个 用 有 向 二 分 图 B。 
WER, HT G 的 节点 集 Y， 可 以 构成 一 个 仿 形 V'， 其 元 
HSV 的 元 素 处 于 一 一 对 应 关系 。 当 且 仅 当 在 G 站 存在 一 条 边 (i， 
j), MD5G, I) B. kb. Hehi Evh, 而 站 在 VW 中 ,各 
条 并 联 边 一 一 单独 考虑 。 换 当 之 ， 在 G4 MBH, Halt, = 
a, 六)。 有 向 图 B 就 称 为 G4 的 对 应 有 向 二 分 图 。 反之， 在 具有 
eV 二 a(V 的 有 向 二 分 图 中 。 显然 在 了 和 V 中 节点 之 间 存 在 一 
一 对 应 关系 。 如 果 将 B, 的 这 些 对 应 节点 V 和 V 等 同 起 来 ， 则 得 到 
B HALARE. BRE B 中 ， 对 在 WW 中 所 有 节点 i， 有 d (一 
0, HARE V' PRATER i AGO, Eih, GARE 
HLERILA RED BIS B, Pp V ders i HL BERI V" deg cU ay A E 
相同 。 因 此 ， 实 现 具 有 规定 田 座 和 人 度 的 有 向 图 的 上 问题， 等 效 于 求 
具有 规定 的 V ra b READ V 中 节点 人 度 的 有 向 二 分 图 的 问题 。 
在 Be 和 Ga 之 问 的 对 应 关系 ， 使 得 有 可 能 从 一 种 结果 转 到 另 一 种 结 
#, 

作为 一 个 例子 ， 考 虑 如 图 6.1 给 出 的 有 出 图 Gs， G, 的 对 应 有 
ROA B 在 图 6.2 pH, 这 里 1，2，3，4，5 ft Y, 2, 35, 
4', 5/, 分 别 是 Bs 的 YY 和 HEAR, BZ, 如 果 B 是 给 定 
的 ， 并 规定 了 对 应 节点 ， 则 其 对 应 有 向 图 G 可 以 用 唯一 而 简单 的 
方式 得 出， 它们 是 属于 同 构 的 。 可 以 注意 到 ， 选 择 不 同 的 向 点 对 应 
关系 ， 可 以 得 到 不 同 的 G。 例 加， 在 图 6.2 中 如 果 把 1，2，3，4， 
52’, 3, V, 5% 4 DRIVE VAY’ 的 对 应 节点 ， 则 如 图 
6.3 所 共 的 对 应 有 向 图 是 《2，3)- 有 向 图 ， 这 肯定 与 图 6.1 所 开 的 
AREAS. 为 了 得 到 唯一 的 关系 ， 在 下 面 假定 B. 的 所 有 节点 
以 这 样 的 方式 标号 ， 即 i 和 i 是 Bs 的 对 应 节点 。 


EE 


图 6.2 图 6.1 有 网 图 的 对 图 6.3 图 86.2 有 向 二 
应 有 向 二 分 图 分 图 的 对 应 有 向 图 


1.2 存在 性 
一 组 非 负 整数 对 成 为 n -节点 (P，S)- 有 向 图 的 节点 诬 对 的 可 实 
现 性 可 以 用 下 述 定 理 来 曾 述 ， . 
定理 6.1， 实 现 n 个 韭 负 整 数 对 集 {(a;，b;)} 为 pn- 节点 (P.,S)- 
有 向 图 的 节点 度 对 的 必要 和 充分 条 件 为 
Ya x, (6.22) 
i 


VARS Fla} ARS ER SL, 
$3 min [a a(S,)P]1+ 37 minfa; [a(S,)-1]P +S) 


ada aia 


> yl bk (6.2b) 


bese 


式 中 54 是 {a,} 中 集 S, 的 补 集 ， 而 5 EAD} S, 的 对 应 集 , 即 当 且 


EI 


PRA e 是 在 SA PE, b. fe S, h, 
证 明 ， 这 两 个 条 千 的 必要 性 是 很 容易 得 到 的 。 假 定 B, 是 具有 
”已 实现 CP. S) Fe E G, 的 具有 节点 集 VV 的 对 应 有 向 二 分 图 。 
EA, VIG RHC V 中 节点 的 入 度 之 和 。 因 比 ， 式 
《6.2a) 成 立 。 
EV, A Ve SBE V i V RIJRSET S S, 和 SS 的 对 应 节点 
集 ， 那 么 在 Bs PRATU, DOC Va, IY G V8) 的 最 大 边 数 由 
下 式 给 出 
YU min{dtli), [a( Và) —11P +S} 
AU, BB HAG, PSV. TRI € V. ECL BUR 
下 式 给 出 ， 
SimiclatG), a(;)P] 
Xx V, 表示 入 中 WV。 ihi. AH 
S'minld*(i), a(V))P]* X milat), [a(V) -17P + S) 
z Sak’), 
Kev, 
HF ati atv 00504 i, 
d-(K')—by HV 中 的 所 有 和， 
以 及 a(CV saV) MUSE (6.2 b) 可 以 从 上 述 不 等 式 中 直接 得 出 。 
这 两 个 条 什 的 充分 性 证 朋 涉 及 很 多 内 容 ， 因 而 在 下 一 下 中 给 
出 。 
现存 可 以 每 出 这 定理 的 答 蚀 形式 ， 如 果 设 P 和 S$ 可 以 任意 大 ， 
则 定理 的 第 二 个 条 件 总 是 满足 的 ; 因此 ， 有 下列 推论 : 
推论 6.1, XARA, BO? 为 -节点 有 向 图 的 节点 度 对 的 
必要 和 充分 条 件 为 


ETE 


basio (6.8) 
a 


iu 
WES, Poo. WEL HAKIMI 1965 JKE., 

推论 6.2. KURAL, bd} 22, BAR RAK 
图 的 半点 度 对 的 必要 和 充分 条 件 为 


La- Sob, (8.42) 
ii rm 
ARM jade 2. 5, n 
Yu (6.4) 


WRAL (a. bJ) TREE. P Past, 2, +, n— 
1, 


at bags bua (5.5) 
那么 当 且 仅 当 
ao (6.6) 


3G. 4 bi ORT ET AS EREMO, $0,216.13), 
ELS=P, OFS, Apie Hunde. 6.2 b) 可 以 简化 为 
minia., a(S. PJ2 >' b. (6.7) 


如 果 吕 是 有 序 的 ， 即 对 于 ist, 2, +, n—1, bieboe1, 那么 对 
Fk=1, 2,, n, MAH ERN 
x mina, k.]z Xt (6.8? 
i=} wk un 
不 等 式 (6.7) 满 足 。 这 就 形成 了 BERGET1962] 的 定理 。 
推论 6.3: ”考虑 一 集合 {(a:，b;;}， 鞭 中 如 果 有 必要 ， 可 以 疏 


DE 


变 标 号 ， 使 对 于 1 1,2, +, n—1, n2, #bzb+1, MA 
当 且 仅 当 


Ya, = $b, (6.9 a) 


E 


VURBRFR=1, 2, +, n, 


a x 
Simin fa, k, J> 37, (6.95) 
Een 


集合 可 以 实现 为 a- 节点 p- 有 向 图 的 节点 度 对 。 

对 于 s…p 二 1 的 情况 ， 推 论 6.3 可 以 进一步 简化 。 有 可 能 改写 
结论 形式 ， 使 之 能 更 快 地 进行 判断 。 这 个 结论 首先 是 由 RYSER 
[1957] 和 GALE[1957] 在 试图 得 出 具有 和 零 元 和 具有 规定 行 和 别 总 和 
的 矩阵 的 存在 性 条 件 中 建立 的 。 这 等 阶 矩 阵 问题 将 在 后 一 节 中 论 
述 。 

推论 6.4, 在 一 给 定 的 集合 {(a;:，bi)} 中 ， 改 变 b 的 标号 ， 使 
HAF i=l, 2, es, n—1, nz2, bibu XDEDX 4 629 n- 
节点 I- 有 向 图 的 节点 对 的 必要 和 充分 条 件 为 


bh, (6.10 a) 
e e 

以 及 对 于 所 有 整数 区 ， 
are Eo (6.10 b) 


AH at 表示 a, 大 于 或 等于 整数 i 的 数 ， 以 及 假定 序列 b; 和 at A 
有 相同 的 长 度 ( 如 果 有 必要 ， 可 以 增加 适当 的 零 数 )。 

JED, REEL 6.3, 只 要 证 明 对 所 有 整数 Y， 下 式 成 立 就 够 
T, 


a x 
Jo min[a,, k]— Sat (6.11) 
pri 


iei 


* 48. 


在 整数 x 上 利用 果 纳 法 米 证 明 以 上 各 等 式 ,对 于 X=1, BAR 
所 定义 有 


Z minta, 1]-ai 


BEHA K AG. Ro, XT k+ 1, HARGINA 
立 。 由 于 对 于 ack, 
minfa, k+1]=min[a,, KJ 
DRM aki, 
minfa, K+1j=minfa,, K]+1 
Miti 


$omina, K+1 =at + DminLas, K] 
141 Pen 


x 


cafa Dia? 
i=l 


第 二 行 是 根据 归纳 假设 击 得 出 的 ， 推 论证 毕 。 

有 一- 种 对 数目 a? 的 简单 图 表示 方法 ， 设 用 一 排 a MARAT 
每 个 整数 a, PALABRA, Han 处 于 a. 之 下 ， 那 么 数 
E af 就 是 阵列 中 第 j 列 的 点 数 。 例 如 ， 设 41 一 8， 4 二 4，93 二 4， 
ai 一 3 以 及 as 二 1， 对 应 于 这 些 整数 的 阵列 如 下 所 示 : 


* ot at of at at a 
at af at ci ag al af 


aa + * * + < 
a + * + * 

# * * foe (6.12) 
a. . 

a; 


HH ap 5, aged, a3—4, a1=3, ag=1 LARR C6, at=0, 
它们 是 对 应 于 阵列 中 列 的 虚数。 显然 ， 它 们 是 与 1a} BERRET 
美的 。 事 实 上 ， 对 于 给 定 的 集合 {aij， 如 果 定 义 


9 


(aM (ani j=1, 2, +) (8.13) 
i (a üt {a}, XAG HER a 在 a] piip atat te 


集合 {ail* KARRAR, WIL, 在 和 fa:} 和 fa}* 之 闻 的 对 

WARE PHM LRAT: 
{fad }* {a} (6.14) 

BRD EB HIC RS RECS A PE AER. KODET AREETA 
清楚 的 。 这 个 结论 在 后 述 中 不 需要 ， 因 而 共 证 明 留 作为 练习 {习题 
8.3). 

让 我 们 言 归 正 和 传 ， 回 到 定理 6.1， 并 考 虚 其 它 的 特殊 情况 ， 其 
中 一 -种 情况 是 由 FULKERSON[1560] 所 研究 的 ， 他 稍微 政变 一 下 
问题 的 内 容 ， 考 罕 在 什么 条 件 下 存在 统 定 贡 点 的 明度 和 人 度 ， 设 有 
SHIGE 83 26 ABR n- 节 点 有 沿 图 .这 是 定 滥 i.13=9 和 p =] 的 -种 竺 
PRO. SE. HATER. 

HY 8.5. MURAL, bb a A, 0)- 有 向 图 的 节点 
ER (as BE I AY TR tE 29 


Sia: Yb, (8.152) 


DARE STAT GS TESTE Sa, 
Y man ay， K—i1- X min[a,, Kl P; b. (6.15 b) 
RHK a(S.) f n22, 

象 主要 定理 一 样 ， 式 (8.15 b) Byte dp IE RI BIH 2"—1 + 
不 等 式 。 如 时 可 以 简化 为 一 组 n 个 不 等 式 ， 则 会 有 很 大 的 实际 意 
义 。 只 要 正确 排列 整数 a 和 b; 的 次 序 ， 这 是 有 可 能 的 。 结 论 如 下 
Zn. 

推论 8.6. EH EG {(4.，b;)}， 其 中 和 如果 有 必要 、 可 以 
改变 标号 ， 使 对 于 i=1，2，* n=l, nz2. Ab Sb HAM 


+ 450+ 


AE bb, Hamas, BAMA 


La X (6.162) 
En n 
Yimin[a, n11 325 (6.16 b) 
d 3-1 


以 及 对 于 KK 1, 2, 55 n—1, 


a x 
Pimin[a, K—1]+ Y] min[ag, K] Yb, (6.16 ¢) 
awd =1 


k+l 


集合 可 实现 为 n- 节 点 (1，0)- 有 向 图 的 节点 度 对 。[ 对 于 式 (6.16 b) 
的 等 效 表 示 法 ， 参 见习 题 6.681. 
证 明 ， 必 要 性 。 式 (6.16 b} 和 (6.16 c) 可 直接 根据 式 (6.15 b) 
分 别 取 Ss 一 fb;} 和 Ss={b;; i-1, 2, --k)fl, 
充分 性 。 对 于 Ss-…{b,}， 显 然 式 (6.16 b) 含 有 式 (6.15b), 29 
了 证 明 对 于 {5,} 的 所 有 非 空 真子 集 Ss， 式 (6.16 c) 含 有 式 (6.15 b), 
对 于 t=1，2，'…， 设 
a(S) ca([as a f£ Sa PEAR amt? (6.17) 
afsat dap (6.18) 
换言之 ， 只 要 被 使 用 的 是 {i} 的 真子 集 , 就 回复 到 原来 的 函数 符号 。 
于 是 式 (6.15b) 的 左边 可 以 写 为 


x-1 
ag (54) + Boat 
i 
式 中 对 于 X= 二 1， 第 二 项 定义 为 零 ， 如 果 可 以 证 明 ， 令 Ss 一 {b,; i= 
1，2，…*，K}， 在 a(Ss) - K 的 所 有 Ss( 或 )S, 上 ， 方 程式 的 右边 


m 7 
liat yl bin ak (Sa) 


pr mA 
是 最 大 ， 那 么 充分 性 的 证 明 就 可 以 完成 。 这 确实 是 正如 下 面 所 要 证 
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明 的 情况 ， 

TS ERA a(S) = k 的 (6) 的 任 一 真子 集 ， 假定 Ss (bu 
i-1, 2, 5, K}, 设 b. 是 fb; i=1, 2, 7, KJ) BRE S, 中 
RIP aL, Fb, 是 在 Sa 中 但 不 在 {b i 二 1，2，-…*， 外} 中 的 
一 个 元 素 。 根据 bi 的 次 序 ， EARN xy. SERA St 一 (Ss 一 
(IU 及 其 (al 中 的 对 应 集合 Si. HB, edu 
apo GRAM, eS 表示 人 {a} 中 SI 的 补 集 。 因 此 对 于 bs 
b, 有 


X biat (SS Y bad (5) (6.19) 
bese beh 
这 是 因为 有 
>: b> Vb (6.20) 
bes ts 


HF b=, 的 情况 ， 式 (6 L20 改 用 符号 亦 成 立 ， 在 规定 a, amar 
的 序 次 下 ， 有 

[CHESTER (8.21) 
BRAM ERMA DL, R612) TRA. th + SES. dE SE S 
{bs i1. 2, ---K} PF, SHS. 多 一 个 元 素 , 显然 从 Sa 中 重复 利用 
这 个 过 程 ， 可 以 得 出 fb.，i=1，2，…… KK}。 因 此 根据 式 (6,16 0), 
对 也 #} 的 所 有 非 空 真子 集 Se 有 ， 


mn x 
Lats b, -at({a j=K +1, c, np) 


tel i=1 
SD tao 
因此 得 到 了 所 要 式 的 结论 ， 推 论证 毕 。 
在 考虑 其 它 特 殊 情 况 之 前 ， 利 用 下 而 的 例子 来 说 明 以 上 结论 。 
例 8.1， 假 设 有 以 下 非 负 整数 对 的 集 侣 ， 
(Go b); i=l; 2, 3, 4 -((, D, (2, 5), (4, Ds 


EE 


(0, 2). (6.22) 
aE sta d OD 4- 节 点 (23，1)- 有 向 图 的 节点 度 对 ， 根据 定理 
4$.1， 可 以 检验 这 问题 是 否 是 可 实现 的 ， 因 为 


4 
$a-312-1-0—9 


以 及 
+ 
$jb-21-34142-9 
ji 
式 (6.2&) 是 浦 足 的 ， 式 (6.2b) 由 15( 二 2 一 1) 个 不 等 式 组 成 ， 如 下 
所 示 ， ] 
WpS (a), 有 
min(2, 2) + min(4, 2)+min(¢, 2) + min(3, 1) 
=2+2+0+1=521, 

Sue, RT SC la), fab BRiad, A 
2+2+0+1=5>5 
2+2+0+1=5>1 
2+2-+2+0=62>2 

MES = la, nb 

min(4, 4)+min{o, 4) +min(3, 3) t min(2, 3) 
—44048-2—92145—8 

NU, WE Sam [as ab (o aj, fas as}, tas, ab bh Re {ass 

ad 
2404343=82141=2 
2+44+340=9>1+2=3 
8+0+2+3=825+1=6 
3+ 4+2+0=925+2=7 
3+2+3+0=82]+2=3 

对 于 Ss 二 {3:，8:， ad. A 


+4538 


min(0, 6) + miní3, 5)+min(2, 5)+ min(4, 3) 
=0+3+2+4=92>1+5-1=7 
SUR, IF S.= (nad, far, as, JAR ilan as aj, 有 
4+3+2-0=9>1+5+2=8 
2+3-4-0=9>1+1+2=4 
3«-2-4-0—925t012-8 
dd. EDPS.—(as an no md. d$ 
min(3, 7)- min(2, T): -min(4, 7)+min(¢, 7) 
7842-4-0-921-:5-1-2—9 
Un. MAT. AAP ABT, ATER AA 
解 。 一 种 实现 革 如 图 5.4 所 示 。 


O 


图 6.4 KARBID de 图 6.5 实现 式 (6.22) 
EG, DARE ADRAR E A 
其 次 ， 假 定 届 求 知道 集合 是 否 能 实现 为 无 自 挛 的 有 向 图 ， 则 要 
EE 6.2， 只 需 检 验 下 列 四 个 不 等 式 : 
2+4+0--62>1 
$-4-0—T25 
3-:2+0=521 
3-2+4=0922, 
因此 存在 一 个 4- 节点 无 自 硬 的 有 章 图 , 共 节 点 度 对 就 是 式 (6.22) 中 
给 出 的 ， 一 人 这 样 的 实现 法 如 图 6.5 所 示 。 
最 请 考虑 实现 集合 为 1- 有 向 图 ， 为 了 应 用 推论 5.4 中 的 结论 ， 
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对 于 i1，2，3， 有 必 权 改变 b ERE, bb, 一 种 新 的 序 
列 如 下 所 示 ， 
(a, b): i=1, 2, 3, 4}={(2, 5), (0, 2), 
(4, 1. (3, D} (5.23) 
3i £r 0,0,4 ORS DFR E, 
(a)*- (3, 3. 2, 1) 
应 用 式 16.1D b), dp 


3+3+2+1=925+2+1-1-=9 
由 于 并 不 是 所 有 不 等 式 都 满足 ， 因 此 不 存在 实现 集合 为 节点 庆 对 的 
1- 有 向 图 。 

例 8.2:， 考 忠 图 5.1 的 (3，2)- 有 向 图 G,， 要 求知 道 是 否 存 在 
一 个 5- 忆 点 (1，0)- 有 向 图 ， 基 节点 度 对 与 G, 的 相同 ， 对 于 这 问 
RGN RIDE YE 5.6 给 出 ， 第 -… 步 是 按照 推论 中 所 给 出 的 击 则 ， 安 排 
G. Bi a bi Eq A e, ERAF.: 

{Ca b); i21, 2, 3, 4, 8] - (Ct, 43, (3, 3), 
(2, 35, (2, 2), (5, DP. 
很 容易 检验 式 (6 .16 ay ASE fis LAER (6.16 b) 不 满足 ,因为 
134242412284 3341241—18 
因此 ， 不 能 得 出 县 有 这 些 度 的 任 - (l, O-ARA. BABS 
直观 得 出 ， 因 为 在 任 一 5- 节 点 (1，0)- 有 癌 图 中 ， 节点 的 最 大 出 座 
4, H G, 具有 出 度 为 5 HTA. BE. DURER 
ilas b) i=1, 2, 3, 4, 5} 
(s. 4), (8, 3), (2, 3), (2, 2), (, D} 
是 可 实现 的 ， 因 为 式 (6.16) 中 所 有 条 件 它 都 满足 。 
6,16a)， 工 二 3 十 和 十 2 十 和 二 +34342+0=12 
{6,16 b}; 1+3+2+2+4=1 +343+2+9=12 
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(6.16c); O+1+1+1+1=424 
1+1+2+2+2—824+3=7 
14.24+24+24+3=1024+34+3=10 
1+3+2+2+4=12>4+3 i312- 12 


Q 这 样 的 -种 实现 法 如 图 6.6 所 
E 
Z Ñ 现在 着 手 考 虑 其 它 的 特殊 情 
况 ， 其 原因 是 对 这 些 特殊 铺 况 得 
PRR 出 的 条 件 是 最 简单 的 。 但 是 在 进 
⁄ — 行 之 前 ， 首 先 表明 在 推论 6.6 中 
所 给 的 条 件 可 以 置 于 另 — NOR 
@ ONES 
图 $.6 (1, 0) BREL SER 对 一 给 定 集 Ala) VUE k= 
1,2, + | 
af=a(h) +a) (6.242) 
式 中 L-(i ick, DR azk-1) (6.24) 
五 fi ik, WR ak} (8.24 c) 


象 数 at 一 样 ， 数 at 也 有 简单 的 图 表示 法 ， 同 样 用 点 行 来 弄 示 ， 但 
这 次 在 阵列 的 主 对 角 线 上 没有 这 点 。 例 如 ， 对 应 于 集合 {t，4，3， 
5，2} 的 阵列 如 下 所 示 ， 


aj az a a; a, ag 


a 

az e . 

Bs 

ae * * 6 


数 性 就 是 上 面 这 一 对 角 线 上 所 受 限制 的 点 阵 的 第 k 列 上 的 点 数 。 

Wik, ar=4, as=3, 等 等 。 利用 这 种 描述 ， 立 即 可 以 君 到 式 
(6.16 b) 和 式 (6,16 c) 的 左边 刚好 分 别 是 工 :-: a, 和 Le, ay, Nik, 
式 (6.16) 的 条 件 只 不 过 是 序列 b, 的 部 分 和 是 由 序 A at 的 部 分 和 来 
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XREN. 

这 个 结论 首先 是 由 FULKERSON 19601 MARA SAS 
HEFT ANT SAN Fe HE AP TEE ES 

推论 6.7. SERA, BO), 其 中 如 果 有 必要 ， 可 以 改 
Wis, Fisi, 2---, n=l, 2-2, X bbas MARE 
bibas, Maran, MARARY 


Pla =b, (6.25 a) 


id je 


以 及 对 于 一 4 2.0. m 
ate >b, (6.25 b) 
= iu . 


集合 可 实现 为 (1，0)- 有 各 图 的 节点 度 对 。 

如 在 推论 6.5 的 证 明 中 那样 ， 根 据 类 似 的 论证 ， 可 以 得 出 上 面 
推论 的 一 般 证 明 形式 {习题 6.7 和 6.11)。 

推论 6.8: 在 给 定 集合 {(a:，b;)} 中 ， 和 如果 可 以 改变 4 和 了 .的 
BE, @&W9-Ti=1l, 2. 00, n—1, 122, Haan "bb. 
那么 当 且 权 当 


Sia = Yl (6.26 a) 
= it 
Yimin[a,, (n—1) P.rSYx Y (6,26 b) 
i p 


WF k=1, 2, +++, n—1, 


x E * 
Imila, (k—1) P+S]+ YC minfa, KPIS dod, 


= eni xi 
(8.28 c) 
集合 可 实现 为 CP，S)- 有 向 图 (P 之 5) 的 节点 度 对 。 
现在 米 研究 称 为 半 -正则 有 向 图 一 类 有 向 图 的 可 实现 性 条 件 。 


MITES 


定义 8.2. 半 - 正 则 有 向 图 ， 

在 有 和 图 由 对 每 个 节点 i EUR. da GG (dt GS kay 
有 禹 图 称 为 具有 人 度 ( 出 凑 ) 为 k 的 半 - 焉 则 有 向 图 。 

推论 6.9: 在 一 给 定 集 售 【ai，bi)} 中 ， 其 中 如 果 有 必要 ， 可 
AREE S, HOTdo-l, 2, 0, n=l, n22, # bb, BB 
AMBMAWFI=1, 2, c. n, dra kf bnl, DAR 


Yb-kn (6.27) 


Sus X36 kar HEA k AGE TE, O-A FEST Sa besh. 
` 推论 6.10. 在 上 面 推论 中 的 集 
f. ERa =b. =k<(n—1), Æ 
合 可 实现 度 为 k 的 正则 (1，0)- 有 向 
图 的 节点 度 对 。 
这 两 个 推论 的 证 明 是 简单 的 ， 留 
作为 练习 (习题 6.9) 。 
Bl 6.3. 有 一 有 向 图 G, 如 图 6.7 
ast tai PR, 假定 要 求 构 成 具有 与 G。 相同 
p=2 Als - 13535), 28) 053, Hem RA 4— OS. D- AMA, 这 
poses 相当 于 实现 以 下 集合 
{las b); i=1, 2, 3, 4) 
-(85. 6), G, 4), (4, D, (4, 0] 
为 4- 节 点 (23，1)- 有 应 图 的 节点 度 对 。 由 于 集合 中 元 素 的 次 序 已 正 
确 指 列 ， 则 利用 推论 65.8， 需 要 检验 下 列 式 于 ， 
(6.264), 5+5+4+4=18=6+4+4+4 
(8.28 b), S+5S+-4+4=1826+4+4+4=18 
(B.25c), 12424 2-736 
34344-14264 4—10 
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S+5+4-4=18226+4-4=14 
BU, GACY TERREN WAL, DAHR. 
Bl 6.4, HERE 
{la b); i51, 2, ==, 8) 
={(2, 9, (2, 3), (2, 3), @, 3), (2, 1), (2, D), 
G, D, (2, 1),} ` 
GRECE JE S TIT ARIERO PEA E RN TG JË R 35. 的 3- 节 
AB ARIE, BUTS H fe XETj-1. 2, 0, 8, 有 
a,—23üb<7, OR 
8.2-1l5=3+3+3+3+1+1+1+1- 18 
因此 ， 这 一 问题 有 解 ， 解 可 以 利用 在 下 一 节 中 所 描述 的 算法 来 得 
ii, 


13 用 于 实现 的 一 各 简单 算法 


Jr SCR zT A PE A JO ERE 6.1 或 者 其 它 等 效 式 四 记述 的 约束 
条 件 , 则 迄今 为 止 所 撕 述 结构 的 有 用 性 取决 于 构成 有 向 图 的 能 力 .这 
种 构 作 步 又 也 可 作为 定理 6.1 充分 福 的 证 角 。 

EB 是 具有 节点 集 了 和 V 的 p 2- 节点 有 向 二 分 图 ，a(V) 一 
at) 一， 而 共 对 应 有 向 图 是 (P，S)- 有 向 图 。 此 外 ， 对 所 有 节 上 由 
ic V mie V^, SHA 

d*(i) <a, fa d- (j) «b 
AP i Ali! 是 B ETE 

PR 1， 如 果 在 Be 中 ， 对 于 某 些 iE V 和 jEV', 或 者 对 于 i= 

j, me 

ali, j)<s (8.28 a) 
或 者 对 于 ij, 满足 

aG, Pn - (8.28 by 
列 通 过 对 Bs 加 进 一 条 附加 边 (i，j')， 可 以 从 Be 梅 得 一 个 新 的 有 癌 
二 分 图 Bi iW ASE, 一 直到 没有 更 多 边 可 以 如 上 去 为 止 , 设 . 
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由 此 得 到 的 景 终 有 向 图 用 Ba RRT, ix H Bi 是 以 上 过 程 中 所 加 
的 边 数 。 GRAM I1, 2, ---, Ka BUE B ZRA. 

DR 2， 如 果 在 Bei h. SEO IEP], ú, in oes 
io j(q22), RBLECVMLEV’, WR 


aC ay Fd“ (jO «b (6.29 a) 
PAF uri, 2, e. Q, BHR 
Misi, ein, <p (6.29 b) 
或 者 满足 
isj, a, y)<s (8.20 c) 
URMF x=1, 2, +++, q—1. 
2a, 120 (8.29 d) 


Wt ER Go o jo 1, 2, +, q—1), UREM G., 
Auct, 2, +++, q), REL Ba 构造 一 个 新 的 有 向 二 分 图 Bass. 
重复 这 个 过 程 ， 一 直到 没有 更 多 的 边 加 上 去 为 止 。 设 由 此 得 到 最 终 
有 向 图 用 Br «km. AE L= +o M B. EPR 2 h Pt Ju 8 
边 数 。 此 外 对 于 t=1，2，-…， 有 月， 同样 有 了, HE B- 多 一 条 边 。 

余下 的 问题 是 如 果 集 合 {(ai，b)} WEER GL 所 加 的 约束 条 
体 ， 以 及 对 于 Bi ， 步 又 1 和 2 的 过 程 不 再 能 重复 进行 下 去 ， 则 B, 
的 对 应 有 向 图 实现 了 集合 。 所 给 证 明 如 下 ， 

根据 以 上 所 述 的 将 造 过 程 ， 显 然 B, 是 一 个 (P，S)- 有 向 图 , 而 
且 对 于 iEVYV， Adta, URMFYVEV, Wd)«b. d 
TRE a fi b, AAR, WA 和 P, 必定 也 是 有 限 的 ， WEE 
某 点 上 终止 。 如 果 可 以 表明 ， 在 生成 药 Be 中 ， 等 式 at(=aG € 
V), fü a-(i) -5G'€ Voz. MAB, 是 可 实现 的 。 

在 Be 中， 设 


V,-fi ie v #rdt(i)<a) (6.30) 
ELB aE MVP x qü V^ ATEX 如 下 ， 
GO) Vi 是 X 的 一 个 子 信 。 
(2) 如 果 i 在 X 中 ， 以 及 难于 某 个 jEV， 或 满足 efi， 门 <P 


ELLEI 


GARD. WR el, jos), FEW), BAY HEX ik, 

CO dE jf X^ 中， 以 及 对 于 某 个 iEVY，ali, P020, 那么 
idEXh. 

B。 是 可 实现 的 证 明 包 括 在 下 面 的 引 理 中 , 

引 理 6.1， 如 果 Vi EZR, M By 是 可 实现 的 。 

WEBB. REC (6.22), HEB d-(jO «b 的 jEVY' 不 存在 ， 引 
理 成 立 。 

引 理 6.2, MPEP VEX’, Ha (j=), 

证 明 : GPR. MUA TX X] 的 定义 ， FERAS 
LR 中 所 述 性 质 的 一 系列 淖 友 。 由 于 根据 假设 没有 这 样 的 序列 
节点 存在 ， 从 而 得 到 引 理 。 

应 用 引 理 6.1 以 及 式 《6.2 a)， 下 面 的 结论 显然 成 立 (习题 
6.12), 

引 理 6.3, MRV ,不 是 室 集 ， 那 么 至 少 存在 一 个 节点 jE (V 
=X), HOGY, 

引 理 6.4, AUR XAV, MAH F 3 i N 1S(V- X), 有 
d'(i)-a, WS, HOBIESCSG, 0008 X08923. 

5]2 6.5, RXV, PAM TEPICX, LLK y € 
(Wk), 有 


SIN. aG, j) =P (5.312) 
当 i=j 时 , aG, jo-s (6.31 b) 


这 里 j 在 Y 中 。 

ME VISE ER V. ESV OA) TA, 限于 当 且 仅 
Mi Ya pE a Æ SAYR, R F V 的 每 个 子 集 
Vy, AE (YDE) TR, MF BAR IE Vx rh, MY DES, 
(Vi), RESM. AMS., PMR E AE (习题 5.14)。 

引 理 0.6, AUR XSW, NITE B, dob, GEV ARIE 
CW - X) B EN h FSR 


sable 


RN=> ar 并 ai Diile(v.) -1P+8}+ Face, 
POM Te 3 


(5.32) 
AP Si=S,[V— (V,UX)1, 
S,=S,[V, (CV - X)] 
S$,-S,[ V4 X3 
S,-S,[V-(UCV-X))3 
VE Vio V'-X VÈ ViEV 的 对 应 节点 焦 。 
应 用 引 理 3.6 以 及 引 涅 6,3， 以 下 引 理 显 热 成 立 。 
引 理 6.7, AUR V. RE, W 
N< X b (6.33) 
bes QD 
但 是 ， 根 据 假 设 ， 对 于 每 全 非 空子 集 S. 3506.20 AREAL, PERI 
是 如 果 设 Se =Sa(V2)， 则 S=SA(V:)， 因 而 式 (6.26) 可 以 以 稍微 
Ais TEKS H, 


2 min[a,, a(S.) P] + X minta,, [e(S.) —1]p +s} 


+ X min(a,, Da(8,) —12p vs) Xo min[aj, @(S.)p] 


=Y actEra-X31UaOQn0-0prsbe DalV)p 


> Xx b, 
BEST) 
Fgh, 581g; (5.32) 05R.5.33), Vi ERE Z2 E, RES RR 6.1， 
可 以 得 出 结论 ,Bs (s b) BSCER BRE CT SED PEB DES. 
用 下 面 的 例子 来 说 明 步 又 工 和 2 中 所 概述 的 方法 。 
BI 8.8, BE TARE 
((a, b); i=l, 2, +++, B} 
={(2, D. (2, D, (2, 3), (2, 3), (2, 3), (2, 3), 
e462- 


(2, 1), (2, 0] 
Ol 5.4 可 以 知道 ， 这 集合 可 实现 为 8- 节 点 (1，0)- 有 向 图 的 节点 
寥 对 。 利 用 这 一 蔬 中 所 概述 的 算 革 ， 实 现 具 有 以 上 性 质 的 〔1，0) -~ 
有 向 图 。 
在 图 6.3 中 ， 由 对 应 于 实 线 的 边 世纪 成 的 子 图 是 16- 节 点 有 向 
—4 Bi B, B. 具有 其 对 应 有 向 图 是 t1，0)- 有 问 图 的 性 质 。 


{at 


图 5.5 16- 节 点 有 向 二 分 图 E 6.9 苞 6.8 有 了 启 二 分 图 对 
BAG, 0-ARE 


步 BNESCEIUIT RES M 
ia, 30, (2, 40, (3, 8, (4, 60, (5, 3, 
(6, 4^). (v, 8), (B, 60], 


+ dig 


LXI ymq2T3 METIDO 图 Bs 如 图 6.8 
所 示 ， 其 中 用 虚线 表示 的 是 附加 边 。 

由 于 在 Y 中 没有 dt(0 <a i, ISP 不 必 进 行 ， 在 图 
6.9 中 所 示 的 B, 的 对 应 有 向 图 是 这 一 柴 合 的 实现 ， 

例 6.6: 已 知 下 列 集合 

(G b); il, 2. 8, 4, 51 
={(1, 4), (3, 3), (2, 2, (2, 2), (4, O} 

可 实现 (参见 例 6.29%) 5-3 C, 00-33 PER h A Ea. 一 种 实 
现 法 在 图 0.6 Pah, MORAES TARRY A 1 Bd, 

在 图 6.10 中 , 由 对 度 手 实 线 的 迪 所 组 成 的 生成 子 图 是 一 个 10- 
节点 有 疝 二 分 图 B. Bo 只 有 其 对 应 有 向 图 是 (1，0)- 有 向 图 的 性 
B. 

FR 1: 在 BB 中 适 次 添加 下 列 边 吕 的 一 个 。 

{(2, 19, (3, 22), (4, 30, (4, 12) 

最 终 右 向 二 分 图 B, 如 图 6.10 Bias, Soh Aina ee eae, 


Esi fazem Mei ZGid2 PUER FL B 
REL 


SR 2， 由 于 dt(2) 千 3， 则 存在 
Fork (o. 20) BEBE MORI — 3871 
节点 ， 这 种 序列 之 -一 由 池 点 和 = 2， 
jiss, b=3 30 j= PLE, fEB. 
PREAL, 40. PRE R hub 
(2, 4) G, 19, MARR AM 
边 用 虚线 表示 的 Bs， 如 图 6.11 所 示 .。 
在 Y 中 由 于 不 存在 具有 d<a 的 
WRI, MAR 2 业已 完毕 。B: 的 对 BHisir 再 6.11 家 二 
应 有 向 图 如 图 6.12 Bos. 它 是 这 一 分 国 芍 对 应 (1，0)~ 有 向 图 
集合 的 另 一 实现 。 有趣 的 是 这 两 种 实现 不 是 同 构 的 ,因为 一 个 具有 
KEA 2 的 三 个 回路 (图 6.,6)， 而 另 一 个 具有 两 个 这 样 的 回 跨 (El 
6.12). 

最 后 应 当 指 出 ， 在 步骤 2 中 所 描述 的 节点 序列 实际 上 不 是 太 难 
列举 的 ， 它 等 同 于 在 有 有 向 二 分 图 B 中 产生 一 个 具有 端点 已 和 关 的 
交替 路 径 P，HB, 与 B, 有 相同 节点 集 ， 以 及 具有 ali, ij) m PGS 
na, U)=SIDBBEMU BAB 是 B. HTE, dn RB B E 
B, 中 的 补 图 ， 则 在 B 中 入 对 于 B 的 交替 路 径 指 的 是 路 径 P《〈 无 向 
路 径 )， 其 中 的 边 交 圭 地 属于 B. AB, HTB 中 的 边 (b, j), 在 
BHM, jO EB k, Bin, MER p= (2, 4D (32, UG, 
154 B, rp SETS 6.10 的 B, 的 一 条 交替 路 径 。 

14 度 不 变 变 换 

从 前 面 的 讨 纶 中 明显 地 看 到 ， 和 如 果 一 组 非 负 整数 对 可 实现 为 
(p，S)- 有 向 图 的 节点 度 对 ， 草 实现 一 般 不 是 唯一 的 , 而 且 在 例 6.6 
中 已 给 出 这 样 的 一 个 例子 ， 假 定 {G。} 表 示 所 有 可 能 实现 的 集合 , 从 
其 中 一 个 来 生成 (G. 的 问题 是 很 有 趣 的 ， 在 这 一 节 中 将 研究 这 一 
问题 。 

除非 有 另外 指 说 明 ， 在 这 章 中 当下 个 有 问 8] G, # G; 4Ë A HQ 
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时 : BRUTE, HP G1 一 Gz 326, 
定义 6.3，gd- 不 空 。 


如 果 在 Gi 和 Ge 的 节点 之 问 春 在 一 一 对 应 关系 ， 因 西 对 应 多 
节点 是 有 相同 的 度 对 ， 则 末 个 (B，s)- 有 向 图 G 和 G, 被 称 为 4- 不 
变 、 


定义 6.4, 初等 (p，s1d- 不 变 变换 。 


WERA HAIR VA V Hh AE B 中 ， 存 在 两 条 边 
(六 和 (kt KEY da j^, Ue V^, DR ik, jst, JS 


如 果 ist, al, V)<p (6.34 2) 
如 果 i=t, ali, <s (6.34 b) 
如 果 kj, a(k, j) <p (6.84 c) 
mR k=j, a(k, j) <s (6.34 d) 


在 Be HOG, Fk, ORB, JOA, ORR 
等 (p, s) d- 不 变 变 澳 。 类 似 地 ， 对 于 a(V) —e(V^), 在 B. 的 对 应 
ATH G, 中 霜 换 对 应 边 的 运算 称 为 Gs 中 初等 (p, s)d- 不 变 变 换 。 

显然 ， 这 种 变换 结果 形成 d- 不 变 (Pp，s)- 有 向 图 。 对 于 一 个 给 
定 的 tp，s) -有 向 图 Gu， 说 {G 是 来 自 Ge 的 所 有 可 能 的 d 不 变 
(p、5)- 有 向 图 的 集合 。 为 了 方便 起 见 ， 假 定 {Go} 元素 的 所 有 对 应 
节点 用 同一 整数 标号 。 

定理 6.2, 通过 有 限 序 列 的 初等 (Pp，s)d- 不 变 变 澳 ，{G。} 的 两 
个 (p，s)- 有 向 图 彼此 之 间 可 以 互相 变换 (对 于 这 变换 需要 的 最 小 变 
澳 数 ， 和 参见 习题 6.59 一 6.11)。 

证 明 ， 怒 在 定义 5.9 中 一 样 ， 首 先 在 {Gs} 中 人 p，5)- 有 向 图 的 
节点 对 之 闻 引 入 一 个 距离 ， 设 G。 和 Gs 是 【Gd 的 任何 两 个 非 同 构 
的 tp，s)- 有 各 图 。 如 果 aC, 站 和 BC， 站) 分别 表示 在 G, 和 Gs 中 
上 节点 工 指 向 节点 INORG, MG, 之 间距 离 定 义 为 


E 


Xilaü, p—8G, pl 


1 
2 1 


Sob n E G, 的 节点 数 。 

设 {G。} 是 所 有 (p，s)- 有 向 图 的 集合 ,其 中 G, 是 可 以 通过 有 限 
序列 的 初等 (p，s)d -不 变 变换 而 变换 素 的 ， 以 及 设 1Gs 厦 从 Ge 中 
产生 的 对 应 集 。 设 G 和 G, 分 别 是 {G。} 和 iGs} 的 元 素 ， 它 们 之 间 
的 虐 高 是 {Go。} 和 {Gs} 中 (p，s)- 有 向 图 之 间 的 最 小 距离 。 如 果 G, 
和 G, ZIW e. RE G 和 G, 是 局 构 的 ， 则 目的 达到 。 如 果 
?一 0， 则 {Gs} 的 所 有 元 素 都 是 局 构 的 。 所 以 让 我 们 报 定 P 关 0 以 及 
G, 和 G; 是 不 同 构 的 ， 而 且 距 离 为 正 ， 

用 GOG, 表示 从 GG. 和 G: 中 得 到 的 a2- 市 点 有 向 图 , 当 且 仅 当 
G, DRE G H. RAEG: 中 ， 但 不 为 两 者 所 共有 ， 则 人) 在 
GG 中。 现在 在 G1@Gi 中 引信 一些 符号 ,如果 从 节点 i 指向 
TA j Mute G, APE G; rR, WEY. Di MEATA 3 指向 
WAI 的 边 在 G, 中 但 不 在 Gi 中， 则 写 为 (i, Dus HFG AG: 
是 不 相同 的 ， 则 必定 至 少 存在 一 对 不 同 的 节点 证 和 ij， 使 G, is 
在 G,@G; rh, HF i MARE G, 和 G, 二 者 中 是 相同 的 : 则 必定 
FEAT is kæli, EUs hE GOG 中。 继续 这 种 方法 ， 
只 要 产生 一 个 闭 边 列 ， 这 个 过 程 就 可 以 无 限 地 重复 下 去 。 因 此 对 某 
BERR k(k 之 2)， 存 在 一 系列 节点 ， 


b in dan. izo i (6.35 a). 


使 
人 
(6.35 b) 
由 式 (6.35 b) 的 边 形成 的 子 图 是 GOG ref Gb, 注意 ,在 
式 (6.35 9) 中 并 不 是 所 有 的 季 点 必定 是 不 局 的 , ETA om k d 
FAH. HERE k=? 的 情况 ， 则 有 
G ds Gn ide Gs ide Ci, ides 
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WE G, PAD, WAGs ipai, DMG. DBW 
(p, Sd-T A, HG RAE Mp, SOS. XXEEG: 
BRUT G,, FAT G fIG;Z YA ik PE RU Fe. B 
此 >2。 现在 在 k 上 利用 归纳 法 来 证 明 不 可 能 存在 式 (5.35) 类 型 
的 节点 序列 。 假 定 对 于 长 赛 (也 数 ) 为 29 i9<k》 的 任 一 序列 式 
《6.35) 来 说 ， 结 论 成 立 。 我 们 来 证 明 这 样 一 个 长 旋 为 2k(k>2) 的 
序列 的 不 存在 性 ， 现 萎 虚 两 种 情况 ， 

情况 1. SAO. WRAT iSi, afi, <p, RAMP i= 
io a; u)<s, RIZE G PARC, iym, DIEA, 1) 
和 {i，i) 的 运算 是 初等 (p，s)d- 不 变 变换 ， 而 且 在 G} 中 会 产生 
一 个 {p，5)- 有 向 图 ， 这 比 G, 更 接近 于 G,, 这 是 项 盾 的 。 固 此， 
a, 1021, MEG WEG, REF, MA G PAA, us 
fu RHA, i078. LED, s)d- 40868. A 
在 {Gs} 中 产生 一 个 (p, -AaB KHEGERRE TG, Bik 
B, R)—0, BERETARA o io is 0, in- ine h, 
ZATARTE 2 k 短 一 些 之 外 , 具 右 与 式 (6.35) 相 同 的 性 质 。 
AAA, MARS AE. 因此 G; 和 G: 或 考 是 同 构 
的 ， 或 者 是 虑 离 为 零 ， 这 是 赴 盾 的 。 

PRE 2, s=0， 划 节点 n. LR ERAR. BEER (8.85) 
序列 中 至 少 有 四 个 不 同 节 虎 ， 则 不 失 一 般 性 ， WR Ei, b, is 
Big Jes (6.35) BR IE ER. ARAG idi Gs, i): Wis iii 
# GG, th, 381080 : ADIGE. 可 以 得 出 结论 ， 没 有 这 样 
的 序列 能 在 在 ， 因 此 在 式 (6.35) 中 众 好 存在 三 个 不 同 的 节点 。 不 失 
一 般 性 ， 设 这 些 点 是 bxx 一 1，2，3)， 这 就 意 际 着 式 46.35 b) AOA 
边 列 至 少 由 两 个 根 反 方向 取向 的 长 度 为 3 的 有 向 回路 所 组 成 。 如 果 
EG, RG, 中 存在 一 个 与 已 不 同 的 节点 j， 使 人 ia，j) 或 (6j，i) 是 在 
Gig Gib. FARE y 723 3, Aal, DPR al, j) <p, 
RUE (G, IRG PPRT as in iW BUS 0) -不 变 变 
换 ， 会 产生 一 个 (p,0)-4# EEG, (Go G, A EGLI G. Z 
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WES G, 和 Gs HEB BED). 此外， 在 GO. R GG, 
中 存在 至 少 含有 四 个 不 同 节点 的 式 (6.35) 类 型 的 一 系列 节点 ， 这 样 
或 者 运用 情况 1 的 论证 ,或 者 与 关于 G, 和 G, 之 间距 离 的 基 小 性 的 
BAFE, AGH GG. Re aG, Dp. 或 者 a (j, i= 
P， 或 者 没有 这 样 的 节点 j 存在 。 在 任何 情况 下 ， GAG 会 是 同 
ti, IX RP, Bee MEE, 

因此 对 于 {Gs} 的 任何 G。 和 Ge， 存在 一 个 (Pp，s)- 有 向 LG. 
(x=1, 2, =u KAMER, TE 

G,=:G,, Gi, ++, G.G, 

式 中 GAG (iat, 2, ++, k- 1) 是 由 一 初等 (p: s)6- 不 变 变 
换 相 联系 。 

推论 6.11. "LH. CARE E (p, S)d IB SEISAUIE Gu 
同 构 的 有 向 图 ， 则 {SG.} 的 每 个 元 素 都 与 G Id jg. 

作为 … 个 例子 ， 考 虚 图 6.6 和 6.12 3 d- 不 变 (1，0 中 -有 向 图 。 
如 果 在 艾 6.12 4 MLL, DHUA, DREMA, DAKA, 3), 
得 到 一 个 与 加 6.6 中 给 出 的 有 向 图 是 同 构 的 (1，0)- 有 向 图 。 

对 于 简单 有 自 图 ， 这些 变 澳 通 常 可 以 赁 观察 得 出 。 但 是 ， 对 于 
复杂 图 ， 需要 一 个 系统 化 的 方法 ， 为 此 定理 6.2 证 明 中 所 概述 的 方 
蒜 可 以 采用 。 


1.5 连通 (?，S)- 有 疝 图 的 实现 


在 这 一 节 中 将 提出 实现 一 组 非 仙 整 数 对 为 连通 (p，s)- 有 向 图 ， 
AER (p，s)- 有 向 图 和 笃 葛 节点 论 对 的 必要 与 充分 信件 。 这 一 成 果 
来 自 HAKIMI[1965] 和 CHENT1966 e] 的 研究 工作 。 

引 理 6.8. BG. EAA ps0 和 Xk 之 2 a kirp, s)- 
有 向 图 。 WRG. 没有 孤 应 节点 以 及 其 中 一 个 片 含有 一 个 回路 (不 
一 定苗 要 是 有 向 的 )， 则 存在 一 个 来 自 Ga 的 d- 不 变 (p, 引 -有 向 图 ， 
MAH RALPH 

VES], MEG. DER g H-AIRE, dE G, E MAT 
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Se RA RAG. VM DREG, DF, v), 
ITA Sl RS SERERE (D, sfr. LE, 

定理 6.3， 对 于 实现 集合 {(ai，bi))} 为 连通 (p,s)- 有 向 图 (n 
2) 的 节点 度 对 的 必要 和 充分 条 件 为 : 

(a) 集合 可 实现 为 (p，s) -有 向 图 的 


节点 谋 对 ( 它 满足 忒 (5.2)) (£.362) 
(b) AF ici, 2, s+. m, ast bo (6.36 b) 
` (e) px0 (6.36 c) 
(d) YncoG-D (6,36 d) 


ri 

TEM, BER, G. EB ES eH (p. 9-A UA, BR 
MES TAR Re, STI RRA FISSA, HIE A 
《p，8)- 有 向 图 中 边 数 至 少 是 (n 一 1)， 因 此 


Xn Eala) 
全 “全 


式 中 V 是 Gu 的 节点 集 。 

充分 性 。 根据 式 46.36 a) 可 以 假定 G. 是 实现 集合 的 一 个 fp ,5)- 
有 向 图 ， 珊 在 问题 等 同 于 证 明 在 {Gs} 中 存在 一 个 连通 的 元 素 。 如 果 
Ga 是 连通 的 ， 则 不 存在 问题 ， 固 比 假 定 G. RE k (k>2)4- F. 不 
类 一 般 性 ， 可 以 进一步 假设 G, 不 含有 回路 。 因为 站 果 不 是 这 样 的 
W, 在 G. 中 就 存在 这 样 的 一 个 元 素 ， 它 具有 由 式 (8.38 b), (6.36 
和 引 理 6.8 所 提出 的 x 一 1 个 片 ， 因 而 可 以 继续 这 种 运算 ， 直 到 
所 有 的 片 都 没有 了 同 路 ， 或 者 在 {G,} 中 求 得 一 个 迷 通 的 tp，s)- 有 向 
图 为 止 。 如 果 G, 的 所 有 片 都 没有 回路 , 则 G, 中 的 边 数 等 于 n—x, 
根据 式 (6.36 d)， 这 就 意味 着 


I 


Ea (n—k)SM™-1) 


il 
HT k2>2, BROKE AA AEN, Bike REICH, 
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FE HEFP STEL Roe TE PEB i s Ele, JOUEUR RETE 6 23 
(180 6.19). 

推论 5.12, dA (ns b.)]>=]3239 ARIT ACRES DU EMRE 
PREF imi, 2, 5, n, Al + bo, DAR 


Zas 


b=n-1 (6.87) 

= 

这 结论 也 是 由 MENON[1964] 给 出 的 。 如 果 进 一 步 限定 a。=0 
以 及 对 于 k= 二 1，2，……，8 一 4， 有 a :一 1， 则 集合 也 可 实现 为 有 向 
树 的 节点 庶 对 (习题 6.20)。 

引 理 6.9. 4SR44RANE G, 的 每 条 边 至 少 含 于 一 个 有 
向 回路 中 ， 则 G 是 强 连 通 的 ， 

证 明 ， 必 要 性 部 分 是 不 言 而 喻 的 ， 为 了 证 明 充分 性 ， 假 定 在 
S. 中 存在 两 个 节点 i 和 jj。 以 及 从 节点 i 到 节点 j 不 存在 有 向 回路 
径 ， 堆 后 证 明 这 是 不 可 能 的 。 HPO BE, PETERT 
节点 i 和 j 之 间 的 上 路径 了 ,;( 不 是 有 沿路 径 )。 如 果 P. 长 度 为 1， 则 
在 Go RAT i 到 节点 j 有 一 个 有 向 路 径 ， 因 为 根据 假设 P 必定 
是 含 于 某 一 个 有 问 回路 中 的 一 条 边 。 慨 定 对 任何 长 度 为 gK 一 1 或 者 
eb (ke) P 来 说 ， 结 沦 都 是 正确 的 。 为 了 进行 归纳 法 ， 现 假 
定 Pi 的 长 度 为 KK。 如 果 在 Pi 中 最 终 边 是 (x，y), 这 里 x 一 j 或 3 二 
$3， 出 归纳 假设 ,在 Gu 中 从 节点 i 到 节点 x 或 了 存在 一 条 有 向 路 
径 。 由 于 根据 假定 G, 的 每 条 边 都 含 于 某 个 有 向 回路 中 ， 则 在 G, 
中 存在 一 条 从 节点 ?到 节点 x 的 有 向 路 径 ， 以 及 一 条 从 节点 * 到 节 
点 7 的 有 向 路 究 ， 而 后 者 是 边 [(x，y)。 因此 在 Ge 中 存在 一 条 从 节 
点 i 到 节点 j 的 有 向 路 径 ， 这 是 矛盾 的 ， 引 理 证 毕 。 

推论 6.13， 集 合 {(ai，bo} 可 实现 为 无 自 环 强人 连通 有 向 图 的 节 
点 度 对 的 必要 和 讽 分 条 蔡 是 ， 

(a) 集合 可 实现 为 无 自 环 有 向 图 的 节点 度 对 ( 它 满足 (6.4)) 
(5.382) 
UL 


(b) WEF i=l, 2, c, a, n222, minta, 5050 
(6.38 bj 

证 明 ， 必 要 性 部 分 是 明显 的 。 为 了 证 明 充分 性 ， 首 先 注意 到 ， 
如 果 集 合 满足 式 (6.38)， 则 集合 可 实现 为 连通 无 自 环 的 有 有 向 图 的 节 
虚度 对 ， 因 为 集合 满 吓 定理 6.3 中 式 (6.36) 的 所有 四 个 条 件 。 设 
G 是 其 中 一 个 实现 ， 如 果 G, ORR EST EA TE Ie, 
根据 引 理 6.9，G 是 所 要 求 的 一 种 实现 。 假定 在 G, 中 存在 一 条 边 
人 i， 芒 ， 它 不 在 任 一 回路 中 。 由 于 根据 式 (6.38 b), d*(j)oe0, ME 
在 一 条 边 (j，k)， 辐 样 有 一 条 边 (k，f)。 继 续 这 个 过 程 将 得 图 一 个 
有 向 边 列 。 由 于 G, 是 有 限 的 ， 论证 可 以 这 样 一 直 继 续 下 去 ， 直 到 
得 出 一 条 有 向 回路， 比如 说 L:。 利 用 类 似 的 论证 , 可 以 确定 另 一 个 
AMEE, BETAU, i), BAM G 的 所 有 节点 v, 
有 dr(v)s0。 第 二 条 有 向 边 列 也 必定 含有 一 条 有 向 回路 ， 比如 说 
L:。 如 果 在 某 点 上 两 条 有 向 回路 相交 ， 则 好 G, Des TATE 
回路 中 。 根 据 假设 ， 这 是 不 可 能 的 。 这 样 就 有 两 个 节点 不 祖 接 有 向 
A. WG, LAC, j) 分 别 是 工 ; 和 L ie, hF G RAB 
XR, Wii M je. ARM, AMG in) MRI G, i) 
和 (j，jz)， 风 可 以 得 到 一 个 新 的 有 向 图 G, 它 是 求 自 Gs 的 -不 
变 以 及 不 含有 任何 自 环 。 此外， 显然 原先 G, 中 处 于 某 个 有 向 回路 
中 的 每 条 边 仍然 在 G 中 ， 也 仍然 是 这 样 ， 因 而 边 (i, 让 处 于 某 有 向 
回路 中 。 显 然 ， 可 以 继续 这 个 过 程 ， 直 到 得 到 一 个 来 自 Ge 的 4- 不 
变 以 及 其 中 每 条 边 都 处 于 基 个 有 向 回路 中 的 有 奖 图 Ge。 这 样 根据 
引 理 6.9， 推 论证 毕 。 

ESEU WTAE, S-A ARUKAN, 条 件 式 (6.38 b) 
不 是 必要 的 。 例 如 , 考虑 如 图 5.13 所 示 的 (1,0)- 有 向 图 G,, 在 {G。} 
中 不 存在 强 过 通 (1，0) -有 向 图 。 理 由 古 根 据 定理 6.2, 任何 这 样 的 
实现 可 以 由 G, 中 通过 有 限 序 次 的 初等 (1，0)d- 不 变 变 换 得 到 。 这 
对 于 G, 显然 是 不 可 能 的 。 另 一 方面 ， 如 果 式 (6.38 b) 至 多 对 一 个 i 
是 适用 的 ， 则 对 这 一 集合 所 有 的 实现 都 没有 有 癌 回 路 (BROWNLEE 

DI 


回 


[1863]), CAF ASRS HE 6,66 fr 6.67), 

eE 6.14, VE {(a,, b)) ASLO ARA ay WE 
3h MEP ñr PAL IE B SS IEA ED ROG SETTE A) ás PEE 
£€4Xx—^4iü-l, 2, --. n)# min(a;, b)20, 

TEST, BERE, BEXT GBA x, FEL Amin 
[dt{x}, d-(xyJ><0 HERA — PTE OL, HEI 0j GSe AA 
ERTS MUTE G4 中 存在 边 (2， D, G, v), O DEIG2, 
由 于 G。 是 非 环 的 ， 节 点 u, idu v 都 是 不 同 的 ， 类 似 地 ， 所 有 节点 
y，j 和 2 ACRAS, MRA, v), GD, G, DMO, 2 
Aw. D, G, v), Cy, DAG, zy, 则 可 以 得 到 有 疝 图 Gi 
G, 是 来 自 G, 的 d- 不 变 ， 且 有 两 个 自 环 。 在 G, PRAAG Df 
(0j， 汪 来 转换 这 两 个 自 环 ， 则 可 以 得 到 有 向 图 G» G 是 来 自 G, 的 
4d- 不 安 ， 并 至 少 其 有 一 个 有 向 回路 和 没有 自 环 。 这 与 集合 的 所 有 无 
自 环 实 现 是 非 球 的 这 一 候 缀 相 矛 振 ， 因 此 条 件 是 必需 的 。 

充分 性 。 设 G 是 其 有 至 多 存在 一 个 节点 i, 使 miardr(i， 
COL 性 质 的 集合 的 一 个 无 自 环 实现 。 TREAT 1 的 有 向 
回路 至 少 含有 具有 min[dt(x), d-007]6 的 两 个 节点 x， 显 然 G。 
必定 起 非 环 和 多， 因此 条 件 是 充分 的 ， 

注意 ， 这 一 推论 不 能 保证 一 组 韭 负 整数 对 实现 为 节点 庶 对 的 一 
个 非 环 实现 的 在 在 性 。 它 只 不 过 表 支 这 -- 类 集合 的 韭 环 可 实现 的 特 
性 


$i 6.7， 考虑 图 6.1 的 (35，2)- 有 商 图 Gs,， 其 节 虚 度 对 的 对 应 
ET NEM 
datg), d^(i)]; i21, 2,3,4, 5} 

-(G, 2), (2, 3) (3 3), (1, 4 05, D} 
ERR RSME (p, O-A E, p<ço, BRA (3, 2)- 
有 向 图 G. 的 d- 不 变 。 如 果 集 合 满足 式 (6.4b) 和 (6.38 b) 中 给 出 的 
条 件 ， 这 问题 会 有 解 。 显 然 式 (6.38 DEWE, HARRER 
是 正 数 。 根 据 式 (6.5) 和 (6.6)， 式 (6.4b) 等 效 于 下 列 关系 式 ， 


-arie 


图 6.13 ERHET RRE i 图 6.14 WARSIH 


WEG. 0yd- PRU RE (3，2)- 有 有 向 图 的 a- HE 
FAHRER, 0A REE, c)-# BI 
G, AN 
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困 此 ， 存 在 一 个 可 以 实现 这 一 集合 的 强 连 通 (p，0)- 有 向 图 ， 在 加 
^44 中 示 出 了 一 个 这 样 的 实现 。 注意 ， 原 来 的 53，2)- 有 向 图 不 是 
强 连 通 的 ， 因 为 不 存在 从 节点 1 到 节点 5 的 有 向 路 径 ， 对 于 这 个 集 
合 可 以 得 到 了 的 最 小 值 是 2， 因为 在 例 6.2 中 曾 据 出 过 不 存在 实现 
这 一 集合 的 {1，0)- 有 向 图 ， 


$2. 对 称 (p，s)-~ 有 向 图 的 可 实现 性 


在 这 一 节 中 ,将 提出 实现 ~… 绸 1 个 尾 负 整数 对 为 n- 节 点 对 称 (Pp， 
s)- 有 向 图 的 节点 庭 对 的 必要 和 充分 条 件 ， 再 从 这 一 般 转 性 ,归纳 出 
HBL n rdi fa 92 foo a- 节 点 (无 向 ) 图 入 点 度 的 实现 条件。 

术语 “对 称 有 向 图 "在 前 医 已 有 定义 (定义 1.35), BE 
修正 -- 下 ， 或 许 应 当 使 用 一 个 不 同 的 名 称 ， 但 没有 发 现 有 此 必要 ， 
因为 只 需 修正 一 下 定义 ， 就 可 用 于 这 章 的 其 会 部 分 。 


定义 8.5, 对 称 (p，s)- 有 应 图 。 


如果 在 G, 中 对 于 每 条 边 介 ，j)， 部 存在 另 一 条 边 (j， 让 ， 因 而 
MPP. Wa. 站 = etj, DIARAET 6753, Aal, D 2eGX 
Be 2M), di. S-AR G 称 为 对 称 的 。 


Td 


所 次 tp，s) -有 有 向 图 的 对 称 子 略语 的 是 子 图 也 是 对 称 :p，s) -有 


m) Pg 


EFS SLE Og Be PY E bae ARE 
ib, Wak FE ae ITE. ERR, MEAN 
便 地 使 用 一 个 较 简 单 的 名 词 。 


定义 6.6，p，s)- 图 。 


一 个 对 称 (p，2 5)- 有 向 图 称 为 tp， s- — 4h Coo. co)- 图 
也 称 为 网 。 


2,1 存在 性 


为 了 使 给 定 集合 {Ca,， DO TRAA A Bi Ae E 
DR a=b., ETA ER e iE GO Bee (ad 来 代替 一 组 非 
ABB. 

Er 83- PATE A (p,si- 有 向 图 的 一 种 特殊 情况 来 处 理 有 一 个 
He. WG, 是 对 所 有 i 米 说 痢 是 一 个 实现 具有 a=b 的 集合 {ai， 
1)} 的 (tp，s) -有 次 图 。 对 保证 存在 (p，s)- 图 实现 米 说 ， 条 件 a= 
名 并 不 是 充分 的 。 例如， 不 容 在 来 白 长 度 为 3 的 有 向 加 路 的 a- 不 
BQ, 0)-A. 换言之 ，{p，s)- 图 的 可 实现 条 忻 不 仅仅 是 定理 6.1 
中 所 给 的 条 件 ， 以 及 对 所 有 S a=b, B. MEAR, Min 
的 限制 条 件 必 须 得 到 满足 。 

定理 6.4， 设 {Go)} 是 实现 给 定 可 实现 的 集合 {(a:，bi)} 所 有 可 
能 (P，0)- 有 向 图 前 集合 。 当 旦 仅 当 对 所 有 并 有 ab， 以 及 


Eae (6.39) 
ist 
则 在 {Gj} 中 存在 tp， 外- 图， 式 中 。 是 非 负 部 数 。 
抱 言 之 ， 定 理 说 明 如 果 集 合 可 实现 为 一 :Pp， 中 -有 向 图 的 节点 
度 对 ， 则 内 要 满足 定理 所 提出 的 条 外 ， 就 可 实现 为 (p， 人 0- 图 的 节 


ug 


AE, 

EM AE A BUTS, ERATA HERE BLED 
和 多， 将 在 下 -- 节 中 给 由 。 

BURNT $2.2 中 所 给 出 的 论证 ， 可 以 得 由 下 列 结论 (习题 
6.24), 

定理 6.5, BERMA IRRAD, -AIRIA 
朗 对 。 如 果 对 所 有 i 都 有 ab, MRE a ABR, 划 只 要 DA 
0， 这 集合 也 可 实现 为 (p，h)- 图 的 节点 谋 ， 而 如 果 P=D， 集 合 实 
AA (1, D-M, IEEE b RAMS Ge, 

根据 推论 6.8 AVAL 6.4， 可 以 得 出 下 面 结论 (习题 5.27)。 

推论 0.8. SAMAJOPTI-I, 2, ee. n=, nei, a> 
UARRA, 0)- Petr HH etu ERA cH 


Ya -2 ° (6.40 a) 
j=] 
起 中 6。 是非 负 整数 ， 以 及 
E {mialas (n—1)pl—-a,} 20 (6.40 b) 


isl 


X minra， les {amina (k—1)p]} (6.40 c) 
j=4 


Den 
cx k=l 2, «+, 2-1, ELE PEE p= co， 就 可 以 
得 到 SENIOR[ 1951 p] 的 基本 定理 。 

推论 6.16, Aa) GET i=1, 2; +++, n-i, acea) f 
KAA A tt E y Pa BE D SERT TC AE AC VERE 


Pasze (5.112) 
LESS 
Yamia (5.41 b} 
i=l 


. 476. 


AF e 是 非 负 整数 并 有 n2, 

WEB]. 对 于 n, k22. Aish (8.40 b) 和 (6.40 6) 总 是 满足 的 。 
对 于 上 二 1， 立 即 可 以 得 出 式 (6.41 b), 

推论 6.17, MAM OF ae, KA (a) EAN 
虚度 。 

这 推论 的 证 明 是 简单 的 ， 因 而 细节 留 作 练习 (2] 题 65.30) 。 

推论 6.18. 集合 {fa} (对 于 IL 1,2, «5, n—1, aai) RES 
现 为 (1，0)- 图 的 节点 度 的 必要 和 充分 条 件 是 


并 wa。 (5.422) 
A 
ARF k=1, 2, 5, n, n2>2 时 


Liat ai (6.42b) 
i=l dad 

Ap e PEREZ a 是 式 (6.24) 中 所 定义 的 (对 于 式 6.42 b) 的 
等 效 条 件 ， 参 见习 题 6.35 和 6.47)。 

推论 可 以 直接 根据 定理 6.4 和 推论 6.7 得 出 。 

对 于 这 个 问题 的 另 一 个 关于 存在 性 的 解答 是 由 HAVEL[1955] 
和 HAKIMIE1982] 给 出 的 ， 其 定理 在 性 质 上 是 迭代 的 , 因而 能 用 于 
构成 具有 所 规定 诬 的 (1，0)- 图 的 算法 。 我 们 首先 给 出 一 个 引 理 ， 
然后 证 明 其 结论 。 

对 于 一 给 定 的 图 G， 用 di 来 表 翅 号 的 节点 i ABE. 

引 理 6.10, 假设 有 一 na- 节点 (1，0) -图 G ， 共 中 如 果 有 必要 ， 
可 以 改变 其 节点 标号 ， 使 对 于 i=1，2,，…，n 一 1, n 之 2, 有 
doda, 则 存在 (1,，0)- 图 G,，G; BRA G 的 d- 不 变 ， 并 
RAW, x)(x=2, 3, 5, da r1) 都 在 Gi 中 的 性 质 。 

WEB], 在 G 中 对 于 所 有 i UR dosni, RVEGHTAR 
以 及 Vs。 是 由 从 2 到 day tl 的 节点 所 组 成 的 V 的 子 集 。 如 果 边 《1， 
x)(x€ Ve) 都 在 G 中 ， 则 不 成 问题 。 假 定 (1, Y) C V。) 不 在 G 中 ， 


140) 


MELY -Ya) 中 存在 一 节点 2， 从 而 (3, ORG. AF dy> 
dx， 不 难看 到 ， 在 中 存在 一 节点 wows), EO, y) 在 G 中 ， 
B(w, DREGE, HG HAURAAC, yoncw, DPRD, 
YOM, z), MIURA, 0-88 G,, G, 是 来 直 台 的 d- 不 变 , 以 
及 具有 Gs 中 边民 ，x) txEV。) 的 数目 比 在 G 中 多 1， 重 复 这 个 过 
程 , 景 后 形成 (1, 0 -图 G.， 其 中 节点 1 具有 所 要 求 的 性 质 ， 这 样 堆 
论证 毕 。 

在 以 上 引 理 中 得 到 的 图 G, 可 以 认为 是 (1，0)- 图 G 的 范式 ， 因 
此 每 个 (1，0)- 峰 可 以 遂 过 有 有 限 序 次 的 窑 等 {1，0)d- 不 变 变 换 而 变 
BOSSES. 

3326.6, Rafa MM Fia1, 2, ---, n—1; n22, # am 
a) PRM, 0) BATA Re Be RII oa, 
以 及 其 变型 集合 

(25-1, &£—1, «Aul, Bau, toes a (6.43) 
可 实现 为 (1，0)- 图 的 节点 度 。 

证 明 ， 必要 性 。 设 G 是 实现 案 合 的 (1，90)- 图 ， 由 于 在 G 的 节 
点 上 至 多 有 n 一 1 个 边关 联 ， 由 a; 不 可 能 超过 n 一 1。 根 据 引 理 
6.10, BEM, 0)- WG, "EXE B Gb AAR, PRAWU, x) 
(x22, 3, +++, do DREG HIER. 因此， 移 去 节点 1 以 
RSXTRBRSW HA, HAUG RATE RA BEA (o. 3X 
Bue, 0)-Bl. 

充分 性 。 如 果 集 合 (5.43) 式 可 实现 为 (1，0)- 图 的 池上 由 度 , 则 通 
过 添加 一 新 节点 y 以 及 在 》 和 认为 as -1，aa 一 1，……， azn GK 
里 2= 引 ) 的 节点 之 问 添加 连接 边 ， 可 以 构成 新 的 (1，6) -图 。 显然 
G 是 集合 Tai 的 一 种 实现 。 定 理 证 坐 。 

除了 在 式 (6.42) 和 56,43) 中 提 引 的 全 部 特 狂 外 ， 为 了 集 台 是 可 
HH, DRERGOMRRHKEVERE, BPE 
WT LAMA REACT, — PTCA BEST C. 42 5b) 或 (6.43) 外 的 更 复 
染 的 检验 。 这 样 集合 是 否 可 实现 的 问题 可 以 更 快 得 到 答案 ， 我 们 来 

dne 


讨论 最 初 由 BEHZAD 和 CHARTRAND[1967] tiii Adi. 
定理 6.7, 不 存 站 没有 两 个 节点 具有 析 同 谋 的 (1，0)- 图 。 
证 明 : 设 G 是 一 个 -节点 (1，0)- 图 ， 其 中 对 于 i 二 1,，2,，…， 
5-1, n22, 有 do>d urb。 如 果 没 有 两 个 节点 县 有 相同 度 ， 
KAF Sidusa, MMM Ti=1, 2, O, n， 有 da=n—_ 
j, 但是， 这 意味 着 1 JE Laya EO, DaS, 3,8 
aa) 部 在 G 中 ， 这 显然 是 不 可 能 的 ， 因 此 没有 这 拌 的 (1，0) -图 G 存 
在 。 
由 于 没有 不 同 的 非 负 整 数 序列 可 以 实现 ， 我 们 考虑 那些 只 有 两 
个 整数 相等 的 序列 。 
推论 6.19， 设 6 是 明确 只 有 两 个 节点 具有 相同 度 的 -节点 
(1, 站 -图 in 之 3)， 那 么 G 或 考 只 有 一 个 节点 具有 度 为 9 一 1， 或 者 
只 有 一 个 节点 的 度 为 零 。 
证 明 ， 由 十 所 有 的 度 都 处 于 nn 个 整数 0，1、，……*，n 一 1 之 中 ， 
则 GG 的 节点 府 取 除了 其 中 一 个 以 外 的 所 有 这 些 值 。 四 此 ， 至 少 9 和 
1 一 1 之 一 是 G 的 一 个 节 虚 的 度 。 如 某 避 有 两 个 府 为 0 或 度 为 n 一 1 
的 节点 ,那么 出 去 其 中 一 个 节点 及 与 其 相关 联 的 边 ( 如 昌 它 们 存在 )， 
结果 形成 具有 所 有 节点 度 都 不 同 的 【1，0》 岁 。 这 是 与 定理 6.7 相 
duds. JEDE. G 不 可 能 同时 含有 一 个 底 为 0 的 节点 。 准 论证 
A. 
例 6.8， 作 出 实现 以 下 集合 的 (2，0)- 图 : 
fay i=1, 2, 3, 2, 35}--{5, 4, 4, 3, 2} 
HPBRAA AMV IFA, dui 6.15, 问题 有 一 个 解答 ， 
(6.402), 5-4 448 2—2:9 
(6.405), 00000220 
(6.466), 2424242-32:3- 29—8 
4+3+2= 2+(4—2)=5 
8*2-52(5—4) (4—4) + (4—4)=1 
227(5—8) + (4—4) + (4—4) + (38—8)—0 


图 6.15 是 一 个 (3，0;- 图 的 实 跷 .通过 ti- 不 变 变 换 , 可 以 变换 为 (2， 
六- 图 。 由 于 a 大 于 4( 一 n 一 1)， 则 不 窑 在 来 自 图 6,15 的 d- 不 变 
G, 0-Ri, 因此， 对 于 其 有 s=0 的 集合 , p=2 是 可 以 得 出 的 最 小 
Ex. 

REMER a, az, a, 和 as 中 都 三 去 i， 得 到 一 个 新 的 集合 ， 

{bis 1-=1, 2, 3, 4, 5). (4, 4, 3, 2, 1] 

由 于 推论 6.19 dr AS pL EOS AC =n 一 1) 集 合 不 可 能 实现 为 (1， 
0)- 图 的 节点 度 。 悍 是 ， 存 在 实现 集合 的 (2，0) -图 ， 因 为 条 件 式 
(6.40) 对 p=2 是 适用 的 《有关 结论 , BIH 6.45, 6.54, 6.56 
6.63), 

Bi 6.9. 考虑 -集合 


fai; i=1, 2, 8, 4, 5) - (4, 4, 3, 3, 2) 


Pop ee CB ERR TIERE PH, BOR EEE ESR dh AH IS 
(1, 0-Rj. 

WVBR (6.24), XT i=l, 2, 3, 4, 5, sR fS ac -*at， 条 件 式 
《4.42) 是 明显 注 是 的 。 因 此 存在 实现 这 一 集合 的 【1，0) -图 。 利 用 
定理 6,6 中 所 概述 的 方法 来 构成 (1，0) - 医 ， 在 油 次 相继 变换 之 后 ， 
对 应 的 变型 集合 是 13，2，2，1} 和 {1，1，0， 集 合 {TL，1， 全 可 以 
很 容易 地 实现 为 一 条 边 和 一 个 孤立 间 点 (图 6.16 ha, OA 


图 6.15 《3，0)- 图 的 实现 8.16 GIM 6.6 中 
所 六 的 巡 代 法 来 实现 (1，0)- 图 


HUE 


5) 所 组 成 的 图 的 让 点 底 。 RA Pai I t CREER 2) 和 和 三 
条 边 ， 可 以 得 到 集合 i3，2，2，1} 的 实现 ( 料 线 和 虚线 ) MA, tn 
果 芯 加 另 一 个 节点 (车 点 DIE NAD, 则 得 到 原来 集合 所 要 求 
的 一 种 实现 。 显 然 ， 这 种 方法 .一 盘 来 说 是 有 效 的 。 


2.2 可 实现 性 


在 这 一 节 中 将 给 出 定理 6.4 的 充分 性 证 明 ， 证 明 的 过 程 实质 上 
是 构造 过 程 ， 因 而 可 以 用 过 从 给 时 满足 定理 中 所 述 约 束 繁 件 的 (Pp; 
0)- 有 向 图 产生 (p，0)- 图 。 

EG 是 集合 {Ca;，b,)} 实 现 的 (Pp，0)- 有 向 图 ， 其 中 对 所 有 i, 
asb, 以 及 于 ?i& PR. Vk G: 是 G。 的 最 大 对 称 子 图 ， 考虑 
一 Gs， 并 假定 po, 

引 理 6.11, 如果 边 (i，j) 在 G: 一 Ge 中， 则 GiGi 中 在 在 一 
SEES 的 闭合 有 向 边 列 。 

UND. 类 节点 i 开始 找 一 条 有 向 边 列 ， 在 经 过 边 (i, Dk A 
可 能 继续 找 下 去 ， 条 件 是 这 一 边 列 总 是 通过 Ga 一 G: 的 一 条 新 边 。 
由 于 在 台 , 一 Ga 中 的 每 个 节点 上 上， 有 dk)=d (kr)， 因 此 这 一 过 
程 只 能 是 最 后 同 到 i 结束 。 只 而 引 理 证 毕 。 

引 理 6.12, 在 Gs 一 Ga 中， 如 果 存 在 -一 个 长 度 为 2 k(QCR2)08 
闭 汪 有 向 边 列 ， 则 存在 一 个 (p，0)- 有 向 图 Gi: 它 是 来 自 G 的 d- 
AS, WH G; 是 G, 的 最 大 对 称 子 图 的 真子 图 。 

证 明 ， 设 这 一 闭合 有 向 边 列 是 

Qala, i) UY, UU is h) (6.44) 
在 G, 中 对 于 t=1, 2, 0s E, HHTJRBCLa i ORRU Ga- 
LORS CRE inn ORE RO, OANA, Ae 
SER, 

引 理 6.13, 4E G,— Gi rp, WRG HO 是 底 为 奇数 的 两 条 
边 不 相 接 曾 台 有 点 边 列 ， 它 们 中 至 少 有 一 个 节点 是 公共 的 , ME 
QU Q, 中 存在 长 度 为 偶数 的 闭合 有 向 边 列 。 


um 


根据 引 理 6.11, 6.12 和 1.13， 显 然 存 在 这 梯 一 个 (p，0) -有 
HEG CERS G 的 d- 不 变 ， 并 具有 如 下 的 性 质 ， 如 果 Gi 是 
G, 的 医大 对 称 子 图 , 则 Gs 一 Gi BC Oe aa T RRRS 


合 有 向 近 列 所 组 成 。 hq Ya ERS, Ob PUE EE 是 个 


数 。 将 用 这 些 论据 来 导出 下 面 的 车 
引 理 8.14, #G,—G; rh, WO, MO, 是 两 条 闭合 有 向 边 列 。 
MRE G PERG, o Ea 和 jE QO;， 册 存在 (p, 0}- 有 
向 图 Gs， 它 取 自 Gi 的 d- 不 变 ， 并 共有 G; 中 长 度 为 2 的 有 向 回路 
数目 至 少 比 在 G, 中 大 于 3 的 人 性质。 
TER. BE 
Qs Cis iDUCG tC Usa, i) (6.45 a) 
Q= (jo de) U Cie ji)U U Gras h) (6.455) 


式 中 u,v 之 2。 为 了 方便 起 见 , Rigi 和 i=j. dE G, PAR 
n, inc BRM S, aD tl, 2, «0, ud), JB bu 
Bs. hb): MiiGe ja- DPR o hes Gh Ze 
v=); BRRR Go ja EROR Go i). BL e—iA 
要 求 性 质 的 (p，0- 有 向 图 G., AMERA, WRU, DIE Gp. 
Wi, DEGH, MEIRE, 

引 理 6.15, 如果 在 引 理 6.14 中 的 G, HAF EW (i, j), i€Q. 
和 jEQ:， 引 理 6.14 中 所 描述 的 结论 仍然 成 立 。 

TE, FREG, DO eB, DA Qh, jo 的 
Jm, J (G, EAM (h, 1)€0, FU" KEI SOS EE 
省 有 向 边 列 ， 因 此 根据 引 理 6.12， 这 一 引 理 立即 得 出 。 

根据 引 理 6.14 105.15, PLE G,—G; 由 偶数 条 节点 不 相 过 的 
闲 含 有 向 边 列 所 组 成 的 情况 ， 显 然 存 在 一 个 取 自 (Pp，0)- 有 商 图 G. 
的 4- 不 变 的 对 称 (p，0)- 有 向 加， 这 就 完成 了 定理 6.4 的 证 明 。 

例 6.10. Sin 6.17 所 示 的 (2，0)- 有 向 图 Ge， 由 子 对 于 


we 


i=l, 2, 0, 8, 08 d* C) S OLARE OERA, uat 
定理 6.4， 存 在 一 个 取 自 G, 的 4- 不 变 的 对 称 (2, 0)- 有 向 图 。 利 用 
以 上 引 理 申 所 述 的 方法 ， 不 淮 分 解 G4 为 一 组 由 最 大 对 称 子 图 Gi 和 
某 些 闭合 有 向 边 列 Q, 组 成 的 边 不 相 接 子 图 。. 一 种 这 样 的 分 解 加 下 ， 
Oi-abfghi; Q,-:edg, Q:=cprjmskn m Q, =tuv, Æ G, 中 如 果 


图 6.1” sedi. 0)-3Hi0(2, D-AAE 


移动 9; 的 边 c:，r，m 和 &k 到 如 图 6.18 eRe EE, 
则 产生 取 自 G. 的 4- 不 变 的 (2，0)- 有 疝 图 。 由 于 Qum Qi 的 长 度 
都 为 奇数 ， 则 在 G, 中 通过 初等 (2，t9d- 不 变 变 换 将 产生 长 度 为 6 
HAG trt n], WA 6.18 所 示 。 最 后 ， 如 果 在 图 5.18 P HH2 


图 6.18 从 图 6.17 h ñiy s (2, Odea Re OTR D (2, 
D-AIA 
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图 6.19 取 自 图 6.17 的 (2，0)- 有 疝 图 的 4- 不 变 的 (1，0)- 图 
G, 2), 7, DAU, DERA e=(4, 2), q={5, 9AM t=(7, 
8)， 则 得 到 对 称 (2，0)~ 有 向 图 ， 或 者 简单 地 如 图 6.19 所 示 的 (2， 
0)- 图 。 实际 上 ， 图 6.19 的 图 是 一 个 (1，0) 图 。 


2.3 连通 图 、 可 分 网 和 不 可 分 图 的 可 实现 性 

在 这 一 节 中 将 讨论 一 组 非 负 整数 实现 为 连通 (Pp，s)- 图 ， 可 分 
图 和 不 可 分 图 的 节 虚 度 ， 其 中 可 分 图 和 不 可 分 图 的 论述 来 自 
HAKIMI[1962] 的 研究 成 果 。 

定理 68.8， 当 且 仅 当 半 所 有 LR, RAR AW AA pd 
haeo 的 (p，s) -图 前 节点 度 以 及 


Pasea) (6.46) 
in 


WUE & {a,} nz 2) FALE GR (ps. 5) - Eft h A Be, 

定理 的 证 明 类 似 于 定理 6,3 的 证 明 , 因 而 留 作 练习 (习题 6.34) 。 
在 定理 6,8 以 及 推论 6.16 和 6.17 的 启示 下 ， 可 以 很 容易 建立 下 面 
两 个 推论 ， 它 们 首先 是 由 SENIOR[1951 p] 提 出 的 。 

推论 6.20, 集合 {a} (a Daan i= 1, 2, ^7, n—1, n22) 
af S: BLA FG HRB Hs Pe RO WON DE ROS SEITE Zr A PE A a, VA 
K 


IE 


Yola =2e (6.47 a) 


is] 
Dine? me, n—1) (6.475) 

式 中 。 是 正 整 孝 (参见 习题 6.40 816.41). 

PEI 6-21， 集 合 {a} 可 实现 为 连通 图 的 节点 底 的 必要 和 充分 
条 件 是 对 所 有 的 i 来 说 ， 有 ass0， 以 及 整数 a 之 和 是 偶数 ， 并且 
不 小 于 2 (n—1), 

因此 ， 根 据 推论 6.16，6.20 和 5.21， 可 以 得 出 如 下 结论 ， 对 
于 一 个 给 定 的 集合 ， 如 果 连 遂 图 类 的 实现 和 无 身 环 图 类 的 实现 都 不 
是 空 类 ， 则 它们 的 交 不 可 能 悬空 集 、 

推论 6.22， 当 且 仪 当 对 所 有 i, a0, DAR Eana, = 2(n - 
让 ， 则 集合 {2} 可 实现 为 树 的 节点 度 。 

定理 6.9, HA (Gb (对 于 i=1，2，-…，n 一 1，n>2) 可 实现 
为 没有 自 环 的 不 可 分 图 的 节点 度 ， 其 必要 和 充分 条 储 是 对 于 所 有 的 
i, Hai, AR 


$is-28 (6.48 a} 
i=] 
Siase2in+a,—2) (8.48 b) 
di 


Ah e 是 正 整 数 ， 

证 明 。 只 和 需 证 明 式 (6.48 b) 是 必要 的 ,其它 条 件 是 不 言 而 喻 的 。 
设 G 是 集合 的 不 可 分 图 实现 ， 并 竣 G, 是 从 GG 中 通 寺 移 去 度 为 ai 的 
节点 和 在 这 点 上 站 关联 的 所 有 这 所 得 的 图 ， MAF G, 的 节点 i 有 


YuQeYa-i ay (6.49) 
er] m 


如 果 式 (6.48 ABE, MARC. sab 2(0—2). d iie ie 
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6.21， 这 就 意味 着 G 是 不 连通 的 。 换 言 之 , 移 去 的 节点 是 割 点 ( 定 
义工 18)， 因 而 图 县 可 分 的 ， 这 与 假 谈 是 矛盾 的 。 

为 了 证 明 充分 处 ， 考 虚 一 压 负 整数 c =a, 20 n 的 集合 
Ted ,可 以 看 到 集合 {c} 可 实现 为 无 自 球 图 的 池 点 许 , 应 用 推论 6.16， 
有 


Dic, = a 2n22(a.—2) = o 

Vi; du M 
等 式 右边 是 根据 式 (6.48 bH, EX SEXUM G, KAR, 如 果 
在 G; 中 添加 一 个 长 度 为 n 的 Hamilton 问 路 ， 则 可 得 到 X BLE 
全 ta 的 无 自 环 图 台 。 由 于 图 含有 了 amitton ER, 所 以 G 也 是 不 
可 分 的 ， 定理 证 毕 。 

定理 8.10, G4 HEIL] (n223) 可 实现 为 无 自 环 韦 通 图 
的 节点 度 ， 以 及 满足 下 到 三 个 条 件 的 任 一 个 

(D AnEna-3, DR aiDan Wa Sa +a 

Gü) WR asa, Mefa ppa cA a, aia. 

Gi) dE n2, ideo PER aj, 8x2. 

则 集合 区 实现 为 无 自 环 的 可 分 连通 图 的 节点 许 。 

TE, 对 于 条 件 人 和 fi 的 证 明 是 简单 的 ， 因 而 细节 留 作 式 习 
【习题 6.36)， 下 面 仅 证 明 3>4 的 情况 。 

由 于 每 个 节点 的 度 都 为 2 的 连通 图 是 一 个 朵 路 ， 而 问 路 是 不 可 
分 图 ， 条 件 (iii 的 必要 性 就 立刻 得 和 证。 为 了 证 胃 充 分 性 ， 需 考虑 两 
种 情况 ， 

情况 1. mca. n4, Ba EE E Fa 
2, W2,-23an. BI RAR 2, az as fan, as as cs 
a. BER. BART S ASW AV 6.20 AY, AR EIT 
BU k: p BRE h a Be. p Ro ER s a 
各 在 一 起 ， 就 可 以 得 到 实现 {ai} 的 可 分 且 无 自 环 的 连通 图 。 现 假定 
a, 是 奇数 ， 那 么 1 必定 是 偶数 ， 而 且 asl, 因为 如 果 不 是 这 样 ， 

+ 


推论 6.20 (HAAR ARATE, Ub ay 2a, E SHER 
3E. as a Alay, ay as oe, a. BURP. 可 以 
得 到 实现 a Y AT o> BLE E PRI BE 

情况 2. HREM F isi, 2, o0, n—1, fala 以 及 ae 
3。， 考 讶 两 个 整数 集 avs a, Klaran), az 8s uas 第 一 个 
集 信 显然 可 实现 为 无 自 率 连通 图 的 让 点 谋 。 为 了 证 明 第 二 个 集合 满 
是 推论 6.20， 观 察 下 列 式 子 ， 


E 


laca = aya 


isi ini 


" 
22 max[a,, n—1, 8;28,, oa- a, 


=2max ë —a,. n—a,—1, EMI 
zz2max(a,—a,, n—2, 42) 


在 第 二 行 中 已 利 甩 {ai} 满足 式 (6,47 by 的 条 件 ， 因此 存在 实现 这 两 
个 给 定 集合 的 无 自 吧 连 通 图 。 设 这 些 图 是 G, MG, 如 果 把 G. 的 
一 个 节点 秋 在 对 应 于 整数 a1 一 a, 的 G 的 节点 上 ， 则 可 得 到 实现 原 
集合 所 要 求 的 图 ， 定 型 证 毕 。 

Bi 6.11. 构 作 一 无 家 环 的 可 分 连通 图 ， 要 求 它 是 如 图 6.16 Br 
REAR 4- 不 变 。 由 子 氛 给 定 医 的 度 庙 足 于 定理 6.10 PME 
条 件 ， 本 题 有 解 ， 利用 定理 6.10 的 证 明 中 所 述 的 方法 ， 考虑 整数 
集 2，2 及 2，4，3，3， 这 些 集 合 可 实现 为 (3，0)- 图 的 节点 度 , 如 
图 6.20 中 虚线 和 实 线 记 示 ， 将 度 为 3 前 对 应 节点 登 在 一 起, 便 得 到 
所 要 求 的 实现 。 

其 次 考虑 下 面 的 整数 集 ， 

fau i=1, 2, co 8}={5, 4, 4, 3, 3, 3, 2, 2) 
BRIA BENI A TAA, EB XERI 6.9 的 所 有 要 求 ， 
这 问题 是 可 解 的 。 利 用 定理 6.9 的 证 明 中 所 述 的 方 活 ， 考 号 集合 


ur 


13, 2, 2, 1, 1, 1, 0, 06,1, EAE AREA BSEDDECO, o- 
ERRARE dal 6.21 p RAUS. MIR CEI ERR NEC 8 
的 Hamilton BURGER), MAAR fg cL 


图 6.20 RRG 的 -不 变 的 而 图 6.21 不 可 分 
分 连通 习 [2，0)- 图 [I 


§ 8. 无 自 环 图 的 唯一 可 实现 性 


在 这 一 节 中 ， 将 研究 一 组 非 抽 整数 为 图 或 无 自 环 连 甫 图 的 节点 
度 的 唯一 实现 问题 。 这 问题 在 结构 有 机 化 学 中 是 有 相当 意 广 的 〈 例 
如 参见 SENIOR[1951 a]), 首先 是 由 SENIOR[1954 b] 对 连通 图 作 
TAS, FG HAKIMI [1963] 得 出 了 对 任何 图 的 解 。 BABLER 
[1953] 用 不 同方 靶 也 独立 得 出 了 这 些 解 。 在 此 ， 我 们 采用 HAKIMI 
的 观点 。 

我 们 将 两 个 同 构图 G 和 G 看 成 是 等 同 的 ,并 写成 G, = G:。 所 谓 
一 组 非 负 整 数 的 唯一 实现 指 的 是 集合 的 全 部 实现 (如 果 它 们 存在 ) 是 
处 于 同 构 范 围 肉 的。 面临 这 问题 有 两 个 困难 ， 首 先 不 容易 汶 察 两 个 
无 标号 的 图 是 否 同 构 ， 其 次 ， 一 个 容许 有 一 初等 《s2>，0)d- 不 变 变 
换 的 图 ， 不 一 定 证 明 它 不 能 是 一 非 负 整数 集 的 唯一 实现 。 因 此 必须 
利用 图 中 产生 基本 变换 的 那些 初等 (co，0) 4- 不 变 变换 ， 例 如 ， 增 
加 或 碱 少 具有 最 大 长 度 的 路 径 或 回路 的 长 度 ， 增 加 或 减少 并 联 这 的 


+ 488 


RARSS. 
除非 另 有 红 明 ， 在 整个 这 一 划 中 ， 图 指 的 是 无 自 环 图 。 


8.1 初步 考虑 


对 一 给 定 的 图 G ， 设 {G} 古 取 自 G 的 3- 不 变 的 所 厅 这 通 图 的 集 
合 。 我 们 将 要 讨论 在 什么 条 件 下 ， 在 {fG)} 中 存在 一 个 图 G.， 使 得 
GG,。 为 此 ， 我 们 求助 于 定理 6.2， 它 是 这 样 讲 的 ，{G} 的 任 一 
元 素 都 可 以 从 其 它 任 一 元 素 通过 有 限 序 次 的 牢 等 (5 ，0) d- 不 变 变 
狂 得 到 。 旬 是 ， 主 要 困难 是 必须 只 选择 不 玻 坏 图 的 连通 性 的 那些 变 
B. 

引 理 p.18, HF aR GOES Uk ERS 的 节点 
数 ， 只 要 下 面 丽 个 条 件 中 的 任意 一 个 得到 满足 ， 

(i) 4SYK<n 一 2， 

Gü =3， 以 及 三 个 最 高 节点 度 不 具有 同一 值 。 

则 在 {G} 中 存在 一 连通 图 G, E GSG, 
EM, GD 在 G 申 设 

Py, WUC. Us UG, Dog», (6,50) 
#— f KEHEBMUA. WREGHHE-TS Pu 中 节点 不 同 的 
"x. Gi d(z) 关 1 以 及 oot. ME GP, 中 存在 一 条 路 径 (7i， 
YAU t)(2xz«q—1). REORG, tf (t, yD 在 
fi, nM t), MEG HAEA GS GAG, 
AAG 含有 长 度 >g+1l 的 路 径 。 另 一 方面 ， 如 果 在 台中 不 存在 这 
BOTA x, TURE It ARES? 的 所 有 节点 都 含 于 Pu 中 。 
PRE E<n 一 2， 则 在 P, HEDRE AEDS 的 节点 。 不 


kaate Roe (1w hias D ) 是 这 样 的 一 个 节点 ,对 于 其 它 


Wen, DUE Pi, AAT AS ER eae i 开始, AF dle, 
WEE P UH RB PAA v. E, EGE, AR 
wil, WH GM G rh it ADB (v, -AC 6) MED (v, 


athe 


tH, LBA. AUR w 1. RIO EN GEE 
(v, tos (ta ts (i, toss. Goose, 6), (tao 
LOG, vB s ta) SPADE, BR G. 和 G, 都 在 {G} 中 。 由 于 
在 G; XO ped 222 的 节点 邻接 节 点 局， 并 由于 至 多 只 有 
两 个 度 之 2 HEARE OPERIS, JAMA GG, 或 Ga。 

Gi) EGE k-3 BL IA SORS P. 是 G 中 最 大 长 度 
前 路 径 ， 于 是 4=3， WEARS? 的 节点 都 在 了 ;中 。 报 据 假设 ， 
RREME TRE dAl) MRE HRUG, AG, 
WEPBRAG WAGs t) MEC HALARE A G., 
使 得 OO, ZEE, 

引 理 8.17， 设 G 是 一 连 送 图 ， 其 中 合 帮 一 企 长 度 至 消 为 4 的 
回路 ， 如 果 在 G 中 存在 一 个 度 半 2 的 节点 ， 则 在 {G} 站 存在 连通 图 
G, EGG, 

EN. SESSA, 

情况 1. GRE AR, Q L E G'hE EEUU. RE 
假设 ， 在 G-L 中 看 在 一 条 与 工 的 当 点 JARRU, j, WRA 
点 让 不 在 工 中 ， 可 以 考虑 工 揭 边 Cj，k) 和 (&，u)。 如 果 在 台中 用 边 
G DMG, WRALG, DAK, u), APG 在 节点 j 和 k 之 间 
有 两 条 并 联 边 ， 则 在 {G} 中 会 产生 新 图 O., BAG ASG, 如 果 节 点 
(BELT, ALPERT LAG, ) 形成 的 两 个 不 同 回路 
AUG, OMU w, REEDS, DMG WAG, DA 
(k，uj， 可 以 构造 fTG} 中 的 新 图 G. hT Gs 具有 一 对 并 联 边 ， 则 
QG, 

情况 2，G 含 有 某 些 并 联 边 ， 设 并 联 边 的 最 大 数 是 连接 在 池 点 
i 和 j 之 间 的 P(P>1)， 即 ali, 中 =P 了 。 设 工 是 G 中 最 大 长 讼 的 区 
路 ， 需 要 考虑 下 列 四 种 附加 情况 

G) GEL. RVG Dé T Gp BK Eso PHT 
Rete. BRL Melk, uy, XXE ICROCR IHE LADO, HFL 
Sexe 4, RRA. BG AG HUA (i, w)du 
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G, KEAN, DAK, WAP, mG Æ (6) 中 。 如 果 
Gi=G, WEG HAE. WAG, KO, EKA, # L 
ROG, VEN. w), AE vAej. wai, WRG RAGE (v, w 和 
G, DEBLU, WANG, w), WEIGHT Go, 它 包 含 边 (i， 
j), FA al, D-P-1. ME G:sG。 

Gi) G, DAIEL BR i 和 j 在 L 中 ， 这 类 似 于 情况 1， 因此 
这 里 略 去 证 明 。 

Gi 节点 1 和 上 都 不 在 L 中， 涉及 工 的 边 和 (i, j) 的 一 个 简单 
变换 会 在 {G} 中 产生 图 G., 其 中 节 人 长 度 的 回路 至 少 比 工 多 含有 五 
LM 

Gv) TEL BIB j dE Lrp, 通过 如 情况 1 和 情况 2 CO 中 所 
概述 的 类 似 方 洁 ， 可 以 证 明 这 种 情 沉 。 证 明 的 细节 留 作为 综 习 CH 
题 6.37)。 

引 理 6.18， 设 G 是 含有 最大 长 度 回 路 工 的 连通 图 ， 如 果 有 一 
条 不 与 工交 任何 节点 胡 关 联 的 边 ， 则 在 {G} 中 存在 连通 图 G,， 佛 得 
G.xG, 


3.2 连通 图 的 唯一 实现 性 

在 这 -- 节 中 ， 将 讨论 一 组 非 负 整数 能 实现 为 一 个 且 仅 有 一 个 天 
自 环 连通 图 的 市 点 度 的 必 枝 和 充分 条 件 。 

定理 6.11, EC HEB (RO OP ds 1, 2, tts n—1,0>2) 
可 实现 为 无 自称 过 通 图 的 节点 度 ， 则 当 且 仅 当 集合 的 整数 至 少 请 中 
下 列 条 件 之 一 时 ， 


(1) n3 (8.51 a} 
(2) sl: 一 2 (6.51b) 
(3 n=3 ai AR 2177a,72,771 (6.31 c) 
(4) n=4 D.K aa, >a,—1 (6.516) 
(5) a,—a,+as+ +a, (6,516) 
(8) a,— (n—1)a,—2, a,72,—8, LAR n3 (6.51 f) 


2491-4 


G) gs 二 1 以 及 n>; (8.818) 
则 实现 为 无 自 环 的 连通 图 是 唯一 的 。 
证 明 ， 由 于 集合 {4,} 是 可 实现 的 . 条 件 (2) 完 全 等 效 于 下 列 两 个 
条 件 的 任 一 个 (习题 6.38). 
a=a,=2 (8.52) 


3a-2(n—1)]R aidaa, n3 (6.525) 

同样 ， 条 件 (3) 等 效 生 
Xs: ara pa =1 (6.53) 

inl 


必要 性 : UGAAA di) cai (=L, 2, ++. n) 的 集合 的 连 
通 图 实现 ， 则 根据 推论 6.20 有 


3aÓ2max(n, n—1) (6.54) 
pe] 


HE GRIER, SHOR, 

情况 1，G 不 含有 回路 ， 则 G 必 定 是 树 , W k AERE HA, 
如 果 k 一 ] ， 则 节点 度 必 定 满足 条 件 (5)。 邵 果 雪 二 2， 风 市 虚度 必定 
WERFT WR E38, AR 81 二 as， 则 满足 式 (5.53)， 这 等 效 于 
AIEO), AUR kX 一 n 一 2， 则 很 据 推论 6.22， 节 虚 康 必定 满足 式 
(6.52 b)， 这 是 条 件 (2) 对 于 树 的 特殊 鲁 况 。 由 于 上 Sn 一 2， 从 而 
根据 引 理 5-36， 对 于 上 的 所 有 其 它 可 能 性 都 不 可 能 丰 礁 一 实现 。 

情况 2, GRARAKIEN 2 的 问 路 。 设 工 是 G 中 最 大 长 讼 的 
回路 ， 以 及 i 和 j 是 工 的 起 点 ， 则 很 据 引 理 6,18，G 的 每 条 边 (u, 
Y) 或 者 与 节点 i 或 者 与 节点 j 相 关联 。 如 果 除 i 和 j 之 外 所 有 节点 
都 是 万 为 1， 则 满足 条 件 (?7)。 另 一 方面 ， 如 果 存 在 度 写 2 的 节点 
w 寺 i 站, 则 与 相关 联 的 所 有 边 必 定 全 部 与 i 或 了 相关 联 ,都 不 能 
与 二 者 都 禄 关联 ， 否 由 台 将 含有 长 度 为 3 HE. WRI, DE 
Gh, PRIE S.18, (x, D(x3j, u) 处 可 能 在 G 中 ， 这 就 证 
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SMR ACh (5), Bebb. tu Ca, D ORAR ZER 
y. 

情况 8，G 含 有 最 大 长 度 为 3 的 回路 , UE L- 0, DUG, WU 
(k, ) 是 G 的 一 个 区 路 ， 则 根据 引 理 6.18，G 的 每 条 边 必 定 与 工 的 
一 个 节点 相关 联 。 假 定 与 节点 i 相关 联 的 非 司 路 边 数 至 少 局 与 节点 
1 或 首相 关联 的 一 样 估 。 此 外 ， 可 以 假定 如 果 (u，Y) (ui,j,k) 
在 G 中 ， 则 G 中 不 存在 C, y> KA, y) ci, j, k, u, 
以 及 y 所 v)， 因 为 如 果 不 是 这 样 ， 则 通过 一 初等 (co，0) d- 不 变 变 
换 将 产生 含有 长 度 为 4 的 回路 的 图 。 如 时 在 G 中 有 边 (x，i) 和 (y， 
j, 这 里 x 和 Y 不 在 L 中 ， 则 用 边 G，y) 和 但，k) 殉 换 边 (i，k) 和 
G， 习 的 变换 ， 会 在 G 中 产生 图 G1， 使 得 GG， 这 是 因为 与 
的 节点 i 粗 关联 的 非 回路 边 数 要 比 在 G 中 的 数 大 1。 这 样 我 们 只 需 
要 考虑 下 列 类 型 的 G 的 边 (x，y)}，(i) x 和 Y 都 在 工 中 ， 以 及 (ii) 
如 果 x 不 在 工 中 ， 则 y=i。 在 下 六 三 个 子 情况 中 考 虞 这 两 种 类 型 
的 边 。 子 情况 1， 在 G 中 仅 存在 一 条 具有 形式 (x，i 的 边 ， 这 里 x 
不 在 工 中 。 于 是 G 恰 好 具有 四 个 半点 ， 面 其 中 一 个 的 代为 1。 如 果 
4i)-4()-400, MERA), Ak, ME dCONdOO. AD 
EGRA. DAG, DREMA, DAG, k), Me (G) 中 
会 产生 一 个 新 图 G2， 使 得 G: 关 G， 因 为 在 G; bap RRR 
于 某 一 节点 ， 这 一 节点 与 G 中 节点 i ARARE, PER? ÆG 
中 系 少 有 两 条 形式 为 (x, iii, REX RL. dn, DE 
非 司 路 边 ， 则 通过 类 似 于 以 上 所 讨论 的 党 换 ， 可 以 在 {G} 中 产生 与 
GAMMA, BGT, MAR, DRE, WINES 
中 节点 k 和 jj Z DR EE JERGUI 3 r EE A A j 
Jos pmo) ORRA, DICE, ABR. (o) 中 会 产 
HAG, HAG AG, BUS G, 含有 长 度 为 4 的 回路 。 如果 在 G 中 
除 i 之 外 所 有 此 虑 具有 粗 同 的 度 ， 则 满足 条 他 6。 如 果 在 i 之 外 
还 至 少 有 项 个 不 同 度 的 节点 ， 则 代 一 次 简单 变换 就 会 在 {G} 中 产生 
图 G4， 使 得 G, 关 G。 子 情况 3，G 中 没有 类 型 (i) 的 边 ， 则 裤 足 条 
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fec, 

情况 4. G HI bba BDP, dn Gti BEA AE 
35292. Wie 6.52:0, RERED ARR: Rod 
件 (6.52 b) 已 在 情况 1 中 给 鸟 。 如 果 存 在 度 关 2 的 节点 ， 根 据 引 理 
6.17， 出 实现 不 可 能 基 唯 一 的 。 这 就 完 成 了 定理 必要 性 部 份 的 证 
明 。 
Fae, 如 果 集 合 {ai} 可 实现 为 连通 加 的 节点 度 ， 以 及 它 满足 
下 列 七 个 条 件 的 任 一 个 ， 则 可 证 遇 实 野 是 唯一 的 。 

(D 如 果 m 和 3， 则 实现 显然 是 惟一 的 , 因为 应 用 任何 初等 (co， 
0)4- 不 变 变换 ， 不 会 玻 坏 图 的 连通 性 ， 会 产生 与 原 图 同 构 的 图 GE 
355.1. 

(2) 如 果 a1 一 a,， 则 实现 是 长 度 为 n 的 因 路 ， 这 是 唯一 和 的。 如 
果 话 足 式 (5.52 b)， 实 现 是 长 度 为 nm- HAB. ek. MR 
(6.52)， 条 件 (2) 是 充分 的 。 

(3) 条件 (3) 等 效 于 式 (6.53)， 这 一 集合 的 连通 实现 必定 是 峙 
(推论 4.22)， 此 处， 每 全 树 含 有 长 度 为 4 的 路 径 。 设 P= G, b) 
Uti. Ui, DUU, i) TIEFEN, 那么 对 于 x= 2， 
3, 4, Hdüi)—a cu, 以 及 对 于 树 中 所 有 其 它 节 点 ， 有 dy) 一 
1。 因 此 恰好 有 a 一 2 条 树 的 边 ， 不 含 于 小径 了 中， 而 与 节点 ja，i 
和 计 的 每 一 个 相关 联 。 这 种 类 型 的 树 对 同 构 之 内 而 言 ， 显 然 是 唯一 
的 。 

(4) WÈ n= AR aadal, RARR EA, WE 
9501482861. 

(5) 如 果 aSa taste tan SG BR SUR UTE XT EET MERE 
ai 的 节点 上 相关 联 ， 因 此 这 是 唯一 的 。 

(6) inRa,—(n—1)a:—2. a>a,=a,, FAX n3, MRT 
实现 的 一 条 边 之 外 ， 所 有 边 在 对 应 于 整数 ai 的 节点 上 相关 联 。 显 
Hh. AR aa HUNCHdU so, 0) d- 不 变 变 换 来 产生 与 原 图 不 
ASE. AEKA. 


ED 


CO ka, 1 以 及 asi, MHEDBDKBLD SE SA K E 20 3 168 
Pih, P= (i, UG is， 这 是 一 条 这 拌 的 路 径 。 不 失 
一 般 性 ， 假 定 AG =a, 以 及 dé a, XPPE-3, 4, 05 nm 
AF ami, 则 实现 必 有 二 (a1 44 一 n+ 2) 条 并 联 边 连 接 在 节点 


和 ji Zi. PATHE WARE i 成 i; .上 机 关联 , 直到 满足 这 两 节点 的 
ERKKA. Kik ZAE- MRa KARRE 
fo, ERE, 

显然 ， 在 定理 中 给 出 的 七 个 条 件 不 是 不 相 容 的 ， 例 如 ， 集 合 
(2; 1, DER), OAG). 25- -方面 ， 也 有 集 台 仅 唯 一 清 
证 一 个 条件 ， 如 集合 {83，3，?2} 仪 满足 条 件 (1)、{2，2，2，2} 仅 满 
ERE. (3, 3, 3. 1, 1, 1, 1, HARER) (3, 3, 3. 
LOA), (0, 3, 2, DOGS AER CO), (4, 2, 2, 2HX 
WER), DRL, 4, 1, IRB). A, RK 
EP AT UT, LER A PT 
WPA PIES RAO AE, FER e 22 中 已 给 出 这 些 


集合 。 
a (2) Gi 
(4) i5) (61 imn) 
6.22 EGA gd rdum qn aX (6.51) 的 一 个 


mle 
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3.3 图 的 唯一 可 实现 性 

在 这 一 节 中 将 讨论 集合 的 实现 是 违 通 图 的 条 估 ， 这 就 意味 车 定 
理 6.11 的 唯一 实现 性 条 体现 在 可 以 放松 一 些 。 

定理 B.12, [EU HEB SORT IRL, 2, n, n—1,n2> 
2, Hoa) PBL BR, CORPO SOR USE 
吝 少 满足 下 列 条 件 中 的 一 个 ， 


(D n<3 (6.553) 

(2) aa=4 以 及 ai sasa 71 (8.55 b) 

(8) a= az 十 as 一 十 ak (6,55 c) 

(4) ai5t£n—1)a,—2, a>a,=a,, FAX n»8 (6.554) 

(5) a,=a,=L (6.55 e) 
URRE Ë SF HE dg. 


EN., BRE, EGOERA fas 的 崔 一 实现 ， 将 证 明 如 果 集 合 
的 整数 不 满足 式 (6,55) 条 件 中 的 任 一 个 ， 列 实现 不 是 唯一 的 。 不 失 
一 般 狂 ， 可 以 假定 G 没 有 孤立 节点 ， 因 为 站 果 有 孤立 节 虎 ， 可 以 出 
BRA, UREP HAKE, 然后 把 余下 的 图 和 集合 作为 
问题 来 讨论 ， 考 虑 两 种 情况， 

情况 1，G 是 违 通 的 ， 则 由 于 G 是 唯一 的 ， 证 的 节点 度 必 定 至 
少 满足 定理 6,11 的 七 个 条 件 式 (6.51) 中 的 一 个 。 分 别 考 卉 这 些 条 
件 中 的 每 一 今 ， 以 及 删 去 容许 非 韦 通 实 现 的 那些 条 件 ， 就 可 以 得 到 
ERRETA. HR, ukasi REA (6.51 g) 容许 一 个 
非 连通 实现 。 

情况 2。G 是 不 连通 的 ， 对 于 G 中 所 有 节点 i、 iH) =a， 如 
杂 所 有 整数 ai 之 和 不 小 于 2 (na 一 1)， 则 粮 据 推论 6.20， 存 在 一 个 
连通 实现 ， 因 为 上 整数 之 和 满足 式 (6 41>). MECHAM, MAL 
据 引 理 6.8， 有 一 个 与 G 不 同 的 实 理 。 因 此 、 可 以 偿 定 G 不 含有 了 右 
路 ， 以 及 整数 di 之 和 小 于 2 (n—1, BEE kA RES? 的 节点 数 。 
TOR k<1, MARR. WE RO. SHECNSIESRA-T EUR. d 
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TRE k PS ETT G B k 的 不 同 
年 由 ， 则 通过 初等 (co ，0) d- 不 变 [ [ 


变换 ， 可 以 产生 图 G., dE HR jk ws 
kx 个 节点 处 于 G 的 k- 了 个 片 中 。 
如 果 这 些 上 个 节点 处 于 G 的 4 (a< (ay 
上 ) 个 片 中 ， 则 向 一 次 通过 初等 (oo， 
0)4- 不 变 变 换 ， 可 以 产生 图 Gs, 其 


中 这 些 个 节点 处 于 G, 的 qd+1 个 片 um [ 
中 。 


充分 性 ， 利 用 推论 6.11 和 定 
理 6.11， 式 (6.55) 五 个 条 件 的 充 
分 性 是 显而易见 的 ， 定 理 证 毕 。 

作为 一 个 例子 ,考虑 如 图 6.22 


中 所 示 的 七 个 实现 ， 可 以 很 容易 证 VS 


明 图 6.22 的 图 (2)、(3) 和 (7) 同 样 (7) 
具有 非 连通 实现 ， 它 们 在 图 6,23 图 6.23 图 6,22 的 图 (2) 
中 给 出 。 (3) 和 (7) 的 非 连 道 实现 


8 4. (p，s)- 和 矩阵 的 存在 性 和 可 实现 性 


在 前 面 章 节 中 ， 已 讨论 了 具有 规定 入 度 和 出 度 的 (p，s)- 有 向 
图 存在 性 的 必要 和 充分 条 体 ， 在 这 一 节 中 ， 将 表明 (Pp，s)- 有 向 图 
的 存在 性 也 可 以 形成 称 为 (Pp，s)- 和 矩阵 一 类 算 阵 的 存在 性 。 


定义 6.7: (p, s)-3EBE 

对 于 给 定 非 负 整数 P ns, ERKE Se By EB Br Ë 
对 角 线 元 有 上 界 为 p ， 以 及 所 有 对 角 线 区 有 上 界 为 s ， 则 这 样 的 方 
阵 称 为 (p，s)- 狗 阵 。 一 个 (p，p)- 矩 隆 也 称 为 P- 矩 阵 。 

对 于 一 个 阶 为 an 8982 (p, s) MEM, HEM Fi, i-1, 2, 


249r 


+, MAR i 行 之 和 有 a dA, AR M Hy jA LZ AL A D R 
Ao TRM 中 整数 之 和 由 下 式 给 出 ， 


la = did, (6.56) 
i=. j-1 


问题 是 对 具有 规定 行 和 ai ARAR b, Bote. s) IEEE HERE. 
衫 立 必 要 和 充分 前 数值 条 件 。 这 问题 可 以 利用 具有 规定 节 08 度 对 
《bi) 的 (P，s)- 有 疝 医 的 存在 性 来 曾 进 : BE M= Tas), TEM 
的 对 应 (p，s)- 有 向 医 G, 是 nm -节点 有 名 图 ， 其 中 如 果 o0, 由 对 
Ti, j=1, 2，-…，n， 有 cn 条 从 节点 i 指向 节点 j 的 并 联 边 。 
相反 ， 对 于 给 定 (p，s)- 有 向 图 ， 建 立 对 应 p, -BRERA T 
移 ， 因 芍 不 必 详 尽 阐 述 。 内 此， 在 这 丙种 不 同 表示 法 中 存在 一 一 对 
应 关系 。 作 为 一 个 仙子， 考 虚 如 图 6.14 扬 示 的 (2，0)- 有 向 图 ， 对 
BEG, D-E h FAH: 


283341 
01€D! 
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M-aloiazo 
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显然 ， 对 于 !p，s)- 有 向 图 得 到 的 所 有 结论 可 以 转 入 (p, 3E 

由 于 它们 只 是 稍 有 不 同 ， 所 以 几乎 设 有 必要 整个 儿 地 重复 相同 的 结 

论 。 这 里 仅 只 所 几 与 (CD，s)- 有 商 图 初等 (p，s) 4- 不 变 变 换 相对 应 

的 (p，9)- 上 矩阵 的 对 应 运算 关系 。 

考虑 下 列 类 型 M 的 2x 2 TER: 


2 
2 
3 
1 
5 


rab^, rba ñ 
M=, NULLI ,| (5.57) 


geb min(a, ded, LURAR b di ç £ M 的 非 对 角 线 元 ， 则 b, 
cp, Ap b d c M 的 对 角 线 元 ， 则 b，c<s。 设 


- a-i bti 


_ ` _[ b+1 z—i 4 
c+1 d—1 JAR M = 


Lal esi | 
(p, 8)-2R BLE UG M 元 素 的 变换 ， 或 是 改变 给 定 类 型 M; doc 
器 为 M;， 或 是 改变 类 型 M; ATED Mi, M 的 所 有 其 它 元 素 沟 
不 改变 。 DOS M 使 用 有 限 次 数 的 (p，s)- 交 澳 ， 则 根据 运算 的 性 
质 ， 所 产生 的 矩阵 县 有 相同 的 行 和 以 及 相同 的 列 和 。 于 起 根据 定理 
6.2, JA (M) ERA M 相同 行 和 以 及 相同 列 和 的 所 有 可 能 的 
(p，s)- 和 矩阵 的 集合 ， 则 {MD 的 每 个 元 素 可 以 从 任何 其它 元 素 ,通过 
有 限 序 的 (p，s) -变换 得 到 。 
VEI — BE, BEATE, 0 ERE H, 和 Hn 


(6.58) 


m 
) 


= 
Foal 
1 


ge ra có N BS eH G n b 
"I 


eon 6n onoo <“ 
=e =-= = = r e mm = 
oo0oco0o0o0o0o0o002020 


nor 


如 果 在 H, rh MAHER TERE (14s 22 RR PAE Ha(14，28)， 
人 则 可 以 通过 (1, -FREN HH. REH (12, 28) 表示 由 
Hs 的 行 1 和 4 以 及 列 2 和 3 所 组 成 的 子 矩阵 ， 对 HK14 23) 同 样 
是 成 立 的 。 

显然 ， 关 于 (p，s)- 和 矩阵 的 讨论 ， 通 过 添加 仅 由 零 组 成 相应 的 
行 或 列 数 ， 可 以 很 窑 曙 推广 到 具有 规定 行 和 列 之 和 的 有 界 非 负 整 数 
的 任 一 候 降 。 由 于 1 和 0 组 成 的 年 隆 有 相当 大 的 实用 意义 ， 所 以 在 
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“Fila arti "n p” pik, AEH GALE 1957] (E Rus K, 
有 规定 行 和 列 之 和 的 1- 矩阵 中 提出 的 。 

假定 对 于 i 一 1，2，'…，a，n2>2， 要 求 构造 具有 给 定 行 和 ai 
以 及 列 和 bi 的 1 矩阵 联 。 不 失 一 般 性 ， 对 于 ISI, 2, +, m~1, 
IE aSa A bab SARSAR EAE (6.10), WAR 
有 人 和解。 假定 这 些 条 件 是 满足 和 的， 构造 1- 矩阵 也 的 方法 如 下 ， 投 
H-—[b;], Hif baf, Afia, an sal, MFI<D, 
Beha=1, ARIF Dobis WE huc-0, MERA ERAAI a =a 
ba 以 及 列 和 bi 的 阶 为 n WERE H 的 新 间 题 ， 这 里 bi 二 0, 以 及 
MH jS, bi=b;, ER. H, 的 第 一 列 仅 由 零 组 成 ， 可 以 断言 新 
问题 也 是 有 解 的 ， 这 样 通过 重复 过 程 ， 基 终 填 满 整个 矩阵 日 。 

i bj HADA vl, b. +, bis bi, ATMA HAGA, dA 
PREM FEM kA 


k+l 


Yvan Yo (8,59 a) 
i=l jaa 


APF jn, 5,-0, WE, MRALE. HA b, we bi EAR Cay )* 
通过 添加 相应 数 的 零 ， 司 得 有 胡同 的 长 庶 。 根 氛 式 (6.11》， 式 (e. 
59 a) 的 左边 可 以 写 为 


> (apt- Y minta, k) 
=: 1 


nin (aa, k)+ Xj min(a, k) (6,59 b) 
i= pon 
式 中 对 于 b=, BOPMAWSE. AU ata, RAF iSd, 
a— 12k, FAR AGEA(S.11) 916.105), KA bimbua, WER 
(8.89 2), dm atai <b MI 
RF i<eti, a Sktl, 
对 于 ay Ë <is<b,, a<k, 
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由 于 
对 于 acek+1, min(a--1, k)-min(a, k) 
以 及 
MF ask, min(a,—1, k):--min(a, k)—1 
四 为 满足 式 (6.10 b)， 式 (6.59 b) 的 右边 成 为 
imis (ai, k)= Yimin(a, k)—(b,—atu) 
mj i=1 


rn 


= Lat 
mn 
ktl Em 
zibt-5-ib 
j=1 jek 
这 就 完成 了 问题 的 证 明 。 
用 下 面 的 例 于 来 说 明 以 上 方法 。 


例 6.12, 假设 要 求 分 别 构造 具有 下 列 行 和 及 列 和 的 可 实现 序 
列 的 1-896 H, 
{as i=1, 2, 3, 4, 5) —(4, 3, 2, 2, 1}, 
{b,; i=1, 2, 3, 4, 5)-- (4, 3, 3, 2, 0], 
这 已 经 以 非 增 次序 排 列 。 由 于 b i= 4 Mal=5, TUE H EaR 
置 由 下 式 给 出 ， 
[11110] 


Kik, BEREAN 

{afs i=1, 2, 3, 4, 5}={3, 2, 1, 1, 1} 

(bí; i=1, 2, 3, 4, 5}--{0, 3, 3, 2, 0} 
由 于 b;=3, 于 是 HWE PLE PR 

[11100] 

PLS ERUFA2, 1, 0, 1, 198(0, 0, 2, 2, 0}, TERME 
EX FAB 
[110101] 


"BOL + 


FOP BIEL, 0, 0, 0, JAHO 0, 0, 2, 0), LILO, 
5, 0, 0, 0, 和 {0，0，0，0，0}， 它 人 产生 可 的 最 后 二 列 ， 因 此 
有 
|111107] 
11100 
H-j11000 
10100 
-00010 


8 5. 加 权 有 向 图 的 可 实现 性 


起 权 有 向 图 是 一 个 有 向 图 ， 其 中 每 条 边 赋予 一 个 权 。 在 第 三 章 
和 第 下 章 中 ， 已 应 用 这 种 氢 念 求 分 析 电 网 络 和 其 它 物理 系统 。 因 此 
把 目前 的 讨论 玲 广 到 架 权 有 向 图 的 业 况 是 很 自然 的 。 


定义 6.8. 加 权 (p，s)- 有 向 图 。 


BG. 是 1- 有 向 图 ， PRR OREM, HEG PRR 
示 与 边 (i，j) 相 关 的 数 。 对 于 给 定 的 非 负 实数 P Ms, 如 果 对 于 所 有 
ix 
0<fG, pp 
以 及 对 于 所 有 i, 
Of(i, <s 
则 1- 有 向 图 G, 称 为 加 权 (p，s)- 有 向 图 。 加 权 {pP，p)- 有 向 图 也 称 
为 加 权 p- 有 向 图 。 
在 加 权 有 向 图 中 ， 不 必 考虑 并 联 边 ， 因 为 它 可 以 朋 具 有 权 等 于 
这 些 产 联 边 权 之 和 的 简单 边 来 表示 .对 于 -区 点 加 权 (p, 5)- 有 向 图 
Gy, 对 i 二 1，2，…*，n， 下 询 非 负 实 数 对 (wi，w') 


B 


wma FIG, j) (6.80 a) 


以 及 
w= i) €45,60 b) 
i=l 


FA G, 的 节点 i 的 加 权 度 对 。 RAR BR 48 n 个 非 负 实数 
Siw, WOR n- 节 点 加 权 (p，s)- 有 向 图 的 加 权 节 点 度 对 的 必要 和 
FEAR. 

BRT ZUM w FE wi BUR a, b m Sb RE (2) 
中 给 出 的 《P，s)- 有 向 图 的 完全 相同 ， 原 办 是 可 以 用 完全 类 似 于 证 
明定 理 6.1 的 方式 来 证 明 这 个 结论 。 但 是 ， 根 据 (kp，Ks) -有 向 图 ， 
可 以 提出 加 权 (p，S)- 有 向 图 的 简单 解释 。 

对 于 任 一 (p，s)- 有 向 图 G.、 有 一 个 加 权 {p，s)- 有 向 图 G 的 
唯一 表示 法 ， 如果 在 G 中 存在 Gi, D, MG; DEG. h, mí, 
DEF G, 中 从 节点 i Eny j JEUNE. IR, AUR D. s 
DEO, BIG, 的 权 fi，j)y 是 有 理 数 ， 则 存在 一 个 正 
ack, BANARAS, Keli, DRRR, 于 是 其 对 应 
有 向 图 G 是 (kp，ks)- 有 向 图 ， 其 中 对 所 有 i fij, A kG, j) 条 
从 节点 i 指向 节点 j 的 并 联 边 。 因 此 ， 实 现 一 组 非 负 整数 对 《wi， 
Wi) 为 加 权 (p,s)- 有 向 图 的 加 权 
节点 度 对 的 问题 ， 等 效 子 实现 一 
组 非 负 整数 对 (上 wu kw!) (kp, 
ks) -有 向 图 的 节点 度 对 。 由 于 
kp,ks, kw, fü kw; 都 有 公共 A 
+k, RUBE k 可 以 从 定理 6.1 
的 条 件 式 (6.2) 中 删 去 。 因 此 ,对 
于 如 权 (p，s)- 有 向 图 的 可 实 现 
性 条 件 怡 好 与 (p，5)- 有 向 图 的 图 6.24 一 组 斐 负 实数 对 实现 
完全 相同 。 痪 言 之 ， 前 面 章 节 所 ABIRE a RE 
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WGA S HES DRAZO MORE LERDE 
如 从 以 上 论证 或 者 在 整个 证 明 中 作 很 小 修改 所 看 到 的 。 
EZ —" "REP, BYTES E HE, 
(Oro wi); i=1, 2, 3, 4, 5}={(4, 13.5), (6, 4), 
(7, 2), (4.5), (3.5, 0)) 
HBUFAR1E(6.4), (5.60 EIE (6.6), A 
(6.42), 4-62 4*8.8—24,513,.5 442-840 
(6.6); 6 7--4-- 3.5. -20,52213.6 
这 一 集合 可 实现 为 无 自 环 加 权 有 向 图 的 加 权 度 潜 ， 其 一 种 突现 却 图 
6.24 所 示 。 


$5. $ X iE 


在 这 一 章 中 ， 我 们 已 经 提供 了 一 组 非 负 整 数 对 实现 为 (p, s)- 
AE ASAT SS RE LEAFED AC, Se eA AE RAE E 
HUY AAT Se BR S BE (Pp, S AR. 一 般 的 
MAR HL 2-1 THER. KH n 是 集合 的 元 素数 。 
在 许多 情况 下 ， 这 些 条 件 可 以 转化 为 在 假设 的 约束 条 仁 下 一 组 工 个 
不 等 式 。 我 们 已 经 指出 ， 利 用 有 限 序列 的 初等 (p，sYd- 不 变 变 换 ， 
集合 的 任何 两 种 实现 可 以 相互 转换 。 利 用 这 种 类 型 的 变换 ,从 (Pp,， 
S)- 丰 向 曙 的 节点 庚 对 的 实现 条 件 ， 导 出 了 一 组 非 负 整数 实现 为 (P， 
s)- 图 的 节 碟 度 的 可 实现 性 条 件 ， 也 给 出 了 集合 实现 为 无 家 环 的 连 
通 (p，s)- 有 向 图 或 可 分 图 或 不 可 分 图 的 节点 底 对 或 节点 密 的 可 实 
EE 

RNEER T-ARA 3232536 B PERS EE CE 8 Ee f s N 
度 的 叭 一 可 实现 的 必要 和 充分 条 件 ， 这 问题 在 结构 有 机 化 学 上 有 相 
当 大 的 音义 ， 因 为 它 与 络 定 化 合 物 的 结构 措 构 体 有 紧密 的 关系 。 

(p, SEATS IG FEE PE LER SET FoU TAR AN, 
8) -Ki PE ROME PEE TR BEANIE 2y PORE AR AE, 著名 的 0-1 AREE ROS — 
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Lip ara 


RUC eR ARAR Em BE S o -Aa 


FEE. BAMAAAE CUN, INDUCES RO BC E BDE ITB 
MARR CELAA p E RC AN. 


EI 


^ 


3 HH 


dx Xe tes XR ya Yn cce y. RA KA. RA 


a= (8.61 a) 
tel dal 
BY 
Dixy. (8.61 b) 
iei 
SERS 
X HyS +Y, (6.61 c) 
i=] 


MARA. DRS, NAGA) e (6.6) X Fak), 
证 明寺 于 集合 {fa} 有 
{fa }*}* = (d (6.62) 

apn Ep hike Adee 6.2, 
& e E) 5.5 EHAHRPREAA CR RH, O-A 9 
By 
证 明 在 {a 中， 对 于 i 二 1，2， 6, 0—1, n2, wR ap 
aaa, 则 式 (6,24) 中 所 定义 的 整数 ar 的 序 到 对 于 j=l 2---, 
SARWAN, BARAT Xe X, ko, A 

alm +-Deals akaca t bay. -+-bay (6.63) 
EARE 5.8. 
*&((; DLOREAHAAARAL HEM (1, O-A 68 


* 605 = 


^ 


- 


oo 


Bye SRA LAPEER? 
€.9 证 明 谁 论 6,9 4 6.10. 
6.10 


B 
.12 
-13 


nii 
15 


16 


nu 
-18 


.19 
.20 


„21 


.22 


谁 广 习题 6.8 SUR ELA AX kaja np, 007 5 8. 
SbF pcs, REB MRAD) LEE 给 出 一 个 反例 。 
证 明 引 理 6.3，6.4 和 6.5。 
在 推论 6.2 中 ， 乱 定式 《6.4 bb》 满足 等 号 ， 实 现 的 有 高 图 将 
是 什么 类 型 的 ? 
证 明 引 理 6.6。 
假定 有 向 图 G 系 多 只 有 一 个 节点 其 入 度 或 者 出 度 为 索 ， 证 
Aa fanl, GEA gm, 
设 G £ S AA 9035 E GM, i ET AA 
个 入 度 和 出 度 为 零 的 节点 。 
证 明 推 论 6.11。 
络 定 一 个 无 自 环 的 图 忆 ， 其 节 已 从 1 到 nn 编号。 ATi=i, 
2,-5, n, i b LSS E i PBB 4530 9 3k. rat G 
药 边 可 以 选 定 方面 ,使 得 所 产生 有 向 区 的 节点 让 DARA b 
当 且 仅 当 对 于 口 的 每 个 非 空 子 图 g, 

3i5-a()mo (8.648) 


m" 


Y25-2(90) (6.64) 
je 


式 中 i 是 8 的 节点 ， malg) Rae OB $ i &K (HAKIMI 
[1965])。 

证 明 推 论 6.12。 

给 出 集合 {C2,，b;)} 能 实现 为 一 有 向 树 t HU SURE SE 
RPAH, ARR, FUE ACID. 

在 习题 5.18 T, 很 定 方向 的 选 定 是 可 能 的 ， in pngna 
斯 产生 前 有 向 区 是 无 区 对 ， 这 一 选 定 是 唯一 的 - 

KG, 是 平面 (1，0)- 有 向 图 ， 证 明 如 果 在 G, F FAA 


B + 


6.26 
6.27 
6,28 


6.30 
6.31 


T3857 i, MAG 中 和 丹 在 一 条 at GE 的 从 节点 IND 
虚 j 的 有 向 路 径 ( 提 示 : bx3(n-2), KE bna MAG 
Wide HRA), 

证 明 对 每 一 个 平面 (1，0)- 有 向 图 可 以 以 这 样 的 方式 重新 取 
向 ， 使 每 个 节点 的 出 度 不 大 于 3( 提 示 : 应 用 习题 6.22 的 结 
X)(LEMPEL[1968]), 

证 明定 理 6.5， 此 外 证 明 如 果 s ERK, Apt Mhe 
减少 1。 f 

证 明 实 现 集合 {a;} 的 每 个 图 是 替 度 为 c-1( 这 里 5c Z G36 1 
数 )， 当 且 仅 当 非 负 整 数 ai 之 和 等 于 2(n-1)。 

应 用 习题 6,25 的 结论 ， 证 明 推论 6.22。 

证 明 推论 6,15。 

HEU, 1, 1, 5 1, 1,1, L 4, 4, 43612, 2, 2, 
4 是 否 可 唯一 地 实现 为 无 自 环 连 首 图 的 节点 度 。 

证 明 如 果 集 合 {ai} 可 实现 为 平面 (1，0)- 图 的 节点 度 ， 则 其 非 
负 整 数 必 须 满足 定理 6.6 的 条 件 ， 以 及 对 于 K=0，1，… 
n—3, nz3, 


È a— Pla S6(n—k—2) (6.65) 
jeri dei 
起 中 第 二 个 求 和 式 对 于 上 一 0 为 替 。 此 和 旬 ， 证 明 对 于 n<6, 
条 件 是 充分 的 ， 但 对 于 nz6， 条 件 是 不 充分 的 。 用 集合 (3, 
h 4, 4, 4, 5) 来 证 明 后 一 个 论点 (提示 ， 这 一 集合 具有 只 
一 实现 )。(BOTTGER 和 HARDERS [19641 HFA X 的 
论述 ， 参见 OWENS[1971]). 
证 明 推论 6.17。 
设 ar 人 as 二 :十 a 一 Bi 十 Bz 二 :十 Ba。 F i=1, 2, «08, 
n， 证 明 具有 如 上 规定 行 和 a 及 列 和 bi 的 p-4E Te AA b $ 
件 和 将 于 其 行 和 受 大 于 非 负 整数 ai 约束 ， 以 及 其 列 和 受 小 于 


"SU 


6.32 


6.34 
6.35 


6.36 


PAER b ARG p-Je HE EEG, 
MAA A nxn(, 0-288, AFH Ri T HE ARK b 
GAR, KARP HAKA Ñ ER a, 的 约束 ， 当 且 仅 
当 对 于 1 之 2， 


nb< har (6.66) 
i=l 


At al ZK (6.24) 中 所 定义 的 ， 以 及 对 于 j=1，3，……， 
n—1, aja, 《提示 ， 和 参见 习题 6.31) (FOLKERSON 
T1960])。 

证 明 存 在 一 个 nxn(1，0)- 趣 阵 ， 其 行 和 受 大 于 非 贷 整数 4 
$529, WARE i 列 和 受 小 于 非 负 整数 HAR, BAR 
3 osn- 及 


naz jb, (6.67) 


Ap ist, 2, nd. RIM 6.31)(FULKERSON 
[1980]). 

证 明定 理 6.8。 

证 明 对 于 在 1<k<a 内 的 所 有 k， 式 (6.24b) 成 立 ， 当 且 仅 
3 Ë 1<k<x<n KAMA k, x, FARE: 


Latka- D>Na (6.68) 


e ji 
式 中 第 一 求 和 式 对 于 X 二 n GUAE GEA, AAT Ae F 
X: 

Las miaf Yrs +kx~min(k, »] (6.69) 


(FULKERSON et alf'1965]%& CHEN[1973]), 
证 明定 理 6.10 的 条 件 (i) 和 (ii)。 


508， 


.87 


.38 


,39 


.40 


42 


43 


+44 


E 


在 引 理 6.17 KEAP, TER 2 的 子 情 况 (D - (Iv) 
Hat, 

验证 式 (6.52) 和 (6.53) 中 所 给 的 等 效 人 条 件 。 

证 羽 (1，D)- 图 总 是 可 以 天 过 有 有限 次 的 初等 1，0)4- 不 灾变 
换 ， 变 搞 为 简 半 的 款 难 形式 ， 标 准 (1] ，0)- 围 的 形式 是 怎样 
5? (E F, ESAE 6.10), 

BOR (QE ESO, 0-7 B E YR, EE SE 3 xF 
世 有 的 i Hard, KAYR a 的 和 不 小 于 2(a 一 1) 时 ， 可 
RABE, 0-H. 

Ap—AGUARR(G), n2, FAC, 0)-B 55 XL, 1% 
对 于 集合 {aj， 尖 且 仅 当 对 于 所 有 i， 有 ai>X 时 ， 看 在 具有 
如 下 性 质 (1,0)- 转 的 实现 ; MAO PLEATS Tt kRAS 
2 条 下 的 图 是 连通 的 。(EDMQNDS[1964]) 。 

证 明 由 四 个 或 者 不 到 四 个 非 负 整数 所 组 成 的 集合 实现 的 所 有 
Ch, 0)-B, 3 2 Ed AR, METAR MS, 
AIS n- FART, 0-A. i£ n=a Ta, Pa, fea, 
RAFA uA A MG YN RARAN- V Vz 
RRV Aa DER, VAn AE, AR 

max[d(i)] + maxTd(j)]}<max[d(k)] (5.70) 
APP Li j ANETAR A GLV] GV: F, Sk 
处 于 台中 (LOVASZ[1966]) 。 
证 明 对 于 每 个 正 整数 n222, 恰好 存在 两 个 非 同 构 的 -节点 
Q, 0-4, 34^ Hp eiEXPRAR SEDE, HH 
R ik AA Z AF05 (BEHZAD fe CHARTRAND[1867]), 
假定 集会 1a} 可 实现 为 国 G 和 无 自 环 图 Gi 的 节点 度 ， 设 {G} 
是 取 自 局 的 d- 不 变 图 的 业 合 ， 而 设 {1Gj 是 取 自 Gi 的 d- 不 
SAGHBHAS, ALG}, RO 是 会 有 最 少 并 联 边 数 
和 自 环 数 前 元 束 ， 而 在 {G!} 中 ， 设 G 是 含有 有 最少 并 联 边 的 
Ak, RAX {i xa "U, X). 证 明 加 果 对 也 所 有 的 j, 
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Wx =2, RARA lal UX, TREMG, O- 图 节点 度 的 
最 小 值 下 等 于 必须 从 Gi dE Rim, ARH PA 
的 图 是 (1，0)- 图 。 类 似 地 ， 证 明和 如 果 对 于 所 有 的 j, ml 
虽 具 有 业 合 {ajjUWUXa 可 实现 为 (1，0)- 图 节点 度 的 最 小 值 上 
等 于 必须 从 G' 中 移 去 的 最 少 边 数 ， 从 而 使 所 产生 的 图 是 (1， 
0)-ECOWENS 和 TRENT[19671), 


6.46 设 人 是 含有 k(K321) 信 自 环 的 (p，sS)- 图 ， 这 里 p^0, UM 


6.47 证 明 式 (6.42b) 对 于 所 有 在 IS 


存在 一 个 (p，s)- 图 G:， 它 取 自 G4 dE, HARAR 
高 竟 节 点 上 全 有 个 自 怀 。 


=n FÄRRE, HES 
BAF x=, 2, 05 n-1, 


x(x-1)- X min(s, ae bia, (6.71) 
mn ici 

. (ERDOS f GALLAI 1960]fe CHENC1573, 

6.48 设 t 是 一 丰 n 个 版 号 节 上 的 树 ， 其 中 对 于 每 个 节点 i， 有 
dG)=a, d [t 是 根据 +t 05 no dS PA MARA tw d- 
不 变 的 树 集 。 证 明 对 于 ass, A 

a(t]=(n—2; a,—1, a3-1, v, &—1) — (9.728) 
< 
(n; an aay oe a rar (6.72) 
(提示 ， 和 利用 恒等式 

(n; 81, à, cà) = El Uol, ttt, a) 

PB (6.726) 

APS, APRPARBIF D. | 

6.19 1338 6,48 中 ， 证 明 在 (U p, RE B (OR p — 4855 3: 9 

RAK) DEA 


M8 


„51 


-52 


.58 


.54 


6.55 


n--2 N 
( k-i Janne (6.73) 


AP n223(CLARKET1858]), 

下 面 那 一 个 集合 可 实现 为 (1]，0)- 图 的 节点 度 ? 

(a) {2, 2, 3, 8, 3, 3,}, 

(b) (4, 4, 4, 4, 3, 3, 2), 

(c) (3, 3, 3, 3, 8, 3, 3, 3, 3, 3), 

(0) {5, 5, 4, 4, 4, 2, 3k. 

€GE—(, 0-B, p>2, SUP E ABBAA A. RB 
AE AIL ERD RH, EX COM 3 53 Ku— AH 
点 ， 证 明 存 在 一 个 (p，0)- 图 Gi， 它 取 自 G 的 d- 不 变 ， 且 
Gi 中 对 某 个 节点 下 E p ORP GR AR k. 

在 习题 6.51 中， 如 果 Ki 和 Jafkesska)》 是 两 个 具有 里 大 度 的 
GEA, MEA- D-BHG, ERAGHA-TLE, 
并 有 了 条 并 联 边 连 接 节 点 ky 和 kas 


MRS LaF SI 2, c+, n—1, 2, Haas) 
TRANHARMAGHYAR, UG AMA GH d- TEH 
RARAGA, iama eka lG) PRAA(p, 0-B. MK 
$ 


{aps ap, as t Sah (6.74) 
也 可 实现 为 无 自 环 图 的 节点 度 〈 提 示 : MAA 28 6.52 的 结 
$). 
在 式 (6.74? 中 ， 设 p—1, f X iG LEHT kA R Ke 是 
使 对 应 于 第 ks 次 简化 图 的 集会 可 实现 为 (1，0)- 图 的 节点 度 
的 最 小 的 kK。 证 明 ks 是 从 {GG} 中 含有 最 少 并 联 边 数 的 一 个 图 
中 必须 移 去 的 最 少 边 数 ， 使 得 所 产生 的 图 是 《1， 0-8 
(OWENS[1970]), 
应 用 习题 8.54 的 绪论， 证明 对 于 以 下 业 全 


Bus 


6.56 


6.58 


i85, 7. 5, Š, 4; 3} 
Ea, 
ARRE UIP] 2, u n—1, 002,8 appa) 
TRARA TEGH PRE. Gk dap 是 习题 6.54 中 
HREJE ERE ka ha {a} 的 整数 之 和 ， 证 明 
HAL Cap LT UAT GY PERE, 
情况 l; 如 有 果 ao<n 一 1 AAE 2ara)<a, RUN 


Ela = kt {bi}) (6.75 a) 
APD Sw FoR BR RRS 
8,—1, à;—l, ttt, &,—1; Bunty 0, 384, 


一 as， 了 以 非 增 次 序 排 列 ， 
情况 3， 如 果 aen —1, s) 2(a. 3.)02a, MA 
ksCGa =a1—n+1 《6.75b) 
WA. 3, kanl RU 
ka} =max (a—n+ 0, dai 2-05] 
(6.75 c) 
Ge. APAAL, OP AA Ti Aaa RA OH 
Bg, ps2, +a MN 可 以 各 用 一 条 边 
EEF A n EE ase SECRET ER D, m KE eap ede 
LMR, UTI, ZEN, #& nt t 2 (1, 


0)-B + #A-pn(n—1) #24) KLETTMANE1970]), 

FEA (6.75), 证明 

(a) k,(I8, B, 4, 2, 2)—5, 

(b) k,C(8. & 7, 7227-9, 

(e) ACER 5, 5, 4, 3, 21)= L, 

(d) kafta， Ë, 4, 1, 1, 1, 1, 1, 1})=4。 

REO RBA RES (s 23 68] G, 的 dob SER 


1 512* 


a 
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BRE, DGG X (Gu) m 4 a k, A GDG 表示 从 
Gi 和 Gr ELA PAAR, RE uHdn, DAE 
HGF, RHAGP, 2483233 p, Ri. DA 
GOG: P. MAF GEG: HVE WLS, H T Xx 把 
G, ñipi G, HARM, GPG ARDS 
RA, EHV, Ini£dP ST G) 和 Gu, 233633 
其 中 GG) Haera AGUR. TARA GLA, 
证 明 如 第 GONG, ME TUDE ARK AD HS 
3329516512 de 3L 

在 习题 6.58 F, H sat, HAA & bed (p, s)d-3 
EER, GAG: 可 以 互相 变换 ， 变 换 次 数 不 能 少 于 


TE(G,0G) -L(G,.OG.) (6.78) 


这 里 E(G G.) k GDG: BWR, LIGOGIZG 
OG, Fi n Bp RBI HA R(CHEN[1971 bT), 

在 习题 6.58 F, WR s=0, HUETE EOURCR fb J> Tk 
次 ) 初 等 (B，1)d- 不 变 变 换 ， G, 和 G, TRAZER, BE 
是 由 式 (6.76) 所 定 的 数 。 

BER G, 和 G; AMP A-TR (p, 8)-H, 则 习题 6.59 
前 论述 对 任何 s 都 是 有 将 的 。 

考虑 分 别 示 于 图 6.17 和 6.18 前 两 个 (2，0)- 有 向 图 Gi 和 
Gh, HR 3238 8.60 Mw, wateka (2, 0) 
d- A, G 和 ;可 以 启 互 变换 ,但 不 能 少 于 四 次。 

对 于 一 个 mn- 节点 无 自 环 习 G， 谤 好 是 取 自 台 前 d- 不 变 且 
具有 最 少 并 联 边 数 的 无 自 环 图 。 设 G, 2 A E E TAL 
前 最 大 生成 子 国 。 设 D* f D. S34 GG, PRA 
集合 。 对 于 一 个 丫 定 的 集会 {ai}， 如 果 田 一 集合 (0) GAT 
AIRA d, HA bisai， 以 及 {bi) TRAA (1, 05-2 y F 
点 度 ， 且 {b} 中 元 素 之 和 达 可 能 的 最 大 值 ， 则 集合 Qo) 


ETE 


PHT AERARS, S&.D 是 相对 于 D* HRARS, 
BA, ü 全 是 含有 不 在 Gi 中 的 所 有 边 的 G* 的 生成 子 图 (这 
与 第 一 章 人 2.1 中 所 定义 的 子 图 的 图 稍 肖 不 同 )。 FA G= 
(GO*, GATAR ORE GLA GEX AU ACRHL, Hit 
DtéD.:4 E GI te G, 6 d 5E dE, EAD, 是 相对 
TDO 的 最 天 集合 ， 因 北 重复 这 个 过 程 ， WEAR 
4 Dt # D, etfi-1, 2, +, k, D daa DL 
RRRA D, gg 是 使 得 G. X ARCA GL 
BER, Fry, Gua (OLO* - Gus dE 

Dfs(diGO; x=1, 2, +++, n] 

D,-(d) x21, 2, t, n) 


APRA A 
dx) =, (x) +. dy (x) +o + d,(x) (8.77 a) 
a(x) = d(x) ~ d(x) (6.77 b) 


Bat, DI 可 以 从 了 ， 和 Di 递归 地 得 出 ， 这 里 卫 ; 是 相对 子 
DL, 的 野 福 集合。 利用 这 各 方法， 证明 对 子 一 个 蛤 EAS 
Dy =: la) ,如 果 它 能 分 解 为 一 条 列 具 有 了 以 上 性 质 的 业 合 D? 和 
D, MARS Dsl, 2, c, DAO, 0)-H XL, 4E 
TAA RR ARAM AROMA RYH EU A 
{9} 的 无 自 环 实现 LAROUB 和 FRISCH[1970]). 
6.64 RPAH 6.63 到 任何 图 。 
6.65 设 
Dj—ís$. 4, 3, 1, 1, 1} 
频 用 习题 6.63 的 结论 ， 证 明 它 可 以 分 解 为 以 下 集合 ， 
D,={5, 2, 2, 1, 1, 1} 
DY={83, 2, 1, 0, 0, 0) 
D,—(2. 1, 1, 0, 0, 0} 
Di-(i1 1, 0, 0, 0, 0] 
RSD 的 相应 实现 是 什么 ? 


EE 


6.66 


WA SC, b)JOET j=l, 2, 55, 2-1, aban TX 

现 为 (1，0)- 有 铅 力 的 节点 度 对 。 证 明 当 县 仅 当 对 所 有 i， 有 

ai 一 Dan 一 1， 并 满足 式 (8.42D)， 则 它 也 是 一 有 向 Euler 路 

《提示 ， 应 用 定理 5.37)。 

BAKES (Ca, bO j=l, 2, c, n=l, a> ayer) T 

FRAG, 0)-# ép HL dt FARA, ur 9 3 B t 3 STAFA i, 

有 min(a,, 5)5c0, RRA T k=l, 2, e, n—d, # 
Yee Y min (b, k)> Da (6.78) 
IPSI j+ i=} 

(BEINEKE 和 HARARY[1965]y 

则 集合 {(ai，bi)} 寺 在 一 强 连 [1， 的 -有 向 困 的 实现 。 

证 明 如 果 式 (6,16 9) 满足， 则 当 且 仅 当 对 于 新 有 i,， # a< 

nn 一 1， 式 (6,16b) 刀 局 时 满足 。 


rps. 
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在 第 二 章 中 ， 我 们 使 用 Laplace 变换 方法 ， 以 线性 代数 方程 组 
的 形 涉 来 表达 网 络 方程 。 为 了 得 到 最 后 的 时 域 解 ,必须 采用 Laplace 
反 变 换 ， 这 通常 在 计算 上 是 困难 的 。 作 为 另 一 个 可 采用 的 方法 ， 可 
以 在 时 域 中 用 描述 网 络 动态 性 能 的 一 阶 微分 方程 组 来 列 写 网 络 方 
程 。 用 这 种 形式 表示 网 络 方程 的 优点 是 很 多 的 。 首 先 ， 这 一 系统 在 
数学 上 已 经 有 广泛 研究 ， 其 解析 解 与 数值 解 是 ， 而 且 容 易 得 
到 。 浴 次 ， 这 一 方法 可 以 很 容易 和 很 自然 地 推广 到 时 变 和 北 线 性 网 
络 。 事 实 上 ， 苦 不 多 所 有 的 时 变 和 非 线性 网 络 都 可 以 用 这 种 方法 来 
描述 。 景 后 ， 一 阶 微分 方程 很 容易 为 数字 计算 机 强 程 序 ， 或 者 在 模 
拟 计 算 机 上 模拟 。 

在 这 一 童 中 首先 以 称 为 状态 方程 的 一 阶 微分 方程 组 形式 来 提出 
网 络 方程 的 系统 公式 ， 然 后 讨论 在 这 些 状态 方程 式 中 所 要 求 动态 独 
立 状 态 变量 的 数目 ， 并 阐述 这 一 数目 或 其 上 界 如 何 用 网 络 拓扑 方 法 
来 确定 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 仅 局 限于 无 源 的 或 有 源 的 ， 互 易 的 或 非 
互 易 的 ， 以 及 时 不 变 或 叶 变 的 线性 集 总 网 络 。 


8 1， 标 准 形 式 的 状态 方程 
我 们 的 目的 是 选择 一 个 称 为 状态 变量 时 间 t 的 实 R 3 (D, 


x2(t)，…。*，Xs(t) 购 集合 ， 使 网 络 方 程 可 以 置 于 如 下 所 示 的 个 一 
阶 微分 方程 组 的 形式 ， 


XQ) = Sha (x (tr X1 by (tay (t) 
j=1 d=} 


HI 


ti=1, 2, ua k) (7.1) 

Agr k. (O Be COMPLE, LS ORPERER, 
X(t Ax(t) + Bu(t) (7.2) 
式 中 出 状态 变量 x COXORÓÉU kA S ORARE. ho E, 
DUI ET CENGI TTE REI 5 UC OER AR, TELE) 
ROGER: KORR ER ke, RERI A 和 B 分 别 是 
kxx ri K< hr, 它们 都 仅 取 决 于 网络 的 参数 ， 对 于 线性 时 不 变 

BiR AHR A t ERNE RERE. 

RER x,CO 可 能 就 是 所 要 求 的 输出 变量 ， 也 可 能 不 是 。 因 
此 ， 需 要 另 一 个 矩 降 方 各 用 状态 变量 x0 0-1, 2, c, OAR 


AR GGs, 2, c0. hy, KARSTA RGA HV XE BL y (ty 
Gsl, 2, c, AES, 
ytt) =Cx(t) + Dutt) : (7,3) 


Ub ROC w Tr MIL TE yi CO Dg w ARE Y CORSO SR HORS E, 而 
RAF ELS Be RE RE C 和 DD 分 别 是 wx k 阶 和 wx4h 阶 。 

方程 式 (7.2) 称 为 标准 形式 的 状态 方程 ， 方 程式 (7.3) 称 为 输出 
方程 ， 合 起 来 称 为 状态 方程 。 

照 前 的 问题 是 选择 网 络 变量 作为 状态 变量 来 列 写 状态 方程 式 。 
如 果 把 所 有 支 路 的 电流 和 电压 的 朋 时 值 ， 吏 为 网 络 的 "状态 *， 则 所 
有 这 些 变量 的 司 时 值 就 确定 了 网 络 的 骨 时 状态 。 但 是 ， 并 不 需要 所 
有 这 些 胜 时 性 来 栈 定 净 络 的 镍 时 状态 ， 因 为 菜 些 量 可 以 从 其 它 量 计 
算得 册 。 例 如 电阻 的 属 时 电 还 可 以 由 姓 了 时 电 汶 通过 欧姆 定律 每 出 。 
RESUME, FESSOR HORUR UE, "ITUNES RC 
能 完全 地 确定 网 络 的 瞬时 状态 ， 这 就 导致 了 下 列 定义 。 


定义 7,1， 状 态 变 量 的 完全 集 。 


EMEKA P, MEAL RRMA DE, CTR 
Else c NR E DEAE SAE IH 则 这 一 支 路 变 景 的 景 小 集 称 


IB 


一 般 状 态 变量 的 完全 集 不 是 唯一 的 ， 在 大 多 数 情 况 下 ， 电 容 上 
的 电压 和 电感 中 的 电流 构成 了 网 络 的 状态 变量 完全 集 。 但 是 这 种 集 
合并 不 总 是 完全 的 ， 例 如 在 含有 两 个 电容 并 联 过 接 的 网 络 中 ， 这 两 
个 电容 电压 不 可 能 独立 地 选择 ， 其 中 一 个 由 另 一 个 来 狐 定 。 因 此 它 
们 不 可 能 都 是 完全 集 的 项 ， 因 为 年 何 完全 集 必 须 是 最 小 的 。 在 线性 
时 不 变 网 络 中 ， 我 们 将 选择 电容 电压 和 电感 电流 为 状态 变量 。 对 于 
线性 时 变 网 络 ， 则 选择 电容 电荷 和 电感 礁 链 为 状态 变量 比较 方便 ， 
当然 它们 不 是 唯一 可 能 的 选择 。 事 实 上 电容 电压 或 电荷 的 任何 线性 
组 合 ， 以 及 电感 电流 或 磁 链 的 任何 线性 组 食 都 可 以 选择 为 状态 变 
量 。 至 于 如 何 得 到 状态 变量 的 完全 集 的 方法 将 在 以 后 讨论 。 

选择 状态 变量 之 后 ， 就 着 竹 导 山 状 态 方程 ， 其 依据 是 如 第 三 党 
82 中 所 给 的 三 个 基本 方程 式 (2.40) 一 (2,42)。 设 N 是 用 有 向 图 G 
表示 的 网 络 ， 并 令 OBE GH + RUBER A 28 JB 阵 。 
AOE, Fn, b, ram SURG A 8. inde. KMS. H 
Gye, 关联 两 个 时 间 t 的 实 消 数 Yt) A(t) 满足 下 列 约束 
条 件 ， 

1. 基 尔 霍 天 电 访 定律 

QI(t)=0 (7.4) 

式 中 支 路 电流 矢量 1(t) 是 表示 G 的 边 的 电流 i(t) 的 b- 矢 量 。 

2. BRERGRER 


BV(t)=0 (7.5) 
式 中 支 路 电压 矢量 V(t) RG RAAE VON be 
3. 元 件 限 定 方程 或 广义 的 欧姆 定律 
电容 边 服从 如 下 微分 方程 


iQ - ete) vo 9 (7.64) 


式 中 c(t} 和 q(t) 是 对 应 网 络 元 件 的 电容 和 电荷 。 
电感 边 服从 如 下 微分 方程 
uL 


vs- OE Ed (7.809 
Hob LCA LAN AGO ALE TAAA EP aR 
电阻 边 服从 如 下 代数 广 各 
VCD = RCI) (7.6¢) 
或 
t= G.G) Vt) (7.52) 


XP LOO RI VLCOERUA e, 的 电流 和 电压 ，iD 和 VC) 可 能 是 同 
一 个 边 如 电流 积 电 压 ， 也 可 能 不 是 ， 固 此 ， 式 (7.6 5 或 (7.6 d) 或 
者 表示 控制 参数 是 Re 口 或 Gx( 口 的 受 挖 源 ， 或 者 电 盟 是 Rt) 或 电 
TE Gt) Fah OO BLS, 


图 了-1 PETKAN 


为 了 简化 符号 ,以 后 " o L3 
ERRE REER, Š ° j 
如 果 它 们 是 时 间 + 的 应 
Fe MERRE t 
只 对 干 可 能 会 产生 混淆 的 
地 方 或 为 了 强调 ， 才 写成 
ARKEA. BL 7.2 07.1 EH eR 

例 7.1， 如 图 7.1 的 网 络 ， 图 7.2 RAEG, WQ UB 
是 相对 于 峙 t= eje ese 的 基本 割 集 矩 阵 和 基本 回路 矩阵 (这 个 上 与 
时 间 变量 (未必 会 引起 混 消 ， 为 了 与 前 面 章节 中 采用 的 符 导 一 致 ， 


+ Bie 


BERS ARSE AR RE ACIE IER. TUE MURAH BSN BERE AE 
RA 


it 
a! 
Ce €, €; ©) Es Eg ° €; id 
[1590909 €? rjj 
9159 6-10 1 —1 iy “0 (7,72) 
09 0 10-11 6 —1 1 
LO 0 0 1 90909 Hj 
Li 
- v, 
Y 


Fo 1 1010 £x 
o 0-1001 292| wv] 


0-1 62900 ialf s? (7.7 b) 
=} 1 1100 .C1| | w 
x 
l- ¥2- 
图 7,1 BIR farce ae WR EA EPIS. ATE 容 边 & d es, 
有 
ri C, Opry ftd 
lla elis la] qn) 
AH qc Cav DE qi C vss oiu e, JOXGR T. 
vem lio Aa (7.8 b) 
式 中 入 =Lsis。 对 于 电阻 边 &8，es，e; 和 6&1， 可 以 写 为 
fis | IR, o Of OT v] 
iy 0 f 0 | vs 
i. v; (7.86) 
vi h -| 
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MGT PHORA B, HOPE MAE RE k v, fL Rut je 
ARSE, AEM RUBUS qe (7.7) RIC 30 EHI S EN 
变量 ,使 得 最 次 方程 只 含有 状态 变量 总、 v 和 jia， 以 及 它们 的 导数 
WEARDE Ys 二 Ye。 为 了 这 个 目的 ,可 以 展开 方程 式 (?.7) 为 


ia 一 ia (7.93) 
i 
"a —1 011. 一 1]- 
MNA epe (1.98) 
ch (7.96) 
Ys 0- 1 01 
ME 0 aea 
vr 0 —4 mn ` 0 
(7.94) 


bat .0 


首先 将 式 (7.8 9) 和 (7.8b) 代 入 式 (7,8b) di (7.90 PRHA 
Tis iHv, 得 到 


- is 
C, DI[w fl 90-1 N iy. 
G JRH [s Ua 
(7.10 a) 
Cig) G. 
s 
为 了 继续 这 一 消 元 过 程 ， 有 必要 用 状态 变量 vo vef RA 
示 不 需要 的 变 景 i 和，is 和 vi。 为 此 ， 取 变量 方程 式 (7.8c)、 
7.9 Hf. 9 d)， 首 先 展开 式 (7.8 0029 


I2 


to pI/R, 0 047v 0 1 
lH 0 1/R, 1 MUS (7.112) 
n Í o 


i, a/Rs 0 07 5v 
Vs 
Lv1=[0 0 al Ys esa (7,11 b) 
v 
然后 将 式 (7,9c) 和 (7.9d) 代 入 式 (7.11) 得 
h me ELM 
ls] 0 178°] (7.122) 
i; —e/R, —afR `° 
Yi 一 Raiz 《7.12b) 


为 了 完成 消 元 过 程 ， 将 式 (7.,12) 代 入 式 (7.10) 得 出 


€, 01r vi [(a—D/R, (a—D/R, 1 [V4 
[o oj | SUR, B MI 


+[ : Ja (7.13a) 


[Li =- 1 -RRE Cas» 


将 这 些 方程 式 写成 标准 形式 ， 
i p-R/Lb —1/L: —1/L; iz - 
Ë H MC, (-D/CÀ, (a-D/CR, fe] 
vs 1/C;  —1/€R -—1/C;R,—1/CsR, ^^ v; 
l/L, 
| 0 Ja (7.14) 


0 
这 是 图 7.1 网 络 状态 方程 的 标准 形式 。 
另外 ， 可 以 选择 电容 电 背 q = Cavs 和 q = Cevs， 以 KERR 
链 B. Lá. 为 状态 变量 ， 在 这 种 情况 下 , 方程 式 (7,13) 可 以 置 于 下 


+5226 


AURA. 
A, [ee EL ROME 
ll TE. (8—I1)/CR,  (a~1)/CSRs fa 
4, Tl. -CRs —1l/C,R,—1⁄/G;R, qs? 
ri 
+| 0 i (7,18) 
0 


这 叉 是 式 (7.2) 的 形式 。 

注意 到 ， 在 导出 图 7.1 网 络 的 状态 方程 时 ， 给 出 了 详细 的 消 元 
过 程 。 在 83 中 将 要 表明 ， 除 了 少数 退化 情况 以 外 ， 这 一 方法 在 一 
盘 情 况 下 都 适用 得 岂 所 要 求 的 状态 方程。 事实 上 ， 在 $ 3 中 所 导出 
的 方法 步 叉 与 以 上 所 概述 的 方法 是 紧密 一 致 的 。 我 们 将 经 常用 这 个 
例子 来 说 明 问题 。 

假定 变量 i, b n e. eoo M, desk (0.9 b) 的 第 二 个 方程 
与 式 (7.12 4) 组 合 ， 可 以 得 出 


LiJ=[ 一 UVR —i/R, ELS ML (7.16 a) 
du BARTER Zar. Hl 
Cis} =Lo vx] (1.185) 
根据 式 (7.9 56) 和 (7.12b)， 有 
[vsi 1 tried CIty] (469) 
将 这 些 方程 式 写 为 矩阵 形式 ， 产 午 所 要 求 的 输出 方程 ， 


is DOG —1/R, 一 17Ra SIR i 91 
| + o 9 ure, [elo ivl 
-ys 


v; bor, 一 1 -1 i 


(7.17) 


* 623+ 


利用 状态 变 基 qu, q. Ass NUR UU 4:39 
is p IL, —t/C4R —1/C,R,—1/C.R, ,hs 
HERE QD 
v: ~Ri/Ls —1/C, —1/G, q 
0. 
o (7.18) 
1 
方程 式 (7.14) 和 [7.17》， 或 (7.15) 和 (7.18) 是 图 7.1 网 络 的 状 
SPE. 
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根据 前 面 例子 所 述 的 步 又， 现在 来 着 手 导出 列 写 状态 方程 的 方 
法 。 

WELE 8 2 所 示 , 如 果 网 络 具 有 只 有 测 立 电压 涯 组 成 的 回路 ， 
或 者 只 有 独立 电流 漂 组 成 的 切 钊 ， 只 要 存在 一 种 ， 则 网 络 就 不 具有 
唯一 解 。 因 此 ， 我 们 把 这 些 网 络 从 讨论 中 排除 。 此 外 ， 根 据 第 二 童 
的 推论 2,9， 相 对 于 所 选 的 树 ， 可 以 看 到 柑 枝 电压 决定 所 有 共 它 电 
压 ， 而 补 甜 纺 电 流 决定 所 有 其 它 电 广 。 因 此 ， 为 了 利用 电感 电流 或 
磁 链 ， 以 及 电容 电压 或 电荷 为 状态 变量 求 导 钥 状 碟 方 程 ， 应 当 把 所 
有 电压 源 和 尽 可 能 多 的 电容 置 于 树 中 ， 而 拒 所 有 电流 源 和 尽 可 能 多 
的 电感 置 王 站 树 中 、 这 就 导致 产 生 下 列 定 义 。 


定义 7.2， 正 规 树 。 


表示 网 络 的 过 通 有 向 图 的 正规 笠 是 含有 所 有 独立 电压 源 边 、 最 
AAS BEL, Pohi AR BCA REAR AH 

ER, TEE PER TARE ARE, MOA 
片 正 规 树 所 组 成 的 正规 补 ， 这 是 很 容易 解决 的 。 由 于 当 且 仅 当 子 图 
不 含有 任何 回路 ， 可 使 子 图 构成 树 的 一 部 份 ， 由 可 以 看 到 在 规定 的 


SR 


But. B Orada ARMS ABBY, HIE. SILO Ta. 
BEBE. FRSA, eR PH I UR 
源 迪 是 补 择 的 一 部 谷 ， 从 持 中 排除 。 旋 用 第 五 章 的 定理 5.4， 可 以 
得 出 结论 ， 存 在 合 有 所有 独立 电压 源 边 和 没有 独立 电流 源 边 的 械 。 
在 这 样 的 一 裸 树 中 所 包含 的 中 容 最 大 数 和 电感 最 小 数 将 在 后 而 叶 
论 。 

BETTE, MTUME EREHE E. 

PRL MSSM AMA GHRAIB 
明 网 络 元 件 电压 和 电文 参考 方向 。 

步 又 2， 在 G 中 选择 一 个 正规 树 5， 或 者 选 的 电容 电压 和 补 
LEIOLU D be (t 的 互补 )， 或 者 过 t 的 电容 电 ESOS D 

PES, IHE t 的 么 一 树 支 标定 一 护 压 符号 ， 对 补 树 Y ede 
Ze RRS. 

GR, AML REARME TE, BU ee Re AE 
电流 之 和 。 如 果 有 必要 ， 可 在 G 中 表明 。 

SS, AEA EE. BHEARR 
电压 之 和 。 加 时 有 必要 ， 可 在 G 中 央 明 。 

BRS, MEGA. 应 用 元 性 限定 方 径 式 (7.6)。 

步骤 ?， 在 上 述 步 又 所 得 的 方程 蕊 中 ， 消 去 非 状态 变量 。 

PRE MEMBAS LGA, 

果 下 面 的 例子 来 说 明 以 上 步骤 。 

例 7.2， 考 虑 图 7.1 NL BUR, RIED ESR RA RA. 

RL RBH 网 络 的 有 向 图 G 已 在 前 面 得 出 ， 如 图 7.2 
所 示 。 

SWZ, 如 在 鲁 7,1 PIR WAAR t= ereet 是 G 的 正 
舰 树 ， 迹 择 桂 电容 电压 和 补 树 电感 电流 为 状态 变量 。 

JPG. WRT. 所 示 ， 对 岩 支 标 以 电压 E Yo Yo vs 各 
Veo TES S. is is 和 Bog WIESE, DIE Jo E EE 
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Va Vs Mie, 
PRA HARB 
‘ " [3 d Boxer Anl 
DIT AE , 
iid (7.192) 
M. i=in t+ i—i (7.19) 
isin t isis (7,196) 
is= ~i: (Taga) 
图 ?.3 对 于 图 7.2 E PRS, RUSAUREDA 电压 
M AER B RA iT ##, HR eR Ard 
XH e CP i) 


4,7 vi— Y Ya Vg (7.20 a) 
vs (7.20 b) 
Yes (7.20 c) 
vv (7,20 d) 


SRG, 对 G 的 每 条 边 ， 应 用 元 件 限 定 方程 式 (7.6), 根据 图 
7.1 和 图 7.3， 以 及 式 (7,19) 和 (7.20)， 可 以 得 到 ， 
= (7.21 a) 

(7.21 b) 
(2.21€) 
* (7.222) 
is= — (var ve) /Ry (7,22 b) 
ig = Ve/ Re (7.22 c) 
ij di =—a(v + v;)/R; (7.224) 


A v = v,, 

步骤 7， 在 式 (7.21) 中 必须 消去 不 需要 的 变量 YS, is,is Mie, 
对 于 这 点 来 说 ， 可 以 应 用 方程 式 (7.22)， 握 此 可 以 用 状 志 变 量 u, 
ww 和 vi 来 表示 不 需要 的 变量 ， 这 在 式 《7 .22) PRR, ATs 
成 消 元 过 程 ， 在 式 (7.21) 中 代 人 式 (7.22) 得 到 


+ B26 + 


Laisi- ve— Va vs Ri. (7.232) 
tami t ka —1)v/Rs+ Ca 1)vs/Rs (7.23 b) 
Cote siz v R —(1/Ri+1/R;)vs (7.28 0) 


PR, RUPEGARC.23) SEUEREOGX, fil ULECK IU uS 
&. 


X- Ax-- Bu (7.242) 
式 中 
—Ril. —l/Ls —1/L: 
a-f i/C, (a—1)/QR, (a—D/CR, | 
1/6, ”一 CR —1/C;R:—-1/C;R, 
(7.245) 
1/L, ri 
s-[ 0 |: x= vp (7.24) 
‘a vs 


. 由 于 电阻 、 电 容 和 电感 是 时 不 变 的 ， 则 矩阵 A M BEREE 
阵 ， 与 时 间 t ER. 
Bj 7.3， 为 了 说 明 对 时 变 讽 络 的 处 理 方法 ,考虑 图 7.1 的 网 络 ， 
其 中 设 


EET YIE (.282) 
1 
C;t)=—— y — (7.25b) 
1 + Cost 
2 
R,(t=2+sin3t (7,28€) 
ESSAAT NEPRAN, UG GE. REO 
a Ce. (7,283) 
qi= Csvs (7.26 b) 
和 电感 磁 链 
A= Lil 《7 ,26 c) 
为 状态 变量 。 


Baz 


22966, MDRITCERPRGEGIER, TA 


qS iz +i ir 0.272) 
dei this (7.27 b) 
p (7.27 c) 
vim Ru (7.27 d) 
j= {vt v )/R, (7.282) 
h—wfvs (7.28 b) 
ip —a(v, + ve) / Rs (7.28 c) 


AP v = v,, 

PRT ATERRO D PRG RR Yo b, is Min, A 
用 式 (7.26) 和 (7.28)， 用 状态 变量 qu. qs 和 A; 来 表示 不 需要 的 变 
At, TAHI: 


vi=R:A/L; (7.29 a) 
ib=—qJ/C,R,—qs/C;R, (7.29 b) 
is q;/ CARS (7.29 c) 
i gq /CR,— aq s /C;R; (7.28 d) 


将 它们 代入 式 (7.27) 连 同 式 (7.25) 和 (7.26)， 可 以 得 出 
hos RA L (2 tsin 2 Da (1+ cost e 
(7.80 a) 
di Af et Q E sin 2 (7 Da Rss (Lt beast )ia— Da Bs 
(7.80 5) 
ds A, /L,— (2 t sin 2 aif (13 Leon )a m 1/Rs)ds 


(7.30 c) 
BR 8, EUT .30) 写 成 短 性 形式 ， 得 到 
X(t) =A(t)x(t) r B(t)u(t) (7.31 a) 
Xm 
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AQ) 


r —RK,/L; —(2+sin 21) 一 (+ 二 cost) 
/Ls (2+sin2t)(a—1)/R, (14 tost (a nm | 
L 1/La —(+sin2/R, -( | eos as + RO /RoR | 
(7.31 b) 
p Xon 
B-! °|. sss w(O-DsQ)] (7.210) 
Lo m 


正如 所 和 料 d T CAE AE REPE TEAMS A (OR C Rene. 

T AJER AEDT A AA FS MA, Rb bra ERRA REAR HB 
纳入 状态 变 其 完全 集 的 元 ， 在 图 7.1 芍 网 络 中 插入 电感 Ls。 和 电容 
Cs， 此 外 ， 添 加 一 个 独立 电流 源 所 产 毕 的 网 络 如 图 7.4 所 示 。 


图 7?.4 用 来 说 明 形成 决 态 方程 的 有 源 网 络 


例 7.4， 根据 这 一 节 
PREAH N, BE 
fi 7.1 的 网 络 状 态 方程 。 
JE. Td 7.4 
i9 Tr Eg ER G Auli] 7.5 


EL 7.0 ARAT. 有 源 网 络 的 有 向 图 
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i arden a t—6,6,6;6,86 (um 7.5 "EARS EH . 
FER eleiesceele。 BiCicadycly, @ Cy ese, 


yi. dn 7.5 BS. BLA RH 
和 veo, TMT i. n. de b, io Min A 
38, DER Ys 
UE. Um 
aired: HE): 


Vis Vas Ya Va 


ia - 
PRS: MADER 
电 讨 之 和 人- 国 小 》 


《7.33 a} 
(7,83 b) 
(7.98 6) 
(7.38€) 
(7,236) 


(7.83 f) 


X BORO.8). X 


MEIN 


A 


vie Rh (7.35 aY 


Va= v, (7.3505 
Vioc — Lala (7.35 c) 
is ——vu/ Ra vs Rs (7.85 €) 
i= vs/R, (1.38 6) 
j= av /Rs=a(—vi— vo) / Rs (7.35 f) 
ip=Cyey— Cit; (7.35 8) 
in=i, (7.35 h) 


BRT, EXC. 34), BAMBARA BA vi, Vo Vo 
jode do io iu, 这 很 容易 在 式 (7.34) 中 通过 代 人 式 {7.35) 来 过 
到 ， 得 出 


[re Cs M -(a 一 1)7Rs PM 


C, G4 Iv) | —i/R, —1/R,-1/Relhve! 
i 
7.362 
at wii! (7.38 a) 
(Lz + Lo) ve — Ri vi Vs (7.36 5) 
PR, EHER. 36) SREE, WRA 
X—Ax- Bu (7.37 a) 
式 中 
—RiAs(Lit bab —A/(L; 7 Lio) —A/(L; + Lu) 
c (a—1)(C;'" C,)/R;,(a —1)/(Cs+ CO 
A= 大 d +C, /R, R,+C4(1/R,+1/R)1 
CR 7O CNB i 
e TEACH COPS. LR D ORC 
(7.37 5) 
D A/(L; +110) 
»-1 一 Ci ° J (2.37 ¢) 
A 
C, +G, 0 


"831 


zu u-[^] (7.37 d 


以 及 
A=C.Cs + CC +C) (7.37 6 


$3. 状态 方 程 的 显 式 


在 前 一 车 中 ， 对 于 有 源 址 无 源 ， 和 对 不 变 或 时 变 移 线性 网 络 ， 我 
广 介 绍 了 竹 测 标准 形式 的 状态 方 宇和 的 方法 .在 巡 一 节 中 ,对 于 一 般 
RER R RERE ERRED ERE. HFE M i 
S. REA SA. MR RAR — PM, 
EAA Ree, MUHUHFEUNBOE05 J CR. AR ATR R 
HEA, H TEADS ah. PREREZA, MHATRE N. 
通常 还 是 利用 前 节 中 概述 的 方 靶 ， 来 求 得 所 要 求 的 状 次 方程 比较 能 
单 些 。 这 一 节 的 目的 是 形成 -- 般 测 络 的 状态 方程 的 公式 ， 以 及 给 出 
其 一 般 形 式 。 

我 们 的 出 发 点 是 式 (7,4)~47.6) 的 三 个 基本 网 络 方程 系 。 如 前 
面 一 样 ， 第 一 步 是 在 表示 网 络 玉 的 有 癌 图 驴 中 选择 一 个 正规 树 。 设 
9, 和 B, HH b t 的 全 - 划 集 和 (上 -本 路 ， 按 照 树 t ba de AUER, 
将 Qi 和 Bi 分 块 ， 相 应 地 划分 支 路 电流 矢量 Le PBHOREE V, 
JU EB 2.9, RADAT., REUS 


" 
(uad j= (7.88) 


[-o7u.[Y]=0 (7.38) 


为 了 镇 于 论述 ， 必 须 按照 在 正规 树 t RICE 让 中 出 现 的 边 类 型 ， 
进一步 划分 支 路 电流 和 支 路 电压 撩 基 。 为 此 ,在 表示 各 种 边 类 型 中 


t8 


XH BAA ARE 
e PUOBIEN, 
A "iisdem, prie, 
tt RtH, 树 支 ， 
x Bis, we, 
€, H9 LE, 
no ABE AEE, 
k GB Ius Es 
3 pedi 
Wilt. Ta ARA t PRAHA SE, m Ve dace eT 中 电 
阻 电压 的 电压 多 最 ， 把 这 些 符号 推广 到 共 它 类 型 的 元 件 是 容易 的 ， 
ATA dS aia, Mus OC PAD TA A 


r V. r MB 
v= mv | Mi (7.40 a) 
i Va | | Va 
Lv, 1 Lv, ] 
rh. 1 [la 
Iaj Ia 
L- | oh E (7.40 b) 
Lin L 
Hp. THM Qi 可 以 写 为 
c t 1 i 
erQ. Q. Qu 033 
Qi- c] Q. Qe Q, Qs | (7.41) 
r| Q. Q, Q, Q, 
1-0. Q, Q, Q; 
REM EE X. BWAGAPRRA 
QD Q,-0, @,=0 (7.42) 


例如 ， 如 果 O20, VUE dest E SUN Qo LEE Bro 30936 8 
Lic AR, ERREP, Fe ere Sek M p) E, 
会 产生 出 "正视 树 * 多 - -条 电容 边 的 树 ， 除 电阻 边 之 外 ， 所 有 其 它 类 
型 的 边 相同 。 这 是 与 正规 轴 的 定义 祖 矛 盾 的 ， 因 而 Q,. 一 0。 以 类 位 
的 方式 ， 可 以 证 明 Q, =0 和 Qu- OCF 7.2). 

把 这 些 分 共 上 矩阵 代 人 基 尔 雷 夫 方程 式 !7.39) 和 (7.39》， 以 及 展 
开 所 产生 的 方程 ， 可 以 得 出 


L + QI e" at Qi (7.433) 
it iQ. jt = (7.48 b) 
MVP Q= (7.43 c) 
Ta + Qi +I OQ: =0 (7.43 d) 
Va- Q Van QV.=0 (7.436) 
Va-QLVa-s Q,V.—Q,V.-0 (2.430) 
av -Q,V,.—QiV4—Q.V.-n (7.438) 
QA YO Q. (7.43 h) 


"— 还 有 各 式 (7.6) 所 示 的 元 件 限定 方程 式 。 
对 于 电容 边 ， 有 


liq A Eu 0 Vag cda 
PIE | 2 Cul a EM gam 
xr eB ACH a. 和 dt 由 下 列 关系 式 所 确定 ， 
qa Cava » 
(x! Tey, ! (7-448) 
UP hw, ATHRAR, 
p Vag do La Lic iy Rat Âr, 
Ly, "leac dt lta L. Mul" PN (7.45 a) 


SAH RR RRE Ao 和 Ns ARERR Az As 由 下 式 所 
确定 ， 
= Aga = 


Ci. [ru 


RENS sh 
M| | bids (7-45) 
-Aa Lals 


记 住 ， 不 同 于 式 (?.44 a) rh EE RARE, X TETEE 
互感 考虑 进去 ， 式 (7.45 9 的 电感 抵 阵 不 一 定 是 对 角 钱 的 。 但 是 。 
它 是 对 称 的 . HA Les Lh, L= Lh Lu Lu, 
最 后 ， 对 于 电阻 边 。 假 定 可 以 用 下 面 混合 式 来 表示 ， 
Y: [Hs Hiqr Ya 
PEE 
RMK DATED ECT 401 44m fap, MANARE 
的 矢量 ， 只 是 保留 矢量 V. 和 Li, SRRA ETS, et, 
以 下 列 方式 进行 消 元 过 程 。 
A: MARE Lo Lif Va 
这 可 以 首先 将 来 自 式 17.43 e) 的 Vei 代 入 式 (?.44 8)， AN 
产生 的 式 (7.44 2) 的 1 和 Tt 代入 式 (7,43 b) 而 达到 ， 得 出 


4 ae Q a —Q + -L 7 
G7 (OVa -QUa- Qh Qah HCY) (7.40) 
式 中 


(7.46) 


C, 2C, + Q.CuQ (7,48 a) 
C= E (7.48 b) 
B, HARE Va. Va 和 
HOEB XO. 43 689 L, 代入 式 (7.45a)， 然 后 将 来 自 所 产生 的 
{7,45 9389 Vie 和 Vi ART. 3 ]), HE 


LLD NVa Vn uv. GULL) Cae) 


sh 
L -L;; Lr Q — QL + Qab Qi (1,50 2) 
L; => QoL Qy t LiQu (7.59 b) 
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C, WARE Ia 和 下 
踪 了 必须 消去 的 L. 和 V,, 之 外 ,方程式 (7.47) 和 (7.49) 都 包含 
所 有 要 求 的 矢量 ， 此 时 仍 有 未 使 用 的 方程 式 (7.43 0). (7.430) 和 
《7-46)， 将 前 面 两 个 方程 式 代入 后 一 个 ， 便 可 得 到 
(Ua t HiQ Le HiQ V. =F, (7,512) 
HQ it (U, —HaQ;,) V, 
K Ua FU, 是 有 具有 相应 阶 的 单位 矩阵 ， 而 
-HaQ,V,a-HaoQulas: HaQLV.- H; Ql, (7.52Za) 
Hu Qala r H Q; V. HaQul, (7.526) 


F,= HQ: 

为 了 简化 符号 ,定义 
Wis Ua + HQ, (7.853 a) 
WanU-HaQ; (1.53 b) 


和 如果 WR W, ERAN. RARO. SD EUM Lot V... oW 
这 些 式 子 代 区 到 式 (7.51) 中 去 ， 而 将 各 项 重新 排列 一 下 ， 可 以 得 到 
Miko Fua- Fidi: PV. Pil 7.543) 


MV, FaVS—Ful: r P V.— (7.54 by 
式 中 

Mi- Wii HuQ;, W; 'H..Q,, (7.55 a) 
M. = W; + HQ, Wi Hid (7.55 b) 
bd + HiQ Ws Hie (7.568) 
HiQ, + HiiQi Wa Ir, Qu (T.58 b) 

F; FBO -HQ V Ane, (7.56 c) 
Ta cH H.Q WH Qa (7.56 d) 
(7.57 a) 

(7.57 b) 

Po- HiQ; H QW Hu Q, (7.57 ç) 
Por- 也 Qi 一 HeQ-Wz HiQ, (7.87 d) 


EM, 和 M; EAR AP SPAY, BAC SOTAR Lu 和 V... 38 
答案 代 回 到 式 (7.47) 和 (?.49)， 则 所 产生 的 方程 式 可 以 置 于 以 下 形 


536， 


X 


. pya 
Karpa Aw [Y=]. [Be Bo Bs 0d B 
Eo) Aa As. T UB, Ba 0 Ba J| V. 
i, 
(7.58% 
式 中 假定 5. 和 L 是 非 奇 异 的 。 
Au=— Ca (0 .MitiF CO (7.59.9) 
Ai CP {QMT F= Qu) (7,59 b) 
As. Li (Q. + QL MF.) (7.59 c) 
As ~ bi QUMi Fu L) (7,594) 
Bar CHC. ~ Q.M Pi) (7.60 2) 
B,,—C;'(Q,Mj!B,; — Qo) (7.60 b) 
Bo CC, (7.60 c) 
Ba = Lr (Qa = QAM; Pa) (7.60 d) 
Bá -Lo(L,-QAMZPA) (7.60 €) 
Ba-LUL, (7.60 f) 


方程 式 (7.58) 是 - - 般 网 络 所 要 求 的 状态 方程 ， 在 此 强调 一 下 ， 
"ERE W.. We, Mi, Ma, C L, 是 非 奇 异 的 假设 条 件 下 才 有 

此 外 ， 可 以 选择 由 下 列 方 程式 所 定义 的 电容 电荷 的 线性 组 全 以 
及 电感 磁 链 的 线性 组 合 为 网 络 的 状态 变量 。 


a CVn (7.61 a) 


A= LI (7.815) 
在 这 种 情况 下 ， 状 态 方 程 变 为 


[1 1 -[ -uM Fa C (QM Fi QD Lr g 
(Qat QAM Fa) —QLM;F,L' kal 


+ 537 " 


二 [oo Pa QuMEPa QQ C, °] b | cep) 


Q,-QiM7zP, L,—QuM;'Pa 0 L; 


由 下 面 的 例子 来 说 明 以 上 结论 。 

例 7.5, 要 求 利 用 以 上 公式 得 出 图 7.4 RADE, AR 
B 7.4 网 络 的 有 向 图 G 如 图 7.5 所 示 。 象 在 例 7.4 中 一 样 ， 选 择 正 
规 树 t==eesesese1o， 相 对 于 此 树 t 的 了 -齐集 矩阵 Q, 的 子 矩 阵 Qi, 
BRAT ARIK, PRA: 


[8 Qe Qa Ai 


Lj Qe Qe Q4 Q, (7.63) 
P 9., Qi Qs 
Qu Qr Qu Wi 
SRM iP Rs 
C olo 
res 05 10 Cio (7.642) 
Lo Ci 
0 
Lulu) ple] 
MILL T.64 b 
PLE Tu Cem 
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rlR 9 0104 


l 
|Ba He | 0 17Ren :0 


mn (7.640) 
Ha H, 


FEES ee RT UU AC .43) 和 (7,50) 来 计算 ， 


C,=C, +Q. 


fC 0 11 
fy e ltl, eaten 


-| +Ç, Cy ] 


7,682 
€ C:+Cy ‘ ) 


" Tn apa 78 
€--ee.--[ilreapd- 5] 7.55%) 


L,-Li,—L4Q, —QoLa + QL 
=(LJ—Loll1]—£1100] + CICLE] 
=[Lit biel (7.656) 


L= (Las QIL OQ: 7 C0]1—- 1E La L01— L9] (7.65 4) 
根据 式 (7,53)、(7.55》)，(7.56) 和 (7?.57)， 可 以 得 到 


W, Úi + Hi Q,,= U, (7.68 a) 
W,=U,—HuQ; =[1] (7.66 b) 
Mi- Wit Hun WF HQ = Us (7.67 a) 
M: =W: HQ WPHG, = [11 (7.67 b) 
一 1/R。 ~-1/Rs 
Fa Hngh t Hn W HaQns| 0 1/R; | (7.58 8) 


*t—e/R, —a/R; 
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0. 

F. =M, mowa | o | (7.68 b) 
o 

Fy. > HQ; — H,Q.W.:'HiQ 70, 0] (7.68 c) 


T;,—H,Q,-H,0, Wi'HuQ.- - Ri] 7.68d) 


P, = HuQi + HQ Wy Hy (7.89 a} 
"1 
Py =H, SHaQuWZUHAQs 0 (7.69 b) 
+o 
P,- HíQ.—H,Q, W Ha4Q, [0] (7,69 c) 
PSH Qu HQ WI HQ [0] (7.69 d) 


最 后 ,为 了 得 出 状态 方程 、 由 式 (7.59) 和 :7 .50) 计 算得 出 


Auc - CU QUMT T, FE) 
web Cet Cy 一 CT Ca— DD /Ri (a—1)/R. - 
AL -c cisel wm —l/R-R1 

(7.70 8) 

A= CP (Q MI 'F,;— 


An Lg QIMI Fa) =p g- 1-1] (7.70) 


Asc L QUM Fat Ds — (7.704) 

B, =C7(C,-Q.M7'Pn (7.71 a) 

E 1 1r —Cs . ñ 

Bu =C (Q MIP O.) -| ] (Z.71 9) 
AL C+C 


BAD + 


ro- 
Ba-ere ui! (7.16) 
aryo 1 
B,=Li* (Qat QM Pa) TL] (ad) 
B4—Li'(L,-Q4M;!P4]-70] G.7i e) 
BacLUL;-.0] (7.71 f; 


将 它们 共 入 式 (7 58) 81A S ME RRAD E 


uj 
*s 
Em 
-1 E 
Cs—Cs ~C; 0 ^O RO 136v] 
1 1 i1 gd 
=A) GEG o 2 1 [| w 
A aoc xl | 
- 0 0 Lip cl 1 Rd ba 
V, 
0 -CA 00." 
1, 
al 0 (tC) A 00 || (7.12) 
^ Y, 
Dp + E10) D ood. 
3 
这 就 是 式 (7.37) 。 


此 外 ， 如 式 (7.61) 中 所 示 ， 可 以 选择 电 敬 和 磁 链 为 状 志 变量 ， 
在 这 种 情况 下 ， 状 态 变量 由 下 式 给 出 : 


r q. 1 r Cava Calva t Va) 
= |= C Va 7.73 a) 
a "P Lev pu ° 
A=[L41- EL; (L. — Lis] (7.73 b) 


将 它们 代入 式 (7.562)， 得 
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BMC, ROTORY 
qa 

N 
i 


(a- DCR A/(Lz + Lio) 


(a—1)C;/R, 
= ` 一 (Ce+ CO/Rc-C,/R, Ae + Li) 
一 Cs 一 Cs —R.A/(L2+ la) ` 
q 1 [994 

v 7 & 
rece 1| zj (7.75) 

jd 

aA to’ * 


ER, VE qe q, 和 ARRABA AU RRE RTEA S. 
à, ROG. T8) BSH 


为 了 显示 这 
q|I.=C.v,—C (v. + v) = Cava + Caya 5ga tq: (7.75 a) 
(7.76 b) 


Va + C (v. tvs) = Csvs + Cv 9545 
Az Lala Livia = Lala Libia ÀAy— A (7.76 ç) 


tale 


§ 4. 状态 方程 的 另 一 种 表示 式 
在 上 一 节 中 表明 了 线性 网 络 的 状态 方程 具有 如 下 一 般 形式 


X—Ax| Biu+ Ba (7.77) 
评 是 激励 u 的 时 间 导 数 。 有 可 能 通过 以 下 变换 移 去 这 激励 的 导数 
x—>x+Bu (7.78) 
当代 入 式 (7.77) 中 ， 就 得 到 
X--Ax+ Bu (7.798) 
式 中 
B=B,+AB,—B, (7.79 b) 


AAEM DRA BOA DRAT, A.T) 
PIRE XXE 


"NETIN (ra 
经 过 变换 式 (7.78) 之 后 ， 新 的 状态 矢量 x EA 
a= C. V, 
x=| A= LA Í (7.81) 


利用 式 (7.61) 以 及 式 (7.48)，(7.50)，(7.43 d) 和 (7.43e) ,可 以 
写 为 
T C.V.—C.V. ] 


í 
XSL ngang, 
_r C, V, + QC (OVa OV.) ] 
Tikali QiLala—La(Q la Q4) + QL (Q li Qu) 
Ca Va TQ. CuVa ] 
Lula Qr Lalit Lyly Qik aln 
q. Q. qa 
EI (7-82) 
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25 ERK (7.44 b) 和 (7.45 b) 得 出 的 。 国 此 ,x 状态 变量 ) 
BSTC AR Ee As A Ee 

在 手 算 中 ， 利 用 这 些 MARR Aa EDE 
是 无 意义 的 、 因 此， 人们 可 能 会 问 ， 这 些 一 - 裔 公式 是 否 有 价值 .这 
下 的 推 寻 当 两 个 日 的 ， 首 先 ， 至 少 经 历 一 次 在 坚实 的 基础 上 推导 状 
志方 程 的 一 般 公式 是 有 价值 的 。 其 次 ， 当 利用 数字 计算机 的 时 候 ， 
一 般 公 式 很 适合 列 出 状态 方程 。 


8 5. 参数 矩阵 的 物理 解释 


在 前 面 两 节 中 介绍 了 一 般 线性 网 络 标准 形式 的 状态 方程 的 显 
式 .在 这 一 节 中 ， 将 讨论 状态 方程 的 参数 矩阵 的 物理 意义 。 由 于 和 蕉 
虑 的 居 - 般 时 变 的 情况 ， 因 此 选用 所 苟 和 磁 链 作为 状 志 变 量 比较 方 
IE. 

我 们 的 依据 是 式 (7.61)， 合 俐 式 (7.61 a), (7.44 (7.82), 
可 得 


dey. cvacá-ev. 6v 
HON camac V CV, 


— OV 0. Cav) 
=L. + Qela (7.83) 
类 似 地 ， 由 式 (7.61 bi、(7.45) 和 (7.82)， 可 以 得 出 
fp Tats Edy) =A- LULA, 
=F (Lulu + Lids Qi le QL ala 
一 Vi 一 Quvu (7.84) 


MERC 82) bli á —C.V, RC B4 b IA ET, 代入 式 (7.62) ,并 
重新 整理 ， 给 出 -- 纯 述 的 代数 方程 式 ， 其 系数 矩阵 可 以 很 容易 地 得 


(odd 


T 


Bl u T 

T Ie —Q4MyFES QUM F= Quer Vey 

Pul (Qna Q IME, -OM Fe gu! 
—Q. Gir lag, p —O.MPP, QMT Pasu qp V.S 
Le oiv, oO MP -op lir! 
(7.85) 
参考 原 网 络 N， 以 符号 
形式 重 画 如 图 7.6 Bos. iz 
里 每 个 单 “矢量 端口 ?表示 对 
应 类 的 子 网 络 。 Dim. V. 
表示 出 X 的 所 有 树 支 电容 组 
成 的 子 网 络 。 图 7.6 中 电压 
和 电流 的 参考 方向 与 所 导出 
的 方程 式 取 一 致 。 遂 过 对 适 
当 的 变量 置 零 ， 上 述 方程 式 7 
的 各 种 小 网 络 的 物理 意义 可 
DMRS Jo MERGE TU. 

wla = Qe MTE a 

=0 (7.86 a) 

L (Qu Mi Fa Qaa V Fa, V. Rl, 0 (7.865) 

Vas (Qh QIM;'F;)V4|li, Vi, V. 1,70 (7.866) 

VacQuMEAGC-h)]Va, Vio Ve MRO — (7.864) 
顾 一 下 式 (7.43 d) 和 (7.43e)， 可 以 认识 到 如 果 置 Ii 一 0 和 
L:-0, WUC iiA Nt T, BE HE, Ti RR VOM 
V.=0, RAPER AEH Va 也 将 为 零 。 重 提 一 下 ， 移 去 
一 个 独立 源 ， 指 的 是 短路 一 个 电压 源 成 开路 一 个 了 电流 源 。 因 此 得 出 
以 下 结论 ，; 


E 


Ya = Qa MT Fn (7.87) 
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FCO ES ACA, MIAK Coua BE Nt aR ET 
Sr UB R., Xx LACE Da SE 7.7 所 示 。 类 似 
Hm, FPR 

Za QM Fn (1.88) 
AERA FETA A BRL, JR EIE aS c Hon T 
所 形成 ， 所 有 其它 电容 与 电感 均 作为 短路 并 称 去 所 有 独立 尝 。 如 了 图 
7.8 所 示 ， 


图 7.7 AREA SEY. 图 7.8 Apexa 
的 电阻 多 端口 网 络 ERZ, 的 电力 多 端口 两 络 


为 了 求 山 共 它 两 个 子 矩阵 ， 设 
He =Q MIF Qu (T.89) 
Ha =Q: + QuM;' Fa (7.90) 
因此 ， Wo BAIER RATE, SERS ASG A HL RT E 
He SE, I OR i 
3688 UU E pee ia T EOS ARR 
HAHA 1,—0 的 式 (7.43 dee. 电阻 多 端口 网 络 如 图 7.5 
Bim, ER, WERE NY, PEM Le 
电压 总 是 零 。 
景 后 ， 工 ,是 所 有 媒 支 电感 短路 ， 而 所 独立 浙 移 去 时 的 电 限 
多 端口 网 络 的 电压 转移 矩阵 ， 基 输入 端口 由 笃 支 电容 形成 ， 而 其 输 
山 是 跨 在 补 树 束 电感 端子 上 的 开路 电压 。 棋 据 具 有 ,=0 的 式 
-546+ 


Eb vto Hh 
XML, Win & 


SO, TREC ITP BZ. à 


G. Be). 


mz uh 


EM (7.91 a) 


DEL 
{7.91 b) 
Va=H,V.= (Qi + QUMI PV. vios vs, Fino 
(7.91 c) 
Va- NN SUM PG sais on (7.914) 
根据 前 面 的 讨论 ， š AAA 
BERS 


F PF 


wt C. #: bh ee 


CMa FA, 而 gs 
HB B EAR 


BTE 


COTTE RRB HY GU so, BARRE U Ql, HARK 
MJ USE FOU HL, 


(7.92) 


TH, 


SHEET 7.4 RARE 
. BEATA TOBE. 


电容 C, Pikk 
FARAR id E id E PEUT 
HC, CHIUSA Anl 7.1 Bí 
Pv. ve, RU, 4 各 一 is。 得 


ug OR Aa Rey “4 n 


LR: PGg/Rert/ 


tira ATE SAY DR 


Regt. AT Au H.A qa Ha WAGA 7.13 Cal ACPD fy ES. 


ps 


bon 月 来 计算 导 纳 矩 图 ?,12 ADR AALS AE 


BY, ft RR Z, AE ALLS 
得 出 所 要 求 的 方程 如 下 ， 
MENO (7.984 
"^L MI R 
Iv =[-1 UM (7.98 b) 
其 系数 矩阵 分 别 是 Hue MHo, 


以 类 似 的 方式 ， 可 以 计算 式 (7.91) 的 系数 垂 阵 。 对 于 式 (7.91 
a) 和 (7.91 AAG MAME Y. MZ, RABBI ETE SPE. 对 
于 式 (7.91 b)， 可 以 利用 图 7.14 的 网 络 ， 得 出 
iy 01... 
MI 1 J =n (7.97) 
最 后 ， 对 于 起 (7.91 c)， 系 数 矩 阵 H. 是 [1]。 
如 在 式 (7.92) 和 {7.93) 中 所 未 ， 易 于 验证 
-CC G, 1 
-C GEOH 
是 相对 于 油 支 路 C, 和 CARRE 7.15 (OBARA LAE 387 
和 矩阵， 而 


SCe™s (7.98) 


sL,—s[ Lz + Lie] (7.98) 
EHT PE Le 的 图 7.15(b) 岂 感 网 络 的 回路 阻抗 矩阵 。 


1597 


ta) 


la 
Ri On 
(b) 
7.13 (a) 用 以 计算 所 流转 移 图 7.14 用 于 讨 算 电 流 
RE H, HERBARO) 用 以 计算 HEER 孔 :- 的 电 图 网 络 


AEH BEP H yt MUERE 


HARC 86791) o CR EE, REFE. 62) ROG 

-1 p-Y.CS Hubs pac [6-Ys He C, 0 

HI B.C. aola. [ H, L-Z 0 r] 
V, 


ty L 
， (7.100) 
v. 
e eG T 1, 
ta) (b) 


在 式 (7.190) 中 ， 根 据 

式 (7.94) 一 (7.99)， RA 

7.15 (a) mene C. «e — 相应 的 量 , 便 可 获得 如 式 

HU (t) BTHASMLAESRE — 【7,75) 中 所 示 的 状态 方程 。 
ERG 


$6. 8 m E 


在 上 述 内 容 中 ， 提 出 了 一 般 线 性 网 络 的 标准 形式 状态 方程 的 显 
武 。 为 了 一 般 的 推导 过 程 能 够 进行 ， 我 们 假定 茶 些 扼 阵 是 存在 的 。 
为 了 圆满 完成 这 一 公式 的 推导 ， 必 须 表 明 ， 所 有 的 网 络 变量 可 以 用 
状态 变量 和 已 知 的 电源 来 表示 。 这 样 做 了 之 后 ， 就 可 以 下 结论 说 作 
为 网 络 变量 一 部 分 的 输出 变量 ， 总 可 以 用 式 (7.3) 的 形式 来 表示 。 
这 种 情况 总 是 可 以 直接 根据 式 (7.43)~(7.46) 得 出 。 例 如 ， 根 据 式 
(7.434), RRL WAM Ia 生来 表示 。 为 了 计算 Vo AAR 
(7.45 a) 的 第 二 个 方程 以 及 起 (7,43 6)， 可 以 得 出 


MG ro oun) 


=(La—L.Q la + Gag By Qu) LQ LQ 


= (La EQ) AaVa tO a IQ) An + La LQuTlt 
+ (Lam LQ [BA V. + Bal, + Bul] 
—L.Q; l LQ ul, (7.101) 


景 后 一 行 直接 根据 状态 方程 式 (7.58) 得 出 。 同 样 ， 可 以 计算 所 有 其 
它 变量 ， 其 推导 细节 留 作为 练习 (习题 7.8~7.11)。 换 言 之 ,一旦 
状态 变量 确定 ， 其 余 的 网 络 变量 只 需 困 代数 方法 就 可 以 求 得 。 由 于 
选用 的 状态 是 电容 电压 和 电感 电流 ， 与 电阻 边 有 关 的 变量 是 静态 的 
不 一 样 ， 每 个 元 件 限 定 方程 均 含 有 导数 ， 这 些 变量 是 动态 的 。 这 就 
产生 了 这 样 一 个 问题 ， 有 多 消 动态 独立 状态 变量 ， 它 们 的 瞬时 值 足 
以 完全 确定 网 络 的 瞬时 状态 ， 引 出 了 网 络 的 “复杂 度 " 概 念 。 

确定 这 个 数目 的 早期 方法 是 由 GUILLEMIN[1931] 给 出 的 , 并 
称 它 为 自由 度 ， 但 它 只 适用 于 不 含有 任何 全 电容 或 全 电感 回路 的 时 
不 变 RLC 网 络 。 这 名 词 起 源 于 机 械 系 统 的 研究 ， 其 中 得 出 有 意义 
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Mi ERA He", Fak, REZAC1955] MNS TREE HS 
ASRS T RERO HR. PERT ARR RAR ARTE TON AS 
讨论 巾 随 之 得 四 。 时 不 变 RLC 网 络 的 完整 解法 是 由 BRYANT 
11959, 1960], BERS[1959 以 及 SESHU fi REED [1961] 4} Bsa 
立 得 出 的 。 而 推广 到 有 源 网 络 则 是 最 近 的 事 ,PURSLOW 和 
SPENCE[1867], TOW 1988], MARKI[19711ULE CHEN[1972 a] 
都 投入 了 这 一 研究 与 RLC ORR, ERMER 在 + 
这 样 的 情况 ， 即 这 一 数 日 一 般 仅 图 拓 扩 结构 无 法 确定 ， 它 还 取决 于 
网 络 的 参数 值 ， 这 使 问题 大 大 复杂 化 。 但 是 对 于 一 个 一 般 的 网 络 ， 

在 这 个 数目 上 的 许多 上 界 者 是 知道 的 ， 在 这 一 关中 将 介绍 菜 些 已 知 
结论 的 统一 概述 。 遗 伏 的 必 没 有 简单 的 必要 和 充分 条 件 可 以 利用 ， 

因而 仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 。 

我 们 首先 精确 地 定义 一 般 网 络 的 “ 复 订 庭 "， 然 后 表明 怎样 业 确 
定 它 ， 或 道 过 观察 得 出 其 上 界 。 这 里 讨论 限于 由 独立 电压 源 和 电流 
dg, dB. RUP. RAE B RMEL, DR 
URDU AERE, ESO, S Ah BE, EU 
ROLLE 2E LIBER. BPEL AEB to Bl 
参数 ， 状 受 道 过 一 个 具 有 有 限 阻抗 元 件 的 电流 起 者 路 在 一 对 节点 
这 可 能 一 个 元 件 直接 连接 在 节点 之 间 ， 也 可 能 没有 ) 上 的 节点 对 
电压 所 控制 。 每 个 受 控 源 由 一 个 元 件 电流 或 节点 对 电压 所 控制 。 每 
个 元 件 在 表示 网 络 N 的 有 向 图 G 中 作为 独立 边 出 现 。 如 以 前 那样 ， 
为 了 寻找 有 意义 的 解答 ， 进 一 步 规定 网 络 N 既 没有 仅 由 独立 电压 源 
和 受 控 电 斤 源 组 成 的 回路 ， 也 没有 仅 由 独立 电流 源 和 受 控 电 流 源 组 
ROME PSR ATI A EUER DC BRE HU SIG. VT 
简化 讨论 ， 不 失 一 般 性 ， 假 定 所 有 独立 电源 和 初始 条 件 已 从 网 络 中 
Bk. 

为 了 应 用 第 四 章 中 所 导出 的 拓 扩 公式 ， 现 转换 所 有 电流 控制 电 
流 源 为 等 效 的 宅 压 控制 电 洲 源 ， 在 这 样 的 处 理 中 ， 受 控 源 所 产生 的 
控制 参数 可 能 含有 积分 算 子 和 (或) 微分 算 于 ， 对 此 定义 运算 符号 
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m Z OK SLES 
于 是 元 件 限制 方程 式 (7.443)，(7.45a) 和 (7.46)， 除 了 受 控 源 ,可 
以 合并 为 以 下 形式 的 矩阵 方程 
Zoa(p)l.(t = Y.(p)V,. (t) (7.103) 
RP LOM VORREN, aL eR a BIER SORA EE, 
矩阵 Y。(p) 是 对 角 矩 咽 ， 在 对 应 于 电感 或 电阻 的 对 其 元 上 具有 单位 
元 ,以 及 对 应 于 一 个 电容 有 一 项 Ce。 PEE. Zine 是 对 称 和 矩阵 ， 
在 对 应 于 电容 的 对 角 元 上 具有 单位 元 ， 在 对 应 于 一 个 电阻 的 对 角 上 
有 一 项 尺 ， 以 及 对 应 于 一 个 电感 有 -… 项 Le. MPI A h BE 
可 以 由 下 面 煽 泗 方程 米 表征 
Is(t)=Ya(ODVa(t) (7.104) 
式 中 Itt) 表 示 受 控 源 中 的 电流 矢量 ,而 Y (tS HE dao 
除了 元 外 限定 方程 之 站， 还 有 基 尔 八 夫 电流 定律 和 电压 定律 。 
Be Q 和 By, 是 相对 于 所 选 正规 树 的 基本 制 集 短 阵 和 基本 回路 矩阵 ， 
按照 式 (7.103) 和 f7.104) 划 分 这 些 矩 降 ， 可 以 得 到 


T,(t)- 

te. Qf Hh, = (7.105 a) 
rV. - 

[B, Bl yi -0 (7.105 b) 


V(t) SiR ER. AYRE. 108) (7 108) RT ELB HE 
列 基本 网 络 方程 ， 


r Q. Qs 0 8 ayko 
0 0 B, B, B,| LO) 
—Zos(P) 0 Y.) 0 8 || V.C n 
0 —U, Y,P) 0 odl vo 


(7.106a) 
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RRR SA 


rK 
Hi gea l= (7.106 b) 


1CO f V (048 G f s BR DE Se rb TO S. 应 当 强 调 指 出 ， 
HOD ARE, dip She 

有 了 这 些 预 备 知 识 ， 现 在 可 以 确切 地 定义 一 般 网 络 的 “ 浊 然 频 
率 ”， 接 着 来 定义 "复杂 庭 ?。 


XX 了 .3， 自然 频率 


对 于 网 络 元 件 的 电流 和 电压 ， 可 构成 -组 一 阶 微分 方程 和 :或 
代数 方程 ， 网 络 的 自然 频率 就 定义 为 网 络 方程 式 的 算 于 站 和 阵 行列 式 


XX 7.4, EAE 


网 络 移 自 然 类 素数 称 为 网 终 的 复杂 座 ， 对 每 个 频率 者 控 它 的 阶 
计数 ， 

因此 ， 队 式 (7.106) 的 算 子 矩阵 HOO 48:16 d OK detH(s) 前 
根 是 网 络 N 的 自然 频率 ， 共 数 日 是 N 的 复 染 庶 。 前 已 指 淹 ， 在 网 阁 
方程 的 状态 变 东 公式 中 ， 复 杂 度 是 动态 独立 元 件 电 访 和 电 正 的 最 小 
数 ， 其 解 时 值 足 以 完全 确定 网 络 移 猎 时 状态 、 因 此 是 状态 空间 的 维 
Xx, Wiss SL HR ds ARE x(1) 生 成 的 空间 , JUS ERA RE x CORSA 
量 。 在 数学 十， 它 是 网 络 方程 遂 解 中 出 现 的 任意 常数 的 数 日 。 在 物 
BEL, CRN REWER AR, RH, E 
是 确定 NN 工作 的 线性 独立 初始 条 件 的 最 火 数 ， 这 些 是 阐述 同一 问题 
的 不 同方 式 。 

用 下 面 的 例子 来 说 明 以 上 结论 。 

f 97.7， 考 虑 图 7.16 ARAN, EM ARNG RAN 
BJ7.15 (WEER. WFR ees 为 正规 树 ， 


Sie 


Ed e 


+ 
uim 408 n eN SA, 
ta (b) 
图 7.18 G) mah pie (by (ash BORSA 
EHCP MA EROR BAADAE 
TELA AS ERC 106) BEM 
[—: p 1 [jte o body ac 4 
1 1 07 1400 0.0|| rw 
— 一 十 -一 一 — 
9 a @ |e fa-a a tof] ttt 
0 o e | o joi 1:11] kO 
一 一 一 一 一 一 一 人 一 一 
—P 5 0 | 9 159 0 -0 vt) 
0 —2 0 | o ol oiol wO 
° 0-1] 0]99 3p 0|| wo 
de d 
-o0 o o f-1 |o 10 o jadi vlt) 
(7.107) 


系数 矩阵 为 算 子 矩阵 HOO, 因此， 自然 频率 是 多 项 式 detH(s) 的 
a, CE EE DM 
detH (s) = 一 63 $'—6s—1 (7.108) 
得 出 
SS2 一 一 0.0478 士 j0.1166 -~ (7.109) 
所 以 图 7,16 (2) 网 络 的 复杂 度 是 2， 意 味 着 可 以 独立 地 指定 两 个 初 
Bah, Dies Emu. 


+ BBB+ 


6.1 detH(s) 和 网 络 行列 式 之 所 的 关系 


为 了 应 用 第 四 章 中 讨论 所 得 的 结论 ， 现 继续 研究 拭 阵 H (s) 的 
TARO EE METAR ROHR, lb, YEE 


47,108) aR BREE PEARL, RT ASR 
bd 9 Dj 9, Q o 0c 
deus)-da PU» 9 — | 9 9 Ba Bs: 
$ B Ziue(s}O | -U, 8 Zuü)Y.(s) D | 
loo a ul. 0 -u, Y, 0" 
Q 0 
| 0 s| (7.110) 
=U, Y(s 
式 中 
» 7 Zu Y.s) D 
YO UO M (r.111) 


ER NASR EEE, EEH, ERE Zoo) AER, IN 
sait sie EXE RS i 

定理 7.1, EQ RESOEBI IOS Ig E k RRM, FORE 
HERE YIs)， 于 是 

detH(s) — 88 ([detZ ua) [deeQY(s)Q'] (7.112) 

Zo GG) RECS y T HR LCA Be A 18 RTT R8 I RMA e REPELLAT: 

TEM, 利用 定理 2.20, RAMEE PTE Q = Or 为 相对 于 
EMR ARER, PU TEAL PAE, USK C. 
110) 的 矩阵 Q,, B. ALY (s), ALLA 

U, Q. 0 0 


r® 0 . 
一 Un 

an 0 B =al 9 0 799 
"UU, Y, -U D Y. Y. 


9 —U. Yu Ya 


-Bte 


6 0 Y.tOsYo Ya QaY u 


aa 9 7 098 Un 
—U, ü Y. Ya 
0 —U, Ya Yu 
— BA Ya Yat Qe¥ "J 
Qz: -Us 


s de t iQaYus vani Yan 


t QY ag 
—u, d 
==+det( Y. +Q QuYuQ) 
一 土 detQrY(S) (7,113) 
k3dbRURSE Ba 2.9 2g8 Q. LU, Qu. B=! Qn Un]: 以 及 
Y@)= M xi | (7.114) 


我 (7,119) 代 入 式 (7.110) 可 得 所 要 求 的 结论 。 
作为 一 个 例子 ， 计 算 图 7.16 {a} 网络 的 节点 导 纳 算 隆 站 ,(59， 
Y.(s) PRS, 


py f3S4+0.5 —38 
x«l 10—35 seal 7,115) 
得 其 行列 式 为 
det ¥ (s)= (8397 + Bs t4)/28 | {7.116} 
把 式 (7.116) 和 式 (7.103) 相 比较 ， 避 得 出 
det (s) = detZuuals) det VG) qun 
AB 
soo 
zo 02 "| (7.118) 
ool 
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这 就 进 -- 步 证 实 了 式 (7.112) 。 

在 确立 了 所 要 求 的 关系 式 (7.112) 之 后 ， 现 在 可 以 应 用 第 四 部 
的 结论 ， 来 确定 网 络 玉 的 复杂 并 成 者 上 界 。 为 北 、 设 令 是 忆 的 不 定 
SEDE, GESEL 4.3 相应 的 全 的 伴随 有 向 图 ， 这 不 同 于 
表示 久 的 有 向 图 G 。 如 在 第 四 章 SS 中 所 寺 论 的 那样 ) 如 果 认 为 
一 条 无 向 边 代 表 一 对 方 遍 考 反 的 有 向 边 ， 在 这 -对 边 中 每 条 有 向 过 
ARN SAS ENE RAL, MAEN GOV) 是 -个 混合 
BL, UAE, CRE RI ee 
ALSOUT INS b, Sn SACHA, RELAXER 
BUS IR A ER RO TEREPEHE. ALG UM. WAE G Ap 
f 4r PA BY. EUR E RE GU ， 

利 司 定理 3.20 和 定理 4.3, XQ. 112) 8 LEES 

detH(s) = «Xt s" -detY (s) 
一 常数:s" k(t) (7.119) 


BOP Ya) ENA SAVER, B RRN PARC, rút. J 
GO hE k 为 参考 节点 的 有 向 权 。 注 意 到 由 于 式 (7.11%) 右 边 的 X 
BREE. TARERE -节点 为 有 向 树 的 参考 节点 。 

因此 ， 在 Gx 全) 中 有 三 种 类 型 的 边 ， 

O 电感 边 ， 边 的 导 纳 其 有 1/ 工 . 的 形式 ，L 是 实 系数 ， 
: WAAC, 的 形式 ，C 是 实 系数 。 

Gi 电 险 边 ， 边 的 导 纳 是 实 系数 。 
筷 圳 边 是 由 自 感 和 ! 或 ) 受 电感 电流 控制 的 受 控 电 该 头 所 形成 ， 电容 
边 是 由 电容 和 (或 ) 受 电容 电 洲 控油 的 受 控 电流 源 所 形成 ， 而 上 电阻 边 
是 由 电 电 和 {或 ) 电 对 控 币 的 电流 涯 所 形成 ， 其 控制 参数 是 实 常数 或 
Sd Hor ie SEE a o e Fo UE. 


定义 9.5，C- 害 集 和 L- 割 集 。 
GG C lS Co- BUR E orti d Gb ETL, 


558 


XX ?.6，C- 辽 路 和 工 -回路 。 


GS) 的 C- 回 路 (- 回 路) 是 仅 由 电容 (电站 ) 池 所 组 成 多 回路 。 

GW) fh L8 G.( 信 ) 是 由 所 有 电感 边 组 成 的 子 阅 ,水 即 通过 
移 去 所 有 非 电 感 边 所 得 的 于 图。 同样， 定义 G( 号 ) 的 C- 子 图 Ge 
是 由 所 有 电容 迪 组 成 的 子 图 。 因 此 ， 工 - 荐 集 或 C- 癌 路 是 工 -了 图 的 
割 集 或 回路 ， 但 工 - 壮 图 中 的 工 - 害 集 不 -证 是 GOO b LBM, M 
OLE) AAA GC y eb SEHE Teu CR EER P 产生 的 
自 环 ) 形 成 的 有 向 图 。 胃 类 似 的 方式 ， 可 以 定义 有 向 图 o: (Ñ), 

3EF GCE) FH e; MOM mie) IARR 8 MEANS 
Hb. FA plg 和 beg 分 别 表示 8 的 电 感 过 和 电容 边 的 EH. EF 
st, blh ARAH t 的 电感 边 的 数目， 在 s= GOD 的 特殊 情 
WE, Bb=b, E bomba, 

引 理 7.0, We 是 过 通 图 G 的 村 阴 ， 则 含 于 G 的 人 一 笠 中 的 8 
的 最 大 边 数 由 8 06 katil. RHS G BE bir 8 的 最 小 边 数 是 
FAG roli je DUE AE BP UL A Bln Pt sn 6 

证 明 ， 这 -~ 结论 对 于 有 向 图 和 无 向 图 都 有 有效 ， 在 习题 3.43 中 ， 
已 指出 一 个 子 图 ， 当 且 仅 当 它 不 含有 任何 同族， 则 它 可 以 成 为 树 的 
一 部 分 。 含 于 8 的 任 一 无 回路 的 子 图 的 最 大 边 数 是 r(8)。 因此， 
(DEAT GREH Rt E 的 最 大 边 数 。 

为 了 证 明 引 再 的 第 二 部 分 ， 可 以 利用 习题 3.44, 它 指出 一 个 子 
图 当 且 仅 当 它 不 合 有 G 的 任 一 制 集 ， 则 它 可 以 成 为 补 械 的 一 部 分 。 
Hk, SEG 的 任 一 树 申 的 8 的 最 小 边 等 于 含 二 8 中 G 的 线性 独立 
贡 集 的 数目 。 年 全 齐集 仍然 是 在 G 中 通过 得 搂 所 有 不 含 于 8 中 的 边 
所 得 图 中 的 一 个 割 集 。 固 此， 这样， 线性 独立 侧 集 的 数 日 等 于 所 产 
生 岁 苑 歼 ， 由 此 得 出 引 理 ， 引 再 证 毕 。 

有 了 了 这些 琐 备 知识 ， 现 在 可 以 进行 推导 瑞 定 复杂 旗 或 其 上 界 的 
Ask. BEDRE RLC 网 络 ， 因 为 对 于 这 样 的 网 络 ,公式 是 最 最 简章 
的 。 


-gige 


8.2 RLC 网 络 


在 N 是 RLC 网 络 的 情况 下 ， CODAN REM, 而 GOD 
电感 边 、 岂 容 边 和 电阻 边 分 别 就 是 的 电感 、 电 容 和 电阻 。 因 此 ， 
可 以 任意 交 才 使 用 G(T)RIN, HAIN Pi C- 回 路 时 ， 指 的 是 仅 
由 电容 组 成 的 回路 ， 这 也 适 抽 于 所 有 凑 它 类 似 名 词 。 

定理 7.2. RCL 网 络 的 复杂 度 等 于 电抗 元 件 的 数 晶 减 去 线性 
独立 工 - 割 集 的 数目 和 线性 独立 C- 回 路 的 数 日 。 

证 明 ， 可 以 写 出 

deiY,(s) Sas" +a, st Tb ees pag tas ese Tas 

(7.1200 
AP ass0 和 a-as 关 0，k 和 q 是 待 确定 的 整数 ， 痕 据 式 〈7.19》 各 
(7.120)， 显然 ，N 的 复杂 度 由 下 式 给 出 
e-ktqt(b—g)-k-tb, (7.121) 
FUL ARE kT. HIT detY,(s) $ + 所 有 树 支 导 纳 乘积 之 
和 ， 从 而 有 
k=b,.— by (7.122) 
TENTH, DEAS. BEE t 中 有 可 
SRI EA EL BURA, mh aa A KARME. yx t 是 G 
BOE ARACEAE g, 表示 , 设 
t, 3 H BE b OE HS Th), gp Periit edo f Bi HE e; K 
表示 。 如 果 gÚ Æ L-E qd TR. WA A g. HREL 
5.4， 可 以 得 出 结论 ， 存 在 所 的 一 个 持 t. 其 中 g, 利 王 是 1 的 子 图 。 
根据 引 理 ?7.1， 有 了 b=r(N,)， 及 b=r(N?)， 这 里 N,= Ge( 久 )， 
MY- Gz( 全 ) 。 将 这 些 关 系 式 代 人 式 (7.121) 连同 {7.122)， 可 以 得 
出 
a=ba bb bue r(NO = UND 
=b,—m(N.) + b,- r( NP) (7.123) 
TARRE, dE N. rior C-RA H š +T £ T K E 
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MNS, SN BAIRD, TENS 中 线性 独立 L- 岩 集 的 数目 由 于 等 
THRE OND ARS Note, FARA, EA, 

推论 7.3. RLC MERRIER 3 Pe a ay Be SE ie E ok 
去 线性 独立 LUIS SE FL MAR ae C- 制 集 的 数目 。 

证 盟 ， 根 据 式 (7.159) 和 (7.120;， 显 然 自然 频率 为 零 的 数 日 由 
bt 一 4 给 出 。 如 在 定理 7,2 HEARE, qabi ba, 1 是 NN 的 
使 差 值 达 景 大 的 一 个 霸 ， 此 外 ,可 以 证 朋 bom rON PRI bum r(N2), 
ENG fa NE SGEODGIBET 12, RAS 

bi-qo b, but bab —r(N,.) —r(N2) 
cun(NQ) + (NE) (7.124) 
RUS AAA E Al. m(N CEST N Bof Bor L- Fons eg 
EH) JJ (Në) (CEFN PAAY COHHEBUREO. BUE 
m, 
可 以 得 出 对 十 这 个 推论 的 另 一 种 表示 法 ， 并 表示 如 下 ， 
推论 7.2, RLC 网 络 的 非 零 自然 频率 的 数目 由 下 式 给 出 : 
[=r(Ne) =t NL) —TCNZ ) - (NE) (7.1258) 
=m(NZ)+m{(NZ}~m(Ne)—m(N,) (7.1250) 
=[m(NË)—m(N.)]+Lr( Na) 21082 )] 
(7.125 c) 
推论 7.3. LC 观 络 的 非 零 自 然 频率 的 数 条 由 下 式 给 贸 ， 
f=2[m(NÑ)—m(Ne)—m(NK,.)] (7.126) 

在 RLC 网 络 不 含有 任 好 了 -回路 和 C- 回 路 的 情况 下 , 式 (7.125 
b) ay ift, f =m(N2) - mONP), GUILLEMIN[1931 给 出 了 一 种 
算法 ， 公 式 (7.126) 由 了 REZA[1955] 首先 得 出 ， 他 称 f 为 动态 独立 
BRKE. 

EERSEL BAA RAET ER A H ra R BL AE rh 
的 否定 电流 ， 或 者 是 跨 在 仅 由 电容 所 组 成 齐集 上 的 恒定 电压 ， 这 些 
恒定 电流 和 恒定 电压 对 在 工 - 问 路 中 的 电 这 或 器 在 C-AR IE, 
不 会 增加 任何 基 它 的 代数 约束 关系 ， 而 仅 与 它们 的 变化 率 有 基 。 例 

ETT 


如 ， 对 工 -回路 增加 了 一 个 如 下 形式 的 微分 关系 式 
Lib cL Sessor Sho 


dt 
XL ERA OB CEU, 得 ， 
Lis + Lei, + +++ + Lii = 常数 


图 7,17 RON Ae RLC WEE 


(7.127) 


(7.128) 


TP RAT iki EB PRR, 但是， 右边 的 常数 项 
是 不 确定 的 , 对 它 限 定 需 要 一 个 独立 关系 。 关 于 跨 接 于 网 络 C- 制 集 


元 件 的 电压 也 可 以 得 出 类 似 的 论述 。 
用 下 面 的 例子 来 说 明 以 上 结论 。 


例 7.8, 考虑 图 7,17 的 RLC 网 络 ， 使 用 以 上 所 定义 的 符号 ， 


可 以 得 出 
bi=6 be=9 
t(Ne) =9~2+7, WN) 6 1-5 
r(N£)- $—1-2, IND =2—1—1 
m(Nj-^9-942—-2, | m(N)=6—6+1=1 
m(Ni)-9—3-1:-7, | m(NI)-6—241—5 
于 是 可 以 得 出 
线性 独立 C- 割 集 的 数目 ~I(N2) =2 
-582+ 


(7.1292) 
(7.129 b) 
(7.129 c) 
(7.129 d) 
(7.1296) 


(7.130 4) 


线性 独立 LARREA = ONE) = 1 (7.130 b) 
线性 独立 C- 回 路 的 数目 =m(Nc) =2 (7.130 c) 
线性 独立 工 -回路 的 数 日 --m(N,)=] (7.180 d) 
BE, RCL WIR RU de e dh F eA. 
g-b.-b,—r(Ni)—m(No-9r8—1-2-12 (7.131) 
这 就 是 可 以 对 NN 给 定 的 线性 独立 初始 条 件 的 最 大 数 ， 或 者 等 效 池 
说 ，N 的 四 然 频率 的 总 数 ， 包 括 零 频数 和 相 重 频 兴 。 根据 推论 7.1， 
非 零 自然 频率 由 下 式 给 出 ， 
f=o—m(N.)—r(Ne)=12—1—2=9 (7.132) 
这 也 可 以 直接 根据 式 (7,125) 寺 算得 出 请 读者 自行 验证 一 下 。 


6.3 有 源 网 络 


根据 式 (7.119)， 显 然 有 源 网 络 N 的 复杂 度 等 于 电感 的 数目 加 
上 detY。(s) 中 s 的 景 高 指数 。 但 是 ，detY,ts) 中 5 的 最 高 指数 不 一 
定 含 于 被 称 为 正规 有 向 树 的 GOD RTE t: 中 ， 合 含 于 其 中 电容 
边 数 和 电感 边 数 之 间 的 差 达 到 最 大 。 这 是 困 为 ， 不 象 RLC 的 情况 ， 
它 在 形成 导 纳 乘积 之 后 ， 与 其 它 正 规 有 向 树 可 能 会 出 现 对 消 。 新 项 
不 同 于 用 在 RLC 岗 阁 的 煤 之 处 ， 在 于 在 饲 一 有 向 树 中 不 可 能 总 是 
使 电容 边 数 达 最 大 值 ， 而 电感 边 数 达 最 小 值 。 

定理 7.3， 含有 B 个 电感 的 有 源 网 络 六 的 复杂 E o 的 上 界 由 
TAA. 

PRO m = B,— baby (7.138) 

4 是 G( 立 ) 的 正规 有 向 树 ， 其 参考 节点 是 任意 的 。 当 且 仅 当 所 有 正 
规 有 疝 树 导 纳 素 积 之 和 为 非 零 时 ， 等 式 才 成 立 。 

如 果 公式 (7.133) 直 接 用 NN 的 子 疯 络 而 不 是 OHF 网络 来 
建立 ， 可 以 更 为 方便 ， 对 此 ， 定 义 如 下 - 


定义 7.7， 网 络 的 无 源 树 。 
油 络 的 无 源 树 是 仅 由 叉 的 电阻、 电感 和 电容 记 组 成 的 树 。 


定理 7.4, 在 击 电阻 、 电 感 、 电 容 和 电流 控制 电 访 源 其 控制 
参数 是 实 常数 ) 所 组 成 的 网 结 N 中 ， 设 是 所 选 的 NM 的 无 涯 机， 使 
aA BSE BA, MIN RE 9 的 上 界 由 含 
于 中 的 电容 数 加 上 含 于 补 树 CN 中 的 互补 中 的 电感 数 给 出 ， 
RE 
TLE mar = De: dba (7.134) 
WE. BNEAN PLO DG BUR khu RRA SH 
RE CURRERE IRAN, CEPR, EG CE) 中 引入 有 源 电阻 、 
AERLE dE GOD 中 设立 是 使 一 bi 26 达 最 大 值 以 及 不 
会 在 detY,(s) 中 产生 完全 对 消 的 有 向 本 (不 一 定 是 正规 有 向 大), 我 
们 的 目的 是 证 明 
B.+b.i,— bi, =b. + ba (7.138) 
XH. ARTES E PNA (Ufa o 那样 
杠 同 的 指数 就 足够 了 了 。 如 果 t. DULCI AL, EN HRS 
元 传 就 是 所 要 求 的 禁 +。 因 此 ， 假 定 U 至少 含 有 一 条 有 源 边 。 如 在 
习题 7,18 中 所 述 ， 图 4.38 (b) 的 电 正 控制 电流 源 ， 四 条 有 源 边 中 ， 
至 少 有 一 条 会 山 更 在 L, 中 而 不 会 在 aety。 (s) 中 引起 对 消 。 不 内 一 
般 性 ， 设 (ec，b} 是 访 中 的 这 一 有 涉 边 ， 为 了 利用 习题 7.24 中 记述 
的 结论 ， 可 以 进一步 规定 1 一 Cc.b) eas (参见 定义 4.129), 于 是 
ERLU, bi (e, bier, (Hl G( 人 的 一 个 钳 ( 不 一 定 是 有 向 
BD, KE (a, b) 是 对 应 于 受 控 源 的 控制 元 件 ( 电 阻 、 电 容 或 电感 ) 
的 无 源 边 。 自 于 (a，b) 和 tc，b) 的 导 纳 仅 相差 一 个 乘积 常 殊 ， 则 U 
AL AAHANS s, WEY 中 有 其 它 的 有 源 边 ， 显 然 这 一 过 程 可 
以 重复 进行 。 国 此 ,可 以 产生 一 个 仅 由 无 源 近 组 成 的 G(Y) 的 插 世 ， 
其 在 N 中 的 对 应 于 刚 结 是 一 个 具有 如 记 MAL s FE t, UE 
Sh, baba bj 及 bn 一 bb， 将 它们 代入 (7.135) 中 , 以 及 利 
FAB by -tr， 便 得 出 所 要 求 的 公式 (7.134)， 定 理 证 毕 。 
以 上 定理 可以 推广 到 电压 控制 电流 源 的 情况 ， 认 实 荆 ， 按 照 如 
上 所 给 的 同 -论证 ， 可 以 证 明 如 果 坟 不 含有 仅 由 电感 和 受挫 电流 浙 
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所 组 成 的 任何 割 集 ， 其 中 的 一 个 电感 
电压 是 ~- 控制 元 件 ， 则 式 (7.13405 
然 有 效 (习题 7.27)。 

作为 一 个 例子 ,考虑 如 图 7.18 的 
网 络 N， 很 容易 验证 元 件 R.C AIL 
构成 N 的 唯一 完全 树 ， 很 据 定理 ， 其 图 7.18 WME ee 
复杂 讼 的 上 界 由 下 式 给 出 ， il 

ONO ms=1 +01 (7.136) 

可 以 证 明 ， 如 果 玉 是 唯一 和解 ， 则 ai 关 1，as 关 一 1， 以 及 =1( 习 题 
7.14), 

推论 7.4, 含有 回转 器 (总 体 管 或 电子 管 ) 网 络 的 复杂 度 不 小 于 
移 去 回转 器 ( 受 挖 电流 源 ) 后 网 络 (等 效 网 络 ) 的 复杂 度 。 

证 明 ， 通 过 划分 根据 不 含有 任何 有 源 边 的 及 至 少 含有 一 个 有 源 
边 划 分 G(《Y) 的 有 向 树 集 、 节 点 行列 式 可 以 置 于 两 个 各 式 中 ， 每 
部 分 均 为 非 负 。 利 用 这 一 点 连 局 式 (7.119)， 推 论 立即 可 以 得 出 ,的 
导 细 节 留 作 练 力 ( 习 题 7,15 和 了 .16)。 


$7. 结 X E 


我 们 以 称 为 状态 方程 的 一 阶 微分 方程 经 形式， 提出 系统 化 建立 
网 络 方程 的 方法 开始 这 一 章 的 讨论 ， 然 后 对 于 一 般 线性 网 络 以 标准 
形式 导出 状态 方程 的 显 式 ， 对 于 显 式 的 存在 性 ， 假 定 某 些 年 隆 是 非 
奇异 的 ， 自 于 它 的 通用 性 ， 显 式 是 极其 复杂 的 ， 而 对 于 特定 网 络 ， 
利用 在 8 2 中 概述 的 方法 来 导出 所 要 求 的 状态 方程 通常 比较 简单 。 
对 于 提出 一 般 公式 的 目的 是 为 表明 状态 方程 的 一 般 公式 是 有 坚实 基 
础 的 ， 并 显示 其 推导 过 程 可 以 利用 数字 计算 机 来 完成 ， 接 着 讨论 状 
态 方程 的 各 种 参数 朱 阵 的 物 保 意义。 但 是 状态 方程 解 没 有 讨论 ， 它 
们 可 以 在 微分 方程 理论 的 任何 教科 书 中 找 到 (例如 参见 CODDI- 
NGTON 和 LEVINSOW[19551 以 及 PONTRYAGINT1962])。 
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网 络 的 复杂 度 是 其 状态 空间 的 维 数 ， 是 片 动态 独立 状态 变量 的 
最 小 数 ,其 瞬时 值 足以 完全 确定 网 络 的 瞬 肝 状态 , 它 也 是 网 络 的 线 狂 
独立 初始 条 件 的 最 大 数 。 在 微分 方程 理论 中 ， 它 是 在 网 络 方程 一 般 
解 中 出 现 的 任意 常数 的 数目 ， 这 些 是 叙述 网 一 素 物 的 不 同方 法 。 

对 于 由 电 限 、 电 感 、 电 容 和 其 控制 参数 是 实 常数 的 受 控 电 流 源 
所 组 成 的 网 络 来 说 ， 其 复杂 度 的 上 界 可 以 与 网络 的 无 源 树 入 联系 ， 
使 在 无 源 树 中 电容 的 数目 和 电 惑 数目 之 盖 达 到 最 大 值 。 一 般 来 说 ， 
网 络 可 以 得 出 这 一 上 界 ， 在 RLC 网 络 中 ， 其 复 宁 许可 以 单独 地 由 
其 拓扑 结构 来 确定 ， 它 等 于 电抗 元 件数 自 减 去 线性 独立 工 - 割 集 的 
数目 和 线性 独立 C- 回 路 的 数目 。 
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7.1 确定 图 7,19 网 络 的 复杂 度 ， 然 后 导出 它 的 状态 方程 。 

7.2 在 式 (7.41) 中 证 明 Qe0 和 Qc=0。 

7.3 对 于 式 (7,91 00 8 FOI ARTE Ya 和 式 (7.91 d) 的 转移 阻抗 
HEE Zu, h E UE, 

7.4 对 于 式 (7.91b) 的 电流 转移 超 阵 了 H;。 和 式 (7.91 c) 的 电压 转移 
SEG H.， 给 出 物理 解释 。 

7.5 假设 有 图 7.20 药 网 络 ， 其 中 电阻 Ri 中 电流 和 电 限 R, 上 电压 
选 为 输出 变量 ， 导 出 网 络 的 状态 方程 和 输出 方程 。 
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AURA & RP o BOR. AGM 7.20 REOS f f A. tb X dS 
电流 。 

对 于 图 7.21 网 络 选 泽 一 正规 衬 ， 以 受 导 出 状态 方程 ， 此 外 ， 
报 据 状态 亦 量 和 电源 ， 表 示 也 有 元 件 电压 和 电流 。 网 络 的 复 
BARS PEE ARMA ARAR, 


M 


图 7.21 RAAR RATA 
证 明 
Ia= (CaQcAn HRQ) Ves r CuQ Ault 
By 3 Cu Ql Ve t (Eu Qe Bis + CuO, DA 
T CQ Bl, G.187) 
利用 式 (7.85) 以 及 式 (?.101) 和 (7.137), JR dE ER v 
源 变量 ， 表 示 I.. Ve, 
HMA 07,432) 和 (0.43 94 E X, (7.54), (7.101) 和 
(7.137}， 根 据 状 态 变量 和 电源 变量 ， 表 示 [ 和 Vi。 
根据 习题 了 .8~7.10 以 及 式 (7.54) 和 {7,101)。 如 在 式 (7.3) 
中 那 祥 ， 证 明 网 络 前 支 路 电流 去 景 和 支 路 电压 矢量 可 以 用 状 
&X£eedt kx. 
在 RLC M£ Nf, 5 LUE, Rbr bi EX K, BA 
be=r(Ni) 4 b#=r(N£), 
参考 图 4.38 (b), AX T. E GC OH HRS, X 
中 每 个 树 都 滞 有 四条 有 源 边 中 的 两 杂 ， 证 
3X fao-o (7.138) 
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TA 
7.15 


7.24 


【参见 CHEN 1972 6). 
证 明 如 果 aged asd, RE 7.18 BARRE, 
SAM 4.98 (b), 24241 (4.186) 和 (4.1897 FER 
MHS, UD RAE ATURE 

detY,(s)- V, Va Vy Wy Wi — (7.189) 
其 中 上 标 日 表示 从 GOD) PALE y-0 MERETE Y RA 
Pe INSCR, GRE K (7.139548. A (7.140), 证 明 推论 
7.4, 
SAA 4.55 Cb), “RAM K(4.178) do (4.188) PHAR 
的 符号 ， 证 明 节点 行列 式 可 表示 为 

detY (s) «Vi gU, te (7.140) 

AP V k Aou d k HASIR, 
应 用 公式 【7.58]， 计 算 如 图 7.20 所 未 的 网 阁 状态 方程 的 条 
See, AAC. 86) 49 (7.91) 3 OAS, Ae. 
对 于 图 7.21 84. EIJA. 


重复 习题 7,5， Bikat RENGI sint & 3⁄4 


变 电 容 。 

BEATA 网 结 项 部 的 两 个 电阻 ， 确 定 所 产生 的 网 络 的 复 
RA, UBER RMEORA, 

A A RAPIER A m a TERRENI Ph AE B 
Me HABER, KAS ILIO ipi BUR IRE, 
AES ZA E GE TRUM RMSE, 

*433 7.5, Tik kup i C. 跨 接 在 电感 Li BH, 
AETI 中 ， 用 两 个 电感 昔 换 同 络 硕 部 的 两 个 所 组 ， 确定 
所 产生 的 网 络 的 复杂 庶 却 非 震 自 然 闫 率 的 数目 。 

证 明 如 果 T. 用 Tu= {tt: 四 条 有 源 这 前 一 条 在 tt 中 ,使 得 如 
Kc, DAL P. RIS — (c, a) aua; 如 果 (d, AL 
T. Altid, Dtme: 如 果 (5， ALP, RIT Ce, 
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7.25 


7.26 
7.27 


bas: 2434 K(d, at P, Ai (d, a) cta) 

RHR, ROLIDA, 

电压 涯 的 导数 当 存在 CRE TED ARETE P vx 
电流 的 导数 当 存 在 只 由 电感 和 (或 ) 独 立 电 流 源 组 成 的 割 集 

an 现在 状态 方程 中 。 

对 于 具有 独立 源 的 了 LC 网 络 ， 简 化 公式 (7。 5^. 80), 

ALENTAR HE eiHu ARRETE, 

使 得 一 个 电感 的 电压 是 控制 元 件 ， 则 公式 (7.134) 仍 然 有 效 。 
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符号 索引 


这 里 列 出 经 常 出 现 的 符号 ， 分 为 三 种 类 型 ， 拉 丁字 母 ， 希 腊 字 
B; 矩阵 和 矢量 ， 以 及 图 和 集合 的 运算 符号 。 


拉丁 字母 

am 也 流 表 支 路 

b 边 的 数目 

by 在 子 图 8 中 电感 的 边 数 
b, 在 子 图 g 中 电容 的 边 数 
By 有 向 二 分 图 

° F 83k B 

c 割 切 

6, @* 树 的 代码 


C[P'(H,), PCH] ”基本 互补 划分 
CP), P'(H)J 互补 划分 


c, BHIE 
C[V(Z)] 补 笠 阻 抗 乘积 之 和 
CIW (Y)1 2- 补 树 导 纳 乘积 之 和 
CI W,, (Z)] 2- 补 树 阻 抗 乘积 之 和 
D, D* BR 

detG 图 的 行列 式 

4) FR i WORE 

d*() 节点 i 的 出 度 

ai) 节点 i 的 入 度 


D.R’), DCR") Ser 
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Gi: gs) 
GO) 
GUY 


GV 
GOD 

GO 
Gu 
GF) 
GD 
G.(Y) 


x 

inf: Euler 路 

RRB 

图 

的 子 图 集合 

Butt Coates 图 

Du i 射出 的 边 集 

Se i inet 

改进 Mason 图 

Mesor Fl 

(JERR) B He ios RG BE a E EGER 8 

GH G, AL 

作 随 充 向 图 

A copias 

GiB fe T rh s Ag d o Br PERO EST 

从 G 中 把 不 在 V,。 中 的 节点 等 同 起 来 所 得 
的 图 

rh V. 所 限定 的 局 部 子 图 

Y 的 证 随 有 河 周 

C- 了 图 

从 Go fb itus 

工 - 子 图 

3 G Cv d fige 

Y 的 位 随 图 

rBT 

LEFTER 

传输 系数 

E fioxu E 

个 整改 集 
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G, j WR ATI 


ic ifs) 支 路 电流 
k(B), XtQ) AERA LMR GARE JH 
L 可 路 或 有 向 回路 
m FE 
M,,(B), Ma (Q) ICXACPIS 
n PAR 
P 微分 算 子 
i/p Bat 
pt 真 路 径 
Py RERA RRE 
pA AKER 
PIH 划分 
p(t) 功率 函数 
q; 9, BOTE 
a, 节点 i 的 关联 割 切 
r [73 
R 部 分 因子 
Rs jo oca h) k- 部 分 因子 
= sty 5 T ERA 
s, 空 集 
St 从 节点 站 射出 的 边 集 
s #e FA i 前边 集 
S 8--lu, v) 
SDR 相 异 表示 式 的 集合 
t 树 
时 间 变 其 
Ka 
H a 
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Fas FA) 
Va 


v 


v(t), ws) 
vov) 
V(Z) 
Wars 
Wasa (Y) 


LES 

补 树 集 

有 向 树 

OBERE 的 集合 
2- 树 或 有 向 2- Bh 
2- SPRY 

SA SONI 3 Bl 
TRE 

Ti tfEq) 的 集合 
树 图 
有 向 讨 图 

多 补 时 
Sea 

多 补 树 DIG 
[EM 

有 向 3- 树 乘积 之 和 
YE ope o o EA Be 
市 点 集 

B- 空 间 

有 向 树 乘积 之 和 

Q- 空 间 

b- 维 失重 空间 
电压 表 支 路 
电 正 源 支 路 
WEARS T 
树 支 阻抗 乘积 之 和 
有 向 2- 树 沉积 之 和 
2- 树 导 纳 乘 积 之 和 
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Z-BIELDUR BU n 
RABE 
《一 阶 ) 余 子 式 
CE) BS 
二 阶 余子 式 

输出 变量 
GERE FERE BLUES Be 
策动 点 阻抗 函数 


(短路 ) 电 流 增益 或 转移 电流 比 函 数 
S 的 元 素数 和 

空 图 

频率 

Kronecker 符号 

余子 式 

特征 值 

BRB 


WA HHH oA 所 得 的 矩阵 
矩 隆 或 基本 关联 矩阵 

关联 矩阵 

KA 中 删 去 第 i 行 

参数 矩阵 

基本 回路 矩阵 

回路 矩阵 

人 回路 矩阵 

而 图 的 基本 问 路 矩阵 

参数 矩阵 


— 


eposmtmes 


BASS SAME (NSE PB DAR Y 
HERE 

参数 矩阵 

有 向 怪 和 矩阵 

Epi 

Bie 
KR St 
RE RR 

F 的 子 矩 阵 
FRA TRE 

算 子 矩阵 

支 路 电流 矢量 

elg ri icc it 

支 路 电流 源 矢 量 
BURR 
节点 电流 源 矢量 
SUS 259 PK BB FEBRE 
AE A DAE 

MD SE 
fa 

Veri SEE Co s SAN STE) 
阶 为 n Bor di 
Gb] Sx ete 
输入 矢量 

pi LUE s 

Hy EE 

"H AH s RAL 
RERA 

X(t) ROT fal SK Be 


* Bag 


y, y(t) amu 


v, Y ERFARA SA 
Y. HUTA EBE: 
Y, 节点 导 纳 矩阵 
Y. AES SEN AREE 
Y(G) 伴随 等 代数 余子 式 和 矩阵 
z 支 路 阻抗 矩阵 
Za 回路 阻抗 矩阵 
Zoe 开路 阻抗 矩阵 
图 和 集合 的 运算 

G,=G, 同 构 网 
K,J./I. (K,—120U3, 
c 包含 于 集 

G UG: 和 和 图 

GNG: 交 图 

GG; 图 的 环 和 
G,—G, BETH 
SOS: Wang 积 
S,xS, Cartesian 积 
8,08: 对 称 差 
SUS: Ez 

S,8 交集 

S,—S, 差 集 
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A 
Abstract directed graph RA 
Asiract graph 抽象 图 
Accessible permutazien Eb 22] 
Active edge EI 
Acyclic directed graph SANE 
Adjacency matrix 邻接 短 阵 
Adjacent nodes ptus 
Aémittarce XA 
Alternating edge train HAS 
Algecnating path BRE 
Are EJ 
Articulation point 斯 点 
Associated directed graph 伴随 有 向 图 
Associated graph BE 
Associated matrix TERERSRE 
Asseciatzd symmetric dicected grapa EMS A E 
Associated und.tected graph 件 随 无 向 国 
B 
Basic value AG 
~of z generalized ccfactor I XGBUR TRETE 
~of a network Getermimant MATAR AL 
Basis cirzüir matrix EERE 
~of a directed graph FAT RS AS GRE 
~of a graph PRS SS 
Basis cut matrix ERE 
of a directed graph AMEE A 


ME 


~of à graph 
Basis incidence matrix 
—of a directed. graph 
~of a graph 
Binel-Cauchy theorem 
Bipartite graph 
Block 
Block graph 
Branch 
meter~ 
sources 
Branch-admittance matrix 


Branch-impedance matrix 


Canocial form 
Capacisive edge 
Cartesian product 
0-Cell 
Chord 
Circuit 
C 
f 
fundamental 
Hamilton~ 
L-~ 
length of~ 
oriented o 
Circuit edge 
Circuit-edge incidence matrix 
Circuit matrix 
~of a directed-graph 
cof a graph 
f-Cireuil matrix 
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RATER ABE 
基本 关联 十 阵 
FT TB As AREE 
TEAR PE 
hha 
二 分 图 
ik 
Bus 
NO WE 
电表 支 路 
电源 支 路 
cy PAE 
PALE 


范式 
DEI 
HORAS 
0- 胞 
Sx 
Dr 
C -回路 
了 -回路 
基本 回路 
DE SL] 
工 -回路 
RK 
有 向 思路 
ERE 
ob XD 
TORTE 
ERLEBT EE 
SES AIPE 
f -EERE 


Circult rank 
Contes graph 
decomposable~ 
determinant of ~ 
modified~ 
Cofactor 
first-order~ 
Seneralizedr~ 
basic value of~ 
~of a directed path 
~of a proper transmission path 
second-order~ 
Coforest 
Coincidence 
Complement 
Complementary partitions 
Complementary subgraphs 
Complete directed graph 
Complete graph 
Component 
even» 
odd. 
strong~ 
Conncetedness 
cyclic. 
strong~ 
Connection 
-factorial~ 
cyclic~ 
k-factorisl— 
one-~ 
Connectivity 
Converse deficiency 


Coordinates of a vector 


ARR 
柯 特 图 
可 分 解 的 柯 特力 
柯 特 图 的 行列 式 
PIEREBS RIS Dl 
代数 余子 式 
一 阶 代数 余子 交 
广 文 代数 余子 式 
广义 代数 余子 起 的 基本 但 
有 向 路径 的 余子 式 
真传 输 路 径 的 余子 式 
三 阶 代数 余子 式 


互补 划分 
互补 子 图 
完备 有 向 图 
完备 图 


E: 
LATER 
BAFER 
LATER 
单 连接 
Es 
Ds 
REE 
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Correspondiag directed graph 
Corree 
~edmitrance product 
~impedance ptedner 
DEM 
multi 
~product 
2-Cowts 
—admittaace produci 
~impecance nroduct 
~aroduct 
Current 
looo~ 
mesh~ 
reference cf~ 
Corren! generator (idea!) 
Car 
c~ 
incidences 
L-~ 
crientazien ofa 
orjanted~ 
Cut-admittasce matrix 
Cut-edgs incidence matrix 
Cut-ratrix 
~of a directa graph 
~of a graph 
Cut volisge 
Cut treasfoumat.on 
Cutpoint 
Cutser 
[S 
fuadamealal~. 


E-Culset matrix 


"594 


AERE SR 
ht 
LEE 
BEER EL 
k- 
sh 
和 孙 屠 乘积 
PEL 
2-3 PEA rt 
2-MHRER TUE BL 
2- MR 
"gu 
回路 电流 
Bla 
"ais S 5 r 4 
Go BE 
kè 
cms 
FRA 
Lal 
切割 方向 
EXPE 
SYN AEE 
THAKRE 
UISÜGEE 
fig Hh BES 
(Sty nati 
WEEE 
DARA 
E: 
Bis 
Toe 
Erag 
f -BDRXOCE 


Cycle 
了 -aet of~ 
Cycle rank 
Cyclie 1-factor 
Cyclically Connected directed graph 
Cyclically Connected graph 


Cyclomatic number 


Decomposition of a separable graph 
Deficiency 
Degree 
incoming~ 
negatives 
outgoing~ 
positive~ 
Degree invariam transformation 
Degtee of freedom 
Degree pair 
weighted~ 
Determinant 
~of the Coates graph 
-~of the Mason graph 
ntrerence 
~of sets 
—of subgraphs 
P-Digtaph 
weighted. 
(P,5)-Digraph 
symmetric 
symmetric subgraph of~ 
weighted~ 
Directed bipartite graph 
Corresponding ~ 


m= 

了 - 集 园 
EL 
ALAS 
MEDA TITRE 
EES E] 
LET 


218152 88 
x 
E 
AE 
fur 
nx 
nii 
RABE 
SmE 
mx 
加 权 庭 对 
FAK 
柯 特 图 的 行列 成 
RAM TAR 
3 
集合 的 基 
子 图 的 差 
PIER 
Anf P CRI 
《P,S)- 有 向 图 
ADÉRCSS)- ETUR 


CP,5) 4E ES 85 31 BRT E 


MRS) AAD 
有 向 二 分 图 
对 应 有 向 二 分 图 
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Pureeted çucut Haa 


length ofa mit RE 
Directed edge 有 向 边 
Directed-edge sequence 有 向 边 序列 
closed~ MARARA 
length of~ fy FE FUR BE 
open~ 开 有 向 边 序列 
Dirccted-edge traia 有 向 边 列 
Directed Eulee line FR 
Directed graph 有 向 图 
abstract~ 抽象 有 向 图 
acyclie~ ES EISE] 
associated ^- PERT Fall 
associated symmetric RDI A ISI 
bipartite~ 有 向 -分 图 
completen ZANNE 
connected~ 连通 有 向 图 
corresponding~ 对 应 有 向 图 
cyclically connected Bee Ae 
isomorphic~ 同 构 有 向 图 
nonsepacable~ 不 可 分 有 向 图 
planar~ 平面 有 向 图 
regular~ 正则 有 向 图 
semi -regulara FEMA MA 
separable~ 可 分 有 向 图 
strongly connected~ BERA HA 
symmetric ELSE 
Directed path LII 
expansion in~ 有 向 路 径 上 的 展 并 
length of~ 有 向 路 径 的 长 度 
Direeted tree TREE 
realization of~ 有 向 树 的 实现 
normal~ 正规 有 向 桂 
Directed 2-tree 有 向 ?3- 树 
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Directed 3-tree 
Directed k-tree 
Diree:ed-tree graph 
Directed-rree matrix 
Distance 
一 between (P,8)-digraphs 
~betweer subgraphs 
~between two nodes 
Distance mactix of a tree 
Distor 
—admittance 
Dual set 


Dynamical variable 


Edge 


actives 


directed away~ 
directed toward~ 
~gain 
induetize~ 

Jast exii~ 
noncizcuit^- 
oriemted~ 
outgoing from~ 
parallel~ 
passive~ 
removal] of~ 
xesistives 
shorting thew 


rermipal~ 


ims-pt 

有 向 上 - 柑 

Eu] 

E BUSEE 

YER 
(PS)- 有 向 图 之 间 的 距离 
子 图 之 加 的 距离 
AWEZE 


有 源 边 
Baw 
回路 过 
ELE 
离开 这 
终止 边 
边 增益 
电感 这 
ELI 
AREA 
RRL 
BOE 
3H 
Xon 
pis 
AER 
Sa 
EI 
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terminating at~ 

uncoupled~ 
Edge- disjoint subgraphs 
Edge sequence 

closed 

length of~ 

open~ 
Edge train 

alternating~ 

directed-~ 
Eigenvalue 
Element 
Elementary directed-tree transformation 
Elementary (p,s) d-invariant transformation 
Elementary transformation 
Elementary tree transformation 
Endpoint 
Energy function 
Equicofactor matrix 

associated ~ 
Equivalence relation 
Essential complementary partition 
Euler line 

directed~ 


1-Factor 

eyclicn 

n- Factor 

1-Factorial connection 

syclie- 

k-Factoría] connection 
Factorization 


Feedback loop 
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abu 
分 离 边 
DART 
边 序列 
FL REAL 
P223: d 
FEF 
边 列 
222212] 
ATLA 
特征 值 
元 
初等 有 向 村 变换 
初等 (p,s) 4- 不 变 变换 
初等 变换 
XURRUER 
端点 
EGR 
SRR AT ORBE 
FRAG ERER FRE 
等 价 关系 
基本 互补 划分 
Eug 
THERE 


LET 
M-E - 
EI 
LATER 
BLEER 
k- MTER 

HRI 

反馈 环 路 


First Betti namber 

Flow graph 

Forest 
normale 

Forweté path 

Fout-Co.ar Conjecture 

Function 
driving-poiat sdmittances 
Sriving-point impedances. 
incidence 
open-circuit vollage-gaince 
open-circuit transfer impedances. 
open-circuit traasfer vo.tage-ratio~ 


short-circuit eurrem -gai 


n~ 
shott-cireuil transfer admirtance w 
short-cirewit transfer eurrent-ratio~ 


Transfer ad 工 ittan 


transfer current-zatio 
transfer impedance~ 
transfer voltage-ratio~ 
voltage-gain 
Fundameniel circuits 
Fundamenta! circuit mattix 
Fundamental cuiset mairix 


Fundamental cutsets 


Generalized circuit 

odd~ — €, 
Gereralized vofactor 

basic value of ~ 
Generalized directed <-tree 
Generalized k-tree 

odd. 


Ek 
ER 
[Il 
LI 
bp as h st 
LETS p 
ESTE 
开路 电压 增益 函数 
Se pi LA 
Ete ss E LR Be 
Sm t etis n 
ROSTER UAE 
Roster ok otak 
368 shi k: 
` RE 
转移 阳 抗 函数 
ASS E ibis 
LE kiq E 
基本 回路 
d PPE 
基本 割 集 年 阵 
ELI 


广义 回路 
奇 广义 回路 
让 文 代数 余子 式 
PRAMAP AMES 
DRAB 
FXE- 
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Geometric diagram 

Graph 
abstracta 
associated ~ 
associated undirected~ 
bipartite~ 
block~ 
complete 
connected~ 
cyclically connected~ 
determinant of — 
directed-tree~ 
finite~ 
flown 
infinites 
intersection~ 
isomorphic~ 
tabeled~ 
linear~ 
mixedo- 
nonseparable~ 
null~ 
(p.s)-— 
planar~ 
regular~ 
separable~ 
signal-flow~ 
sum~ 
trees 


weightcd~ 


Hamilton circuit 


Hermitian part 
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EL 
伴随 图 
伴随 无 向 图 
二 分 图 
RA 

党 备 图 
EX 
Borm 
图 的 行列 式 
ELI 
ARB 
AE 

无 限 图 
Ei 

间 构 图 
标识 图 
线 图 
iem 
不 可 分 图 
2m 
(pss)- 图 
平面 图 
正则 图 
可 分 图 
信号 流 图 
和 图 
nm 

如 权 图 


k PL 
BERERE 


Impedance 
Incidence 
Sacidence cut 
Incidence matrix 
Incoming degree 
Indefinite-admittance matrix 
Induciive edge 
Initial noce 
Interchange 
~of the incoming edges 
~of the outgoing edges 
(p.s)-Interchange 
Inlersection graph 
Intersection of secs 
S-Invariant 
Inversion 
~of a matrix 
Isolated node 
Tsomorphisrs 
~of directed graphs 
~of graphs 


Jacobi’s theorem 
Jeans’ theorem 


Sanction 


Kirchhoff^s current law 
Kirchkoff's voltage l&w 
Kénigsberg Bridge Problem 


[:E.3 
ET 
ES SUE) 
JORGE 
AR 
EE 
LLLI 
A 
交换 
人 边 交 换 
AR 
(psi 
Ra 
交集 
d- 不 变 
RA 
PERG 
孤立 节点 
局 构 
有 向 图 的 同 均 
RAN 


BreACELR 
MPRA 
ERM BS 
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Last exit edge of a rode AERE HH 
Line 线 
Lincar deperdence AK 
一 of sets Sign 
~of Subgraphs FAHRER 
Linear graph Am 
Lirear independcace 线性 尤 关 
~of sets 集合 的 线性 无 区 
~of subgraph ERE rr 
Linear subgraph RETA 
Linear vector space Bit Res i 
Link EE 
Loop * 
dynamieally in deperdent ^ 动态 独立 回路 
Loop-impedance matrix ULB 
Locp transformation 回路 变换 
Lcop transmission FERRARE 
M 
Major determinant EFIA 
Major, submatrix AE 
Mason graph wa 
decorpos.ble ~ DES TTC 
determinant of ~ S THA 
factorization OF ~ AAR RD H 
modified ~ weit ty IE 
normalized ~ TEA HUS 
Marix EE 
adjacency ~ EHRE 
associateó ~ ?EFüNSME 
associated equicofactar ~ PRET RPE 
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basis cireait ~ 
basis cut 一 

basis incidsnee~ 
branzh~admittance ~ 
branch-impedaace ~ 
cireait ~ 

S-cireuit ~ 
cireuit-edge incidence ~ 
zurreat-iütanifet ^ 

cut ~ 

Sut-aimittace ~ 
cut-edge incidence ~ 
foeutsei s 

decomposable 一 
Girected-uee ~ 
istanze ~ 

eqyicofactor ~ 
fundamental circuit ~ 
fundamental cutset ~ 
^ in normal form 

~ in prepet form 
incidence ~ 
inceromposable ~ 
indefinite-admittance ~ 
irreducible ~ 

leap impedance ~ 
aetwerk ~ 
node-admittance ~ 
node-edge incidence ~ 


node-to-datum pata 


open-circuit impedance ~ 


P- ~ 
parameter ~ 


Pt) ~ 


Jo Rar 


Ul 


AAT 
SAREE 
BIRERE 

£ -EIRE 
GE 203 iti 
a EEE A AEE 
DE 
DERRER 
AD SUID ES 
ABRE 
EE or 
"abt 
MEB NE 
RRR TAA 
dEEBIBOHEE 
BAA Sr apa 
Eu 
HREM 
ARARE 

Be RE EE 
PETHA 
WAEHERE 
D LET 
MAER 
ASAE 

SEAL MURR 


FPR ERT PR 
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primitive conaecton ^ XU S 


rank of a circuit ~ TLR SIRE a B: 
~ of a cut ~ DREMA 
~ of an incidence ~ 关联 矩阵 的 铁 
reduciste ~ 可 的 的 第 阵 
short-circuit admittance ~ f AREE. 
totally unimodular ~ QA LS 
tee ~ HER 
unisignzut ~ ASEH 
vatitble adjacency ~ 变 元 邻接 年 阵 
voltage-transfer ~ He Be pe BE 
Matrix inversion ERE 
Maximal set BARS 
Mesh 网 孔 
Mesh discriminant 网 也 判别 式 
Milter integratoz EIU DE 
Mixed graph 混合 图 
Modified Coates graph EARRA 
Modified Masoa graph BoE 
Malti-corree Stet 
Multi-tree Ed 
N 
Natural frequency 自 热 频率 
Negative degree fue 
Neiwork Bos 
~ Écterminant 网 络 行列 式 
electrical ~ LE 
reciprocal ~ EET 
BLC ~ RLC RH 
RLC two-port RLC ZOM 
RLCM ^ RLCM 网 结 
twp-port ~ En 
Network matrix Lr: 
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Node 

Sdjaceat ~ 

degree of ~ 

distanze between ~ 

climinatioa of ~ 

initial ~ 

isolated ~ 

reference ~ 

removal of ~ 

source ~ 

terminal ~ 
Node-admittance matrix 
Node discriminant 
Node-disjoint subgraphs 
Node-edge incidence mat-ix 
Node expansion 
Node-pair transformation 
Node-paic voltage 
Node splittiag 
Node-to-datum path matrix 
Node-to-datum voltage 
Noncisenit edge 
Non-orientable Tauifald 
Norseparable graph 
Nermal directed tree 
Normal forest 
Normal tree 
Null graph 
Nallity 


‘Oh-vicness 
Obx's law 


Ons-zonnection 


第 点 
qud 
BADE 
PASE 
消去 节点 
BÉTA 
孤立 节点 
参考 节点 
BETR 
RA 
终止 节 点 

节点 导 纳 矩阵 

BAAR 

WAS 


节点 对 变换 
nsu 

节点 分 列 
CBE ERR EUER 
AOE RE 
Biss: sul 

非 定向 做 

不 可 分 图 
正规 有 向 树 
ERK 

EMH 

EI 

E23 


欧姆 性 
Dri 
单 连接 
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i: trapedanee main 


Üpen-circuii transfer impedatce function 


Open-cireuit Veltage-gaia function 
Opposite orientations 

Order of Complexity 

Osieated circuit 

Orisated cut 

Oriented edge 

Outgoing crgree 

Output equation 

Outside region 


Parallel edges 

Parameter matrix 

Parameter 
open-circuit jy.pedanee ~ 
skort-cir 
y~ 


it admittance ~ 


z~ 
Partition 
complementary ~ 
essemial compiementary ^w 
Passive edge 
Passive tree 
Path 
alcernating ~ 
forward ~ 
lenta of ~ 
proper ~ 


reper transmissi 


selue of a proper transmission ~ 
Perfecthy cousked inductors 
Periareni 
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FRERE 
FARBARE 
THEN B t 
REA 

EET 

有 向 回路 
SEDE] 

RRA 

us 

ALTE 

DI Del 


i 
Be 
ARMAS 5: 
Si HASH 
you 
上 参数 
2 
互补 划分 
幕 订 互补 划分 
Xn 
mit 
XU 
ERATES 
EME 
Amd 
HERB 
FRR 
2 e 
EA 


lanit graph 

Point 

Port 

Positive degree 

Power absorbed in ú branch 
Power function 

Primary variabiz 

Prizhive connection matrix 
Proper path 


Proper tzansmíássion-path value 


Rank 
Realization 

~ of degrees 

~ of degree pairs 

~ of directed trees 
Reference node 
Reference of current or voltage 
Reference system 

coordinates of avector with mapest ko ~ 
Region 

outsides 
Regular direcied grapi 
Regula: graph 
Regular polyhedra 


Resistive > 


Ring sum 
Reoted tree 


SD 


Seconda-y variable 


RRR 
HERM 
BARE 

AUR EEE 
eU 
KRM 


SS 

Ai Fade SR 
Sx 
tB k R EFSF 
BSR 

RARE OL A 
EX 

外 部 区 域 
ERU 008 


Dx 

EN ETE 
"BE 
3n 
ARR 
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Sectional Supgraph 
~ of à directed graph 
~ of a graph 
feg (segregate) 
Self-loop. 
removal of ~ 
Semifactor 
1M 
ko~ 
Semi-regular directed graph 
Separable graph 
Set of distinct representatives (SDR) 
Set union 
Shori-ci 


wit adirittanee matrix 
Short-cizcui: 


enzrent-gair. function 


Short-girçui; transfer-admittance function 


Signal 
nodal ~ 
Signal-llow graph 
0-Simplex 
1-Simplex 
Source 
Scurce node 
B-Space 
Q-Space 
Spanning subgraph 
Spanning tree 
Sier-mesh transformation 
Siate 
Staze equations 
explicit form of ~ 
~ in normal form 
State space 


State variables 
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RETR 
HARM SET n 
Fats xor f 

PLB TED 

EEJ 
TAB 

RAW 
上 -部 分 因子 
MOE 

举 王 则 有 向 图 

可 分 图 

机 异 表 示 式 的 符合 


SESW 
DL LI IE 
LL 22122; 3 
信和 号 
"AES 
信号 流转 
0-8 
LAB 
电源 
Bero 
B-27 
全 -空间 
ERTA 
EX 
YARD 
RS 
REDE 
RAVEHER 
Pe g kinta 8 
Rea 
RARE 


Complete ser of 
dynamical ~ 
dynamically independent ~ 
static ~ 

Strong component 

Surorg connectedness 

Subgraph 
e 
complementary ~ 
tdge-disjcint ~ 
L-~ 
linear ~ 
linear dependence vf ~ 
nede-disjoimt ~ 
~ product 
proper ~ 
sectional ~ 
spanning ~ 
symmetric ~ 

Subtree 

Som graph 

Symmetric difference 

Symmetric (p.8)-digraph 

Symmetric directed graph 

Symmetric subgraph 

System of equations 
brench-current ^ 
branck-voltage ~ 
et 一 
loop ~ 


moda] ~ 


Tellegen’s theorem 


LrgorEE 
动态 状态 变星 
ET AEN 
静 杰 状态 变量 


-了 图 
互补 于 图 
MTARFA 
工 - 子 图 
BETE 
BLK FE 
节 志 不 相 接 子 图 
TAS 
真子 图 
BETA 
FEFE 
对 称 了 图 

TH 

和 图 

ELI 

对 称 (P，s )- 有 向 图 

对 称 有 向 图 

对 称 子 图 

方程 组 
支 路 电流 方程 组 
Bab EP m, 
315 Rin 
BR 
节点 方 释 组 


Lir rid 
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letmina: edge VeRO 


Terminal node Seit s 

Topoiogical formulas 拓扑 公式 

Totally unimodular matrix 2A BURR 

Transformation E 
en 团 割 变换 
degree invariant ~ ERR 
elementary ~ 初等 变换 
elementary directed~tree ~ TAR PEE RR 
elementary(p,s)d-invariant ~ 初等 CP ，s ) d- Y 
elementary tree ~ mykwa 
toop ~ DIEI 
node-pait 节点 对 变换 
star-mesh ~ YATE 

"fracsimmitzance HER 

Transmission (graph) EL 
~ in a Coates graph DLIIAILE 
~ in a Mason groph HANGAR 
loop ~ BR RRR 
path ~ PEAR 

Transmission law II 

Transmittanze ERE 

Tree LÀ 
~ -admittance procact 树 导 纳 乘积 
directed ~ Araby 
directed 2- ~ Ai 2 -bf 
directed 3- ~ AR 3 - 树 
directed k- ~ 有 向 k- 酝 
generalized directe k- ~ TG k Bf 
generalized x- ~ PAG 
——impedance product 及 电视 乘积 
ken k- 
length of ~ HARE 
multi- ^- aR 


"Bib 


rormal ~ 
edd genetalizee k- ~ 
passive ~ 
— product 
tooted ~ 
spanning ~ 

2-Tree 
—admitisnce prodvel 
directed ~ 
~ impedence product 
~ product 

k-Trec 

Tree graph 


Tree matrix 


Uy in medified form 
Uneoupled edge 
Unique realization of degrees 
Uaisignent 
Unisignent matrix 

in modified form 


Unistor 


Variable adjacency mazsix 
Vector 
braaf -corrent ~ 
Ərancb volage ~ 
draach veliage-s5urce ^ 
cut carrent-source ~ 
cut-voltage ~ 


iput ~ 


Eka 

2-B 
2 RRR 
有 向 2- 树 
2 AR BE 
2- 树 乘积 
k-hr 

LE 

LE 


U, 的 改进 式 
分 离 边 
Rok 
GEES 
HFE 

Jav ABEEX 
BS 


EEILIS 

RE 
RAR ESS 
SORE ee 
FETERE 
3D tE d 
PECE E" 
HARE 


vells 


loop-current ~ 
loop voltage-source ~ 
nodal cnrrent-source ^e 
output ~ 
state ~ 

Vetta 

Voltage 
cut ^ 
node-pair ^- 
node-to-datum ~ 
reference ~ 


voltage generator (ideal) 


Wang algebra 

Wang product 

Weighted degree pair 
Weighted p-digraph 
Weighted (p, s)-digraph 
Weighted graph 
Window 
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WEDGREXE 
回路 心 压 源 矢 县 
ABUSE HE 
[ES 
RERE 

顶点 

电压 
切割 电压 
WREE 
节点 对 基准 点 电压 
参考 电压 
(理想 ) 岂 压 源 


王 氏 代数 

王 氏 积 

EX 

加 权 了 -有 有 向 图 
JuRCP , s) RAI 
WERE 

a 


